Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


•  •  • 


681 2Q 


RADCLIFFE  SOENCE  L1BRARY 


PARKS  ROAD 


OXFORD  OXl  3QP 


ŒUVRES 


COMPLETES 


DE  NIELS  HENRIK  ABEL 


TOME  PEEMIEE 


^/ 


Ce  ! 


'f^^^^^-^4l- 


.''SrO.'^        * 


'"^fO^^; 


ŒUVRES 


COMPLETES 


DE  NIELS  HENRIK  ABEL 


SOUVELLE    EDITION 


PUBLIEE    AUX    FRAIS    DE    L'ETAT    NOKVEGIEN 


PAR  MM.  L.  SYLOW  ET    S.  LIE 


TOME  PREMIER 


CONTENANT    LES    HEMOIKES     PUBLIES    PAR    AUEL 


■■-^■f.iH'»..^ 


/ 


CHRISTIANIA 

IMPRIMERIE   DE   (iRH.NDAHL   &   S«X 
M  TiCrv  LXXXI 


PREFACE.. 


Ij'éditîon  des  Œuvres  d'Abel  faite  par  Holmhoe  et  publiée  en  1839, 
était  devenue  très  rare  trente  ans  après.  C'est  pourquoi  plusieurs  mathéma- 
ticiens étrangers,  surtout  allemands  et  français,  en  demandaient  une  nouvelle 
édition  à  leurs  confrères  norvégiens.  C'étaient  MM.  Clebsckj  Kronecker  et 
Weiersirass  qui  firent  les  premiers  cette  proposition,  dont  la  Société  Mathé- 
matique de  France  déclara  hautement  l'utilité  par  son  président  Chassies. 
Dans  ces  circonstances,  le  Gouvernement  Norvégien,  sollicité  par  la  Société 
des  Sciences  de  Christiania,  cinit  devoir  inviter  le  Corps  Législatif  à  voter 
la  somme  nécessaire  pour  faire  une  nouvelle  édition  revue  et  complète  des 
Œuvres  d'Abel.  Le  Storthing  accorda  promptement  la  somme  voulue,  et 
conformément  à  la  proposition  émise  l'édition  nous  fut  confiée.  Pendant 
l'exécution  de  cette  tâche  importante,  nous  avons  profité  des  sages  conseils  et 
du  précieux  concours  de  beaucoup  de  personnes  autorisées.  Outre  les  mathé- 
maticiens déjà  nonmiés  nous  devons  remercier  spécialement  M.  O.  J,  Broch^ 
de  Christiania,  M.  C.  Jordan^  de  Paris,  et  IVI.  E.  Scltering^  de  Gottingue. 
L'illustre  Académie  de  Berlin  mit  à  notre  disposition,  avec  une  bienveillance 
extrême,  les  manuscrits  de  plusieurs  mémoires,  imprimés  dans  le  Jounuil  de 
Crellcj  et  les  dates  de  publication  des  mémoires  d'Abel  insérés  dans  les  tomes 
II — IV  dudit  Journal,   nous  ont  été  obligeamment  fournies  par  Borchardt. 
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Nous  avons  cru  de  notre  devoir  d'admettre  tout  ti'avail  publié  par  Abel 
dans  notre  édition;  à  ceci  nous  n'avons  fait  qu'une  setile  exception,  dont 
nous  parlemns  aiLssitôt.  En  outre  nous  avons  cherclié  à  recueillir  tous  les 
manuscrits  et  toutes  les  lettres  d'Abel  encore  existantes,  en  les  soumettant  à 
un  examen  minutieux  pour  en  extraire  tout  ce  qui  pût  avoir  de  l'intérêt 
scientifique.  La  Bibliothèque  de  notre  Université  avait  acquis  quelques-uns 
des  manuscrits  d'Abel;  d'auti'es,  moins  importans,  il  est  vrai,  étaient  devenus 
la  propriété  de  quelques  mathématiciens  norvégiens.  Sollicitée  par  nous,  la 
veuve  de  Holmhoe  a  revu  soigneusement  les  papiers  de  son  défunt  mari,  avec 
l'heureux  résultat  que  toute  une  série  des  manuscrits  d'Abel  fut  reti'ouvée  et 
donnée  à  la  Bibliothèque  de  TUniversité.  Néanmoins  beaucoup  des  documens 
qui  étaient  sous  les  mains  de  Holmhoe  nous  manquent,  étant  probablement 
détruits  par  un  incendie  surveim  peu  après  sa  mort.  Cependant  il  nous  semble 
pi-obable  que  la  plus  grande  partie  de  ce  qui  date  des  dernières  années  d'Abel 
est  encore  conservé.  Dans  ces  manuscrits  nous  n'avons  relevé,  il  est  vrai, 
aucun  résultat  nouveau  à  la  science;  cependant  ils  ont  montré  que  plusieurs 
théorèmes  importans,  trouvés  plus  tard  par  d'autres,  étaient  déjà  cormus  à 
Abel  et  se  cachaient  dans  ses  papiei's  quand  ils  furent  publia  pour  la 
première  fois.  Outre  les  théorèmes,  déjà  connus  par  l'édition  de  Holmhoe^ 
sur  les  équations  résolubles  par  radicaux,  nous  pouvons  mentionner  comme 
tels:  un  théorème  fondamental  sur  les  relations  qui  peuvent  avoir  lieu  entre 
des  intégrales  de  différentielles  algébriques,  qu'Abel  avait  bien  énoncé  dans 
une  lettre  adressée  à  Legendre^  mais  dont  il  n'avait  pas  donné  la  démonstra- 
tion; en  outre  une  proposition  très-générale  sur  la  convergence  des  séries, 
laquelle  frit  publiée  pour  la  première  fois  par  M.  Bertrand. 

Le  Tome  I  de  notre  édition  contient,  dans  l'ordre  chronologique,  tous 
les  mémoires  })ubliés  par  Abel,  à  l'exception  d'un  opuscule  imprimé  dans  le 
Magasin  des  Sciences  Naturelles^  année  1824,  dans  lequel  il  s'était  glissé,  par 
inarlvertance,  une  faute  grave.  Or  connue  Abel  a  expressément  retracté  ce 
mémoire,  nous  croyons  avec  Holmhoe  devoir  l'exclure  des  Œuvres  Complètes. 
Notre  édition  contient  quatre  mémoires  publiés  par  Abel  qui  manquent  à  celle 
de  Holmhoe^  savoir  les  mémoires  III,  V,  XII,  et  XIII  de  notre  premier  volume. 
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Les  deux  premiers  furent  omis  ^siv  Holmboe^  parce  que  le  contenu  s'en 
retrouve  dans  d'autres  travaux  d'Abel.  Le  mémoire  XII,  présenté  par  Abel  à 
L* Académie  des  Sciences  de  Paris  en  1826,  ne  put  être  inséré  dans  l'édition 
de  Holmboe;  ce  n'est  qu'en  1841  qu'il  fut  imprimé  dans  les  Mémoires  des 
Savans  étrangers.  Le  mémoire  XIII  semble  avoir  échappé  à  l'attention  de 
Holmhoe. 

Les  mémoires  publiés  par  Abel  dans  les  revues  norvégiennes,  furent  rédigés 
en  norvégien;  par  égard  à  la  plupart  des  lecteurs  nous  les  rendons  en 
fran<;ais.  Tous  les  autres  travaux  d'Abel  furent,  d'après  ce  que  nous  dit 
Holmboe  dans  sa  préface,  rédigés  en  français;  mais  les  mémoires  publiés  dans 
les  deux  premiers  volumes  du  Journal  far  die  reine  und  angewandte  Mathe^ 
maiik^  furent  traduits  en  allemand  par  Crelle^  à  l'exception  des  Becherckes 
siir  les  fonctions  elliptiques.  Pour  ce  qui  est  des  mémoires  imprimés  dans  le 
quatrième  volume  du  même  journal,  il  existe  encore,  comme  il  est  dit  plus 
haut,  des  copies  des  maimscrits  originaux  d'Abel;  elles  font  voh*  que  Crelle 
a  fait  plusieui-s  corrections  du  style  en  partie  inutiles;  il  y  eii  a  même  qui 
ont  mcxiifié  le  sens.  Ainsi  les  traductions  allemandes  de  Crelle  ne  pouvant 
être  considérées  comme  des  versions  absolument  exactes  du  texte  original, 
nous  avons  cru,  avec  Holmboe  ^  devoir  rendre  ces  mémoires  en  français  afin 
de  conserver  l'unité  linguistique  de  notre  édition. 

Le  Tome  II  de  notre  édition  comprend  les  Œuvres  posthumes,  des  ex- 
traits de  lettres  d'Abel,  et  les  notes  des  éditeurs.  Tout  en  reconnaissant  le 
grand  mérite  de  Holmboe  ^  comme  l'habile  maître  et  le  fidèle  ami  d'Abel,  et 
aussi  comme  le  zélé  éditeur  de  ses  Œuvres,  nous  ne  pouvons  nous  empêcher 
de  faire  observer  qu'à  notre  avis  l'éditeur  n'a  pas  toujours  traité  les  manuscrits 
laissés  par  Abel  avec  toute  la  critique  désii-able.  En  efiet,  dans  le  second 
volume  de  son  édition,  il  a  imprimé,  à  côté  de  plusieurs  mémoires  précieux, 
un  certain  nombre  de  travaux  de  jeunesse,  datant  d'une  période  où  la  cri- 
tique d'Abel  ne  s'était  pas  encore  complètement  développée.  Et  même  quand 
Abel  parle  plus  tard  des  faux  résultats  auxquels  conduit  un  raisonnement 
peu  rigoureux,  il  nous  paraît  évident  qu'il  pense,  entre  autres,  aux  erreurs 
auxquelles  il  avait  été  porté  lui-même  dans  ses  anciens  travaux,  depuis  long- 
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temps  rejetés  par  lui;  or  ce  sont  ceux-là  qu'a  admis  Holrahoe^  après  la  mort 
de  l'auteur,  paruii  ses  (Euvres  Complètes.  8i  nous  avions  à  faire  la  première 
édition  des  Œuvres  d'Abel,  nous  aurions  renoncé  à  publier  plusieui-s  travaux 
imprimés  dans  le  second  volume  de  l'édition  de  Ilolmhoe.  Cependant,  comme 
ces  travaux  sont  déjà  connus  au  public  et  souvent  cités,  nous  ne  nous  som- 
mes décidés  à  omettre  que  trois  des  travaux  publi&j  par  Holmhoe^  lesquels 
nous  semblent  n'avoir  plus  aucun  intérêt  même  historique.  D'autre  pai1; 
nous  avons  cru  devoir  mettre  au  jour  plusieurs  parties  inédites  des  manuscrits 
d'Abel,  dont  quelques-uns  offrent  un  grand  intérêt 

Tome  II,  p.  283 — 289  nous  donnons  un  aperçu  de  tous  les  manuscrits 
d'Abel  encore  existans.  Ici  nous  nous  bornons  à  faire  remarquer  que  dans  un 
protocole  rempli  depuis  août  1826  à  la  lin  de  la  même  année  ou  au  com- 
mencement de  1827,  nous  avons  trouvé  des  endroits  qui  prouvent  qu'  Abel 
s'occupait  de  la  Théorie  de  la  iransformalton  des  fonctions  elltpitque.s  à  Paris, 
à  la  fin  de  1826,  ce  qui  d'ailleurs  s'accorde  avec  ce  qu'il  a  dit  à  Hohnhoe^ 
cité  par  nous  dans  le  second  volume. 

Des  lettres  d'Abel  nous  donnons  des  extraits  plus  complets  que  ne  le 
faisait  Ilolmhoe.  Nous  signalons  à  l'attention  des  lecteurs  la  première  lettre 
d'Abel  à  Holmhoe.  Cette  lettre  prouve  que,  déjà  en  1823,  Abel  avait  con- 
sidéré la  fonction  inverse  de  l'intégrale  elliptique  de  la  première  espèce,  mais 
elle  fait  voir  aussi  qu'à  cette  époque  il  ne  savait  pas  encore  maîtriser  les 
paradoxes  apparens  qu'il  avait  rencontrés  dans  ses  recherches. 

A  l'édition  nous  avons  ajouté  quelques  notes,  dans  lesquelles  nous  don- 
nons tantôt  des  renseignemens  sur  les  diyers  mémoires,  tantôt  sur  les  endroits 
oh  nous  avons  cru  devoir  nous  écarter  du  texte  original,  pourvu  toutefois  que 
ce  ne  soient  pas  de  simples  corrections  de  fautes  de  calcul  ou  d'impression; 
tantôt  nous  faisons  observer  des  inexactitudes  que  nous  ne  nous  croyions  pas 
autorisés  à  corriger.  Quelquefois  nous  donnons  notre  interprétation  de  pas- 
sages .obscurs,  ou  bien  nous  indiquons  comment  selon  nous  Abel  a  déduit  des 
propositions  qu'il  a  avancées  sans  preuve.  Nous  faisons  observer  expressé- 
ment, que  si  dans  les  notes  nous  citons  quelquefois  des  auteurs  postérieurs, 
ce  n'est  que  pom-  éclaircir  le  texte,  et  imllement  pour  montrer  conunent  les 
découvertes  d'Abel  ont  été  développées   par  ses  successeurs. 


PREFACE. 


Au  moitient  oîi  nous  achevons  cette  édition,  M.  Bjerknes^  professeur  à 
l'Université  de  Christiania,  vient  de  publier  une  biographie  détaillée  d'Abel, 
fondée  sur  des  recherches  étendues,  dans  laquelle  il  a  tenu  compte  des  maté- 
riaux recueillis  pour  cette  édition.  Dans  ce  travail  intéressant  on  trouve 
réuni  à  peu  près  toutes  les  données  accessibles  de  la  vie  d'Abel.  Tout  en 
exprimant  le  vœu  que  cette  biographie  soit  bientôt  traduite  dans  une  langue 
plus  généralement  connue,  nous  devons  faire  observer  que  nous  ne  partageons 
pas  toutes  les  vues  de  l'auteur,  bien  que  nous  reconnaissions  avec  lui  que 
c'est  à  Abel  en  première  ligne  que  la  science  doit  la  découverte  des  fonc- 
tions elliptiques  proprement  dites.  * 

En  présentant,  un  demi-siècle  après  la  mort  d'Abel,  cette  nouvelle  édi- 
tion de  ses  Œuvres  au  public  mathématique,  nous  osoils  espérer  qu'elle  con- 
tribuera fortement  à  ce  que  ces  travaux  qui  ont  tant  guidé  le  mouvement 
mathématique  de  notre  temj)s,  soient  étudiés  dans  l'original  par  la  généra- 
tion actuelle  de  mathématiciens.  Abel  a  eu  de  grands  successeurs;  maïs 
pour  qui  veut  continuer  dans  la  voie  frayée  par  lui,  il  sera  toujours  profitable 
de  remonter  à  la  source  même:    les  immortelles  Œuvres  d'Abel. 

Christiania,  août  1881. 

Les  Editeui's. 
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METHODE    GENERALE    POUR   TROUVER  DES    FONCTIONS   D'UNE  SEULE 

QUANTITÉ    VARIABLE,    LORSQU'UNE     PROPRIÉTÉ    DE    CES    FONCTIONS 

EST  EXPRIMÉE  PAR  UNE  ÉQUATION  ENTRE  DEUX  VARIABLES. 


MagAzin  for  Naturvidenskjiberne,  Aargang  I,  Bind  1,  Christiania  1823. 


Soient  X  et  ?/  deux  quantités  variables  indépendantes,  a,  /?,  y^  â  etc.  des 
fonctions  données  de  x  et  y,  et  y,  f^  F  etc.  des  fonctions  cherchées  entre 
lesquelles  une  relation  est  exprimée  par  une  équation  F=  0,  contenant  d'une 
manière  quelconque  les  quantités  x^  y^  tpa^  f(i^  Fy  etc.  et  leurs  différentielles. 
On  pourra,  en  général,  à  l'aide  de  cette  seule  équation,  trouver  toutes  les 
fonctions  inconnues  dans  les  cas  où  le  problème  est  possible.  * 

Pour  trouver  Tune  des  fonctions,  il  est  clair  qu'on  doit  chercher  une 
équation  où  cette  fonction  soit  la  seule  inconime  et  par  conséquent  chasser 
toutes  les  autres.  Cherchons  donc  d'abord  à  chasser  une  fonction  incomme 
par  exemple  if-a  et  ses  différentielles.  Les  quantités  x  et  y  étant  indépen- 
dantes, on  peut  regarder  l'une  d'elles,  ou  une  fonction  donnée  des  deux, 
comme  constante.  On  peut  donc  différentier  l'équation  F  =  0  par  rapport 
"à  l'une  des  variables  x,  en  considérant  a  comme  constant,  et  dans  ce  cas 
l'autre  variable  y  doit  être  coiusidérée  comme  fonction  de  x  et  de  a.  Or  en 
différentiant  l'équation  V=0  plusieurs  fois  de  suite,  en  supposant  a  constant, 
il  ne  se  trouvera  pas  dans  les  équations  résultantes,  d'autres  fonctions  de  a 
que  (telles  qui  sont  comprises  dans  l'équation  V=Oj  savoir  (pa  et  ses  diffé- 
rentielles.     Donc  si  la  fonction    V  contient 

y«,  dffa^  cPiffij . . .  tt'(fa^ 
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on  obtiendra,  en  diflférentiant  Téquation  F  =  0  7*  -["  1  fois  de  suite  dans  la 
supposition  de  a  constant,  les  n-[-2  équations  suivantes: 

v:=o,  dV=0,  (PV=0,...dr^'V=0. 

Eliminant  de  ces   n  -[-  2    équations  les   n  -[- 1    quantités  inconnues 

(fttj  cUpaj  €P(pa  etc., 

il  en  résultera  une  équation  Fi  =  0  qui  ne  contiendra  ni  la  fonction  (pa  ni 
ses  différentielles,  mais  seulement  les  fonctions  f(3j  Fy^  etc.  et  leurs  diffé- 
rentielles. 

Cette  équation  F^  =  0  pourra  maintenant  être  traitée  de  la  même 
manière^  par  rapport  à  l'une  des  autres  fonctions  inconnues  f(i,  et  Ton  ob- 
tiendra une  équation  F,  =  0  qui  ne  contiendra  ni  (pa  ou  ses  différentielles, 
ni  fp  ou  ses  différentielles,  mais  seulement  Fy  etc.  et  les  différentielles  de 
ces  fonctions. 

De  cette  manière,  on  peut  continuer  Télimination  des  fonctions  inconnues, 
jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à  une  équation  qui  ne  contienne  qu'une  seule 
fonction  inconnue  avec  ses  différentielles,  et  en  regardant  maintenant  l'une 
des  quantités  variables  comme  constante,  on  a,  entre  la  fonction  inconnue  et 
l'autre  variable,  une  équation  différentielle  d'où  l'on  pourra  tirer  cette  fonc- 
tion par  intégration. 

On  peut  remarquer,  qu'il  suffît  d'éliminer  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  une 
équation  qui  ne  contienne  que  deux  fonctions  inconnues  et  leurs  différentielles  ; 
car,  si  par  exemple  ces  fonctions  sont  (pa  et  //î,  on  pourra,  en  supposant  /? 
constant,  exprimer  x  et  y  en  fonction  de  a  à  l'aide  des  deux  équations 
a  z^  a  et  li  =  c^  et  arriver  de  cette  manière,  à  une  équation  différentielle  entre 
(pa  et  a,  d'où  l'on  pourra  par  conséquent  déduire  (pa.  De  la  même  manière, 
on  trouvera  une  équation  enti-e  //9  et  /î  en  déterminant  x  et  y  par  les 
équations  a  =  c  et  ^  =  /î.  Ces  fonctions  étant  ainsi  trouvées,  on  trouvera 
aisément  les  autres  fonctions  à  l'aide  des  équations  qui  restent. 

De  cette  manière,  on  pourra  donc  en  général  trouver  toutes  les  fonc- 
tions inconnues,  toutes  les  fois  que  le  problème  sera  possible.  Pom-  s'en 
rendre  compte  il  faut  substituer  les  valeurs  trouvées  dans  l'équation  donnée, 
et  voir  si  elle  est  satisfaite. 

Ce  qui  précède  dépend,  comme  nous  venons  de  le  voir,  de  la  différen- 
tîation  d'une  fonction  de  x  et  y  par  rapport  à  x,  en  supposant  constante  une 
fonction  donnée  de  x  et  y*j  y  est  donc  fonction  de  x  et  dans  les  différentielles 
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se  trouvent  les*  expressions    -j-- ,  ^^ ,  — ^ ,    etc.       Ces    expressions    se   trouvent 

aisément  en  dîfférentiant  Téquation  a=zc  par  rapport  à  x^    et  en  supposant  y 
fonction  de    x.     En  effet,  on  obtiendra  les  équations  suivantes: 

da    1^  da  dy ^ 

dx  ^"  dy  dx  ' 


d'où  Ton  tire 


d^a  -^     ç^     d^a     dy    j^  (Pa  dy^  ^^  da  d^y  ^ 

(Lv*    '  djc  dy  da    '    dy*   da^     '    dy  dx^  *' 

dy  dx 

dx  da    ' 

dy 

d^a  d^a     da        d^a  I  da  \* 

d^y  da^     j^  ^  ^  ïly    dx        dî/*  \^i 

dy  \dy)  [dy] 

La  méthode  générale  de  résoudre  l'équation  V=0  est  applicable  dans 
tous  les  cas  où  l'élimination  peut  s'effectuer,  mais  il  peut  arriver  que  cela 
ne  soit  pas  possible,  et  alors  il  faut  avoir  recours  au  calcul  des  différences; 
mais  pour  n'être  pas  trop  long,  je  passerai  ce  cas  sous  silence,  d'autant  plus 
qu'on  peut  voir  dans  le  traité  du  calcul  différentiel  et  du  calcul  intégral  de 
M.  Lacroix  t,  III,  p.  208,  comment  on  doit  s'y  prendre. 

Nous  allons  appliquer  la  théorie  générale  à  quelques  exemples. 
1.  Trouver  1%  fonction  (p  qui  satisfasse  à  l'équation 

(fa  =  f  {x,  y,  (pl3,  (py), 

f  étant,  une  fonction  quelconque  donnée. 

En  ditférentiant  cette  équation  par  rapport  à  x,  en  supposant  a  constant, 
on  aura 

or  nous  avons  vu  que 

da 


dy  dx 

dx  d>a   ^ 

dy 

cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation   ci-desôus,    on   obtiendra,    après 

1* 
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avoir  multiplié  par     . -: 

Faisant  inaîntonant  y  constant,  détenninant  x  et  y  en  /S  par  les  deux  équa- 
tions y  =  c,  /?  =  /?  et  substituant  leurs  valeurs,  on  obtiendra  entre  (p/3  et  (3 
une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  d'où  l'on  tirera  la  fonction  (f(i. 
Soit 

/{^j  îh  <fi%  r/) = <ri^ + TA 

on  aura 

fx =o,f!j= 0,  /'(</>/?)  =  1,  fir/)  =  1. 

L'équation  deviendra  donc 

^^^  [dj-:  dy  ~'Zi'   dt/j'^^f^^^\('Lr   dy  ~  d.r  \li/ ^ 

on  tire  de  là  en  intégrant 

da  dy         da  dy 


,       I     djr   du 


<pii  ^  ^y  I -z -1  ■tti"'- 


(Lr   dy  (Lr   dy 

On  voit  aisément  que  sans  dimiimer  la  généralité  du  problème  on  peut  faire 
li=zx  et  y=.y\  on  aura  ainsi 

^  =  1     "^^  =0     ^^  =0     '^^  =  1. 

dœ  ^     ^ly  ^     dœ  ^     dy 


Donc,  ayant 


on  en  conclut 


(pa  =  (px -{- (py, 


(la 
(pa-  =  (p'j/   I      .     dx, 


=  ^'yf 


da 
dy 

où  y  est  supposé  constant  après  la  différentiation. 

Appliquons  cela  à  la  recherche  du  logarithme.      On  a 

donc 

da  da 

«=^^'  d^^'V'  dy^=^; 
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substituant  ces  valeurs  ou  obtient 


donc 


donc 


Si  Von  veut  trouver    arc  tang  x^   on  a 

arc  tang  ;j — —^  =  arc  tang  x  -f-arc  tang  y, 

•7 


et  par  suite 


l—ÛTI/ 


da 1        I    y{^  +  y) l+y*^ 


dy           1       ^ry     '    (1        a^yf 

On  tire  de  là 

(la 

d^             1  +  ^2 

da            1  +  a^  ' 

dy 

par  conséquent 

ifx  =  ç.'yj -J-+_^  tir, 


d'où 


arc  tang  a;  =  r/  ^  =/-^--^,    en  faisant  c=l. 


Kupposons  maintenant 

en  faisant  fl  =  x,  Y=-y'     t)n  aura 

/'a;=/'y  =  0,  f\(px)  =  ipy,  f{(p7j)  =  <px, 
4^  _  <fy  _  j      rf/^  _  dy  _  Q 

L'équation  deviendra  donc 

,    da  ,    lia        f. 

fy-'p''dj-f"'-fyd.T=^^ 
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donc 


et  en  intégrant 


Soit 


(la 

q'x  fp't/      (la 

(f,v  if  y       (la    ' 

ily 

da 

dy 

da 

'^''    dx=T, 


on  aura 


da 
dy 


(fx  =  e"^. 


Soit  par  exemple  a  =  ic  -f-  y,  on  aura  -.=  1  =  -^- ,  donc 

T==:fdx  =  iC, 
et 


•da  rii  C  <l^ 


(px=e 

Soit  a=ixy^  on  aura 

da 
dx 

donc 

c'est-à-dire 

(px  =  a?*. 

Si  Ton  cherche  la  résultante  R  de  deux  forces  égales  P,  dont  les  direc- 
tions font  un  angle  égal  à  2x,  on  trouvera  que  E  =  P(px^  où  (px  est  une 
fonction  qui  satisfait  à  l'équation 

(px.<py  =  (p{x-\-y)  4-  ip{x  —  y).*) 

Pour  déterminer  cette  fonction,  il  faut  diiférentier  l'équation  par  rapport  à  x^ 
en  supposant  y -|- x  =  const.,  et  l'on  aura 

dy 
(Lv  V 


<p'x.(py-\-<px.<p'y-£  =  (p'{x  —  y)  (l — 


*)  Voyez  Poisacn  traite  de  mdcaniquc  t.  I,  p.   14. 
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« 

Mais  de  Téquation    x-^y  =  c    on  tire    -j-  =  —  1  ;  substituant  cette  valeur, 

on  obtient 

(p'x  .(py  —  (fx.  (f/y  =  2(p\x  —  y). 

DiflFérentiant   maintenant   par   rapport   à    x,    en  supposant    x  —  y  =  const., 
on  aura 

<p''x.<py-\'ip'x.ip'y-£  —  ip'x.(p'y  —  (px.ip''y^  =  0', 

(iitj 
or  réquation    x  —  y  =  c     donne    -  —  =  1,    donc 

(p''x  .(py  —  (px.  (p"y  =  0, 
La  supposition  de    y    constant  donne 

d'où  l'on  tire  en  intégrant 

(px=za  cos  (yîx  -f-  y), 

a,   /3 .  et   y   étant  des  constantes.      En  déterminant  celles-ci  par  1^  condi- 
tions du  problème,  on  trouvera 

«  =  2,  /9=1,  ^^  =  0, 
donc 

(px  =  2coBXj   et  par  suite   R'=2Pco8X. 

2,     Déterminer  les  trois  fonctions   (p,  /  et    \p   qui  satisfassent  à  l'équation 

yja  =  F{x,  y,  ipx,  ip'x,  .  .  ./y,  fy,  .  /•), 

où   a   est  une  fonction  donnée  de   x   et  de  y,  et  F  une  fonction  donnée  des 
quantités  entre  les  parenthèses. 

DiflFérentiant   l'équation   par   rapport  à    x,    en  supposant   a    constant,  et 

(ta 
écrivant  ensuite ^  -  au  lieu  de    ,    ,  on  obtiendra  l'équation  suivante 

dt/ 

da 

dx    F'x  +  F'{qx)<f'x  +  . . . 

^K~  ^Y+FX  fy)7i  +  .'.7  • 

dy 
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8i  dans  cette  équation  on  fait  y  constant,  on  a  une  équation  diiférentielle 
entre  (px  et  x^  d'où  Ton  peut  tirer  (f)Xy  et  si  Ton  fait  x  constant,  on  a 
une  équation  différentielle  d'oîi  Ton  peut  tirer  fy*^  ces  deux  fonctions  étant 
trouvées,  la  fonction    t//a    se  trouvera  sans  difficulté  par  l'équation  proposée. 

Exemples.     Trouver  les  trois  fonctions  qui  satisfassent  à  l'équation 


On  a  ici 


donc 


de  plus 


donc 


^Vj  y^  f^^  v'^i  fy^  fy)  =  ^^-fy+fy -'p'j^i 

F'x  =  ry  =  0,   F\crx)=f%   F\ip'x)=fy, 
nfy)  =  H>%   F\fy)  =  <px', 


da  -       da - 

(Le  '     df/ 


Ces  valeui-s  étant  substituées,  on  aura 

ou  bien 

ifx  .f'y  —fy .  (p"x  =  0. 

Faisant    y    constant,  on  trouvera 

(px  =  a  sin  (bx  -|-  c), 

et  si  l'on  fait    x    constant, 

fy  =  a'  sin  {by  +  c). 

On  tire  de  là 

(p'x=ab  cos  {bx  -}-  c)j 
fy  =  ab  cos  {by  -{-  c).  ' 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation  proposée,  on  obtiendra 

i/;(x  -{-^)  =  aah  (sin  {bx  -f-  c)  cos  {by  -\-  c')  -{-  sin  {by  -f-  c)  cos  {bx  -|-  c)) 

=  aa'b  sin  lb{x  -}-  y)  -f-  c  -|-  c'V 


MÉTHODE  OÉNëUALB  POUR  TROUVER  DES   FONCTIONS  etc. 

Les  trois  fonctions  cherchées  sont  donc 

(px  =  a  sin  (bx  -}-  c\ 
fy  =  a'  sin  {bij  +  c\ 
if;a=  aa'b  sin  {ba  -f-  c  -{-  c). 

Si  Ton  fait    a  =  a'  =  é  =  1    et    c  =  c'  =  0,    on  aura 

(px  =  BmXj  fy  =  miy^    Y^a  =  sino, 

et  par  suite 

sin  (x  -{-  ^)  =  sin  x .  sin'^  -[-  sin  y .  sin'  x. 

Trouver  les  trois  fonctions  qui  sont  détenninées  par  Téquation 

V'i^ + y)  =Â^u) + y  (« — yy 

Différentiant  par  rapport  à    Xj    en  supposant    a;-f-y    constant,  on  aura 

0=f{xy){y-x)-\-2ip'{x-y). 
Maintenant  pour  trouver    y,    soit    xy  =  c    et    x  —  y  =  ^j    on  aura 


donc 


k 
ya  =  fc'  -f-  ^  a*. 


2 
Pour  trouver   y,    soit    xy  =  lS    et    x  —  y  =  c,    on  aura 

donc 

Ces  valeurs  de  y)«  et  f/S  étant  substituées  dans  l'équation  donnée,  on  obtiendra  ^ 

,f,{x-\-y)  =  c''  -\-c'xy-{.k'-\-l(:x-yy. 

Pour  déterminer    i//,    soit    a? -f- y  =  a,    d'où  Ton  tire    y  =a  —  x^    d'où 
i/;a=c"4-c'x(a— x)-^fc'+  -^  (2x— a)*=c"+  ^  a«4-fc'+x«(c'— 2A:)-f  (2Â:— c^x*. 

Pour  que  cette  équation  soit  possible,  il  faut  que  x  disparaisse;  alors  on  aura 

2k  —  c'  =  0,   et   c'  =  2fc. 
Cette  valeur  étant  substituée,  on  obtient 

qui  sont  le»  trois  fonctions  clierchées. 

2 
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Comme  dernier  exemple  je  prendrai  le  suivant:  Déterminer  les  fonctions 
ip    et  f  par  Téquation  . 

En  supposant    x-}-;/  =  c,    et  en  ditférentiant,  on  obtiendra 

0  =  n>x  .fi)  —  (fx  .fij  -f /x .  (f!/  —fx .  ip'y. 
Supposons  de  plus  que  /(O)  =:=  1    et    <f{0)  =:  0,    nous  aurons  en  posant  y  z=z  0  : 

0  =  if'x  —  (px.c  -\-fx .  c\ 

m 

donc 

fx  =  kipx  -\-  k'ip'x. 

Substituant  cette  valeur  de   fx^    et  faisant    y    constant,  on  aura 

ip"x  -(-  a(p'x  -|-  h(px  =  0, 
et  en  intégi'ant, 

ipx  =  c'  e"""  -{-  c"  e**'*. 

Connaissant  yx,  on  connaît  aussi  fx,  et  en  substituant  les  valeurs  de  ces 
fonctions,  on  pouiTa  déterminer  les  valeurs  des  quantités  constantes.  On 
peut  supposer 

ce  qui  donnera 


q)x=  ;  —  =  sma:,     ra  =  cosx. 

^  2V—1 


n. 

SOLUTION   DE   QUELQUES   PROBLÈMES  À  L'AIDE    D'INTÉGRALES 

DÉFINIES. 


A 


Hngazin  for  Natnrvid«nskabeme,  Aargang  I,  Ilind  2,  CbristUni»   1833 


1. 

C'est  bien  connu  qu'on  résout  à  Taide  d'intégrales  définies,  beaucoup 
de  problèmes  qui  autrement  ne  peuvent  point  se  résoudre,  ou  du  moins  sont 
très-difficiles  à  traiter.  Elles  ont  surtout  été  appliquées  avec  avantage  à  la 
solution  de  plusieurs  problèmes  difficiles  de  la  mécanique,  par  exemple,  à 
celui  du  mouvement  d'une  surface  élastic^ue,  des  problèmes  de  la  théorie  des 
ondes  etc.  Je  vais  en  montrer  une  nouvelle  application  en  résolvant  le 
problème  suivant. 

Soit  CB  une  ligne  horizontale,  A  un  point  donné, 
AJi  perpendiculaire  à  BC^  A  M  une  courbe  dont  les 
coordonnées  rectangulaires  sont  AP=x^  PM=y.  Soit 
de  plus  AB=zay  Aif=s.  Si  l'on  conçoit  maintenant 
qu'un  corps  se  meut  sur  l'arc  CA^  la  vitesse  initiale 
étant  nulle,  le  temps  T  qu'il  emploie  pour  le  parcourir 
dépendra  de  la  forme  de  la  courbe,  et  de  a.  Il  s'agit  de  détennincr  la 
courbe  KCA  pour  que  le  temps  T  soit  égal  à  une  fonction  doimée  de  a, 
p.  ex.    i/^a. 

Si  l'on  désigne  par  h  la  vitesse  du  corps  au  point  J/,  et  par  t  le 
temps  qu'il  emploie  pour  parcourir  l'arc    CJ/,    on  a  comme  on  sait 


ds 


h=^BF—^a  —  x,    dt  =  —"l 


2* 
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donc 

Va  —  .'#• 

et  en  intégrant 


—  _  f      ^ 

JVa  —  a: 


Pour  avoir    T  on  doit  prendre  l'intégrale  depuis    x=:a   jusqu'à    x  =  0,    ou 
a  donc 


T=  f"'  -^ 

Jx=o    ^/a—x 


Or  connue    T  est  égal  à    \pa^    l'équation  devient 


y/a 


Au  lieu  de  résoudre  cette  équation,  je  vais  montrer  comment  on  peut  tirer  5 
de  l'équation  plus  générale 

oh   n   est  supposé  moindre  que  l'unité,   afin   que   l'intégrale   ne  devienne  pas 
infinie  entre  les  limites  données;    \pa  «st  une  fonction  quelconque   qui  n'est 
pas  infinie  quand    a   est  égal  à  zéro. 
Posons 

s  =  -ra^"^, 

oîi  -Za^^^a:"  a  la  valeur  suivante: 

En  différentiant  on  obtient 
donc 

ds  2m(/^^x^~~hhr        ^       /_,  x^~^d»r 

— =2mœ^  


(a — x)*  (a  —  xy  (a — jr)»  * 

En  intégrant  on  a 


Or 


J  («—'•)"  J  («-^)"' 
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/. 


i 


La  valeur  tlo  rintéorrale 


/. 


«    a;^—\lr 


0  (^-^y 

se    trouve    aisément    de    la    manière    suivante:    Si    l'on    pose    x  =  at^    on    a 

x'"  =  a"'r,    7nx'^-^dx  =  maT-^dt 

{a  —  xY  =  {a  —  aty  =  a\l  —  /)% 


donc 


fnx*^—^djc        ma^'^t^~^dt 


et  en  intégrant 


Or  on  a 


{a—ory  (1—0 


n  9 


1     <*-iA  r(l  —  n)  Tm 


où    Fm   est  une  fonction  détenninée  par  les  équations 

r{jn-^l)  =  7nr7n,  r{i)  =  i.*) 

ri  t^—^dt 
En    substituant    cette   valeur   pour   Tintégi'ale    /     .. — ;^,   et  remarquant  que 

mrm=:  r(m'\'l)  on  a 


m  I  "  :^- -'^  =  /ÏL-'*)  '-X^-l)  a- 


"/. 


w 


+1) 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'expi'ession  pour   ifta.,   on  obtient 

'  ^  ^  i  ^ffi — n-\-l) 

Soit 
on  a 

'  i  (m  —  «  +  1) 


*)  Les  propriétés  de  cette  fonction  remarquable  ont  été  largement  développées   par 
M.  Ijegendre  dans  son  ouvrage,  Exercices  de  calcul  intégral  t.  I  et  II. 
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Pour  ([lie  cette  équation  soit  satisfaite  il  faut  que  m--n=zk^  donc  /a?  =  //-[-Â', 
et  que 

I'     —       /Ym  — «4-1)      "      —  "/'a"-|-"l)  «     » 


donc 


Or  on  a 


par  con.sé(juent 


•(m -«4-1)    -    —  /'(*•+ 1) 

/'  '        '*i<  _  _  ''"•  ''('^'  +  1) 

—  r«;/'(i-»oJ„  (i-O'-"' 


En  multipliant  par   a;"  =  a;"'''*   on  obtient 


d'oîi 


-/>,ï7'(l-«)j,   (l-ô'-' 


Mais  on  a    -2'a^'"^x"*  =  .s,  ^i3^''\xiy  =  tp(^xi)j  donc 

1     tjf(j'f)d4, 


S 


^         r^   i)i(j'f)di 

-ffr:r(ï--njj^  (T-o^ 


/r 


En  remarquant  ensuite  qu'on  a   Fn.ril  —  n)=i— ,  on  trouve 


sin  «/r .  .r"  T*     xltLrÙdt 
f     s=     '     ^  ^    ^ 

7C 


De  ce  qui  précède  découle  ce  théorème  remarquable: 
Si  Ton  a 


An    ï 

on  a  aussi 

sinn/f         r*     ilf(xt)dt 


7C 


Jo  (ï-0'-' 


Appliquons  maintenant  cela  à  récjuatiou 


ipa 


Jx=o     Va  —  .r 
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On  a  dans  ce  cas    n  =  ^^    donc    1  —  ^  =  4^    ^t  par  conséiiucnt 

Va: 


S 


Vx  r^  ih(.vt)(k 


Voilà  donc  l'équation  qni  détermine  l'arc  .s  de  la  conrbe  cherchée  par 
l'abscisse  correspondante  a*;  on  en  tirera  facilement  une  équation  entre  les 
coordonnées  rectangulaires,  en  remarquant  (jue  l'on  a   da^  =z  dx^ -\- dy^ . 

Appliquons  maintenant  la  solution  précédente  à  quelques  cas  .spéciaux. 
1)    Trouver    la    courbe    qui    a    la    propriété,    que    le    temps    qu'un    corps 
emploie  pour  parcourir  un  arc  quelconque,  soit  proportionel  à  la  w*^™®  puis- 
sance de  la  hauteur  que  le  corps  a  parcourue. 

Dans  ce  cas  on  a  t/za^ca",  oh  c  est  une  constante,  donc  i^(x^)  =  cx"r*, 
par  suite: 

Vjî  ncxH'^dt „+,  c   n  f'dt 


1 

t 


donc  en  faisant 


c 

7C 


on  a 


s 


0^"+*; 


on  tire  de  là 


et 


ds  =:  {n  -}-  DCx**-*  dx^ 


ds"  =  {n  +  ifC'j^'^-'dx'  =  dy'  +  dx", 
d'où  l'on  déduit  en  posant   (w -|- ^)*(7*  =  A; 

dy  =  dxyici"''''—V^ 
l'équation  de  la  courbe  cherchée  devient  donc 

y=fdx^kx'''-''^l. 

Si  l'on  fait   w  =  ^,    on  a    x^'*~^  =:  1,    donc 

y=fdx^k—l=k'-}-x^k—l, 
la  courbe  clierchée  est  donc  une  di'oite. 
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2)    Trouver  réquation  de  Tisoclirone. 

Puisque    le    temps    doit    être    indépendant    de    l'espace    parcouru,    on    a 
tpa=^c    et  par  conséquent 

V.r      .r»      lit 
^^      jo   VI- 


t 


donc 


ti=^k\x^ 


ou 


~  ''Jo  Vi- 


ce qui  est  Féquation  connue  de  la  cycloide. 
Nous  avons  vu  que  si  Ton  a 


on  a  aussi 


i. 


^     On   peut   aussi   exprimer   s    d'une   autre   manière,    que  je  vais  rapporter   à 
cause  de  sa  singularité,  savoir 

c'est-à-dire,  si  l'on  a 

ijîd  =  /         th  (a  —  .c)", 

Jx  — 0 

on  a  au>ssi 

1        f/»  i/w  ^ 

en  d'autres  termes,  on  a  ^ 

*/'"  =  r(i + «) Jx-_o  "c^-  -^  ^'  ^"  ~  •'^'^■- 

Cette  proposition  se  démontre  aisément  comme  il  suit.     Si  l'on  pi>se 


ipx  =  2ra^"'^x'*, 


on  obtient  en  différentiant: 


^^^    =  -S'a^'"-'  m{7n  —  1)  (m  —  2) . . .  (y/t  —  /«:  -f  1)  x  '"*; 
mais 
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cloue 


dx'^  ^  T{m—lc  +  iy 


Or  ou  a 


par  cousefiueiit 


d.c^  '  ~  x'^  ï(—k)  J^   (1  —  ty +*"  ' 


mais  2:  a^'"\jrf)"' ^=  iff  (xi)^  donc 


dhff. 


V  1  r^    i!f{Ai)dt 


En  posant    fc  =  —  n^    on  en  tire 


d - -'*  ihx et* »   r  ^    (/' i^'i)  <^ 


^l^^.-n  r,.     I        M   /M-» 


Or  nous  avons  vu  que 

.«•»    n  \if(xt)(i 

'~rn:ni-n)J^J(i-ty 

donc  on  a 

1    ^Z-»  ih,c 

si 


r-^=«  d^ 


c.  q.  f.  d. 

En  difterentîant    n   fois  de  suite  la  valeur  de    a*,    on  obtient 

(/»« 1     _ 

dx-  —  ~r(i—n)  ^'^' 
et  par  conséquent,  en  faisant   s  =  (px^ 


d^ffii 1  T"  (f'x  .  dx 

du-  —  T{\-n)j^    {a-xf 


On  doit  remarquer  que,    dans  ce  qui  précède,    n    doit  toujours   être   moindre 
qiKî  Tunité. 

Hi  Ton  fait    /i  =  ^,    on  a 

rx=a       dn 

3 
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et 

1     d~hlijc 


Vn   (Lv-^  y 

C'est  là  ré([uation  de  la  courbe  cherchée,  quand  le  temps  est  égal  à    i//a. 

De  cette  équation  ou  tire 

yd*s 

donc: 

Si   l'équation   d'une   courbe   est    s  =  cpx^    le  temps   qu'un    corps   emploie 

pour  en  parcourir  un  arc,  dont  la  hauteur  est    a,    est  égal  à  ^jj   '  ' ,- . 

Je    remarquerai    enfin    que    de    la    même    manière,    qu'en    partant    de 

l'équation 

r*=«       ils 

j'ai  trouvé    6*,    de  même  en  partant  de  l'équation 

ipa    —  /  cp{xa)fx .  dx 

j'ai  trouvé  la  fonction  y,  t//  et  y  étant  des  fonctions  données,  et  l'inté- 
grale .  étant  prise  entre  des  limites  quelconques  ;  mais  la  solution  de  ce  pro- 
blème est  trop  longue  pour  être  doimée  ici. 


2 


Valeur  de  V expression  fp(x  -\-  y'^  —  V)-\-(f(x  —  y  V  —  1). 

Lorsque   (p    est  une  fonction  algébrique,  logarithmique,  exponentielle  ou 
circulaire,  on  peut,    comhie   on    sait,   toujours    exprimer   la  valeur  réelle  de 

(fix --\- yY^-— 1) -^  (p{x — J/V— 1)  sous  forme  réelle  et  finie.  Si  au  contraire 
(p  conserve  sa  généralité,  on  n'a  pas  que  je  sache,  jusqu'à  présent  pu  l'ex- 
primer  sous   forme   réelfe    et   finie.      On   peut  le  faire  à  l'aide  d'intégi'ales 

définies  de  la  manière  suivante. 

♦  

Si  l'on  développe   ^f^-^-^-yY—i)    et   (p{x  —  y\ — 1)  d'après  le  théorème 
de  Taylor^  on  obtient 


tf   .  .^tn  ..  .^'ni 


^(^x^y\^x)=^.^ + y'x.^^y- 1  -  i^^rf  -  i^-^yy- 1  +.1.13^/+*-  •  • 


"»-  ,^"»  ^  *  ^^"" 


<p{x  -  yy-i)=<px  -  9'x.yy- i  -  [-1/ + f 2^/r-  ï + lii^y*—  •  • 
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donc 


//  „  ntt 


7'(--+#-- i)+7'(^-.vy- i)=2U-ï-5//+ ^  j^';^,/- 


Pour  ti'ouver  la  somme  de  cette  série,  considérons  la  série 

En  multipliant  les  deux  membres   de  cette  équation   par    «"''''Vf,    et  prenant 
ensuite  Tintégrale  depuis    /  =  —  -x)   jusqu'à    /  =  -|~cx:,    on   aura 

/»+OC  .  />+oo  />+oo  /»+OC 

/  '   (p(x-{-i)e~'""dt  =  (px         e-^'"cli-^(p'xl      e-""/J/-|-^<^"ir  /      «-"'•<*<//+... 

/  _oc  J  —oo  J  —oo  J  ~oo 

Oi 


/+OC  • 

e-"^'''/*"+V<  =  0,  donc 
-OO 


-OO  J  — oo  J  — oo  */  — oo 


Considérons  rintéjçrale 


/. 


+00 


-00 


8oit  t=:  " ,  on  a  e-''"=±=e-«',  /*"=C,  (lt=—,  donc 


+00  1         /»+oo  ÎT 


(-^±i) 


c'est-à-dire 


-00  J  —OC 

rv^..<.,s-,7,_i:3.r,.^(2«-i)i/^_  y;r  . 

J  -  oc 


Cette  valeur  étant  substituée  ci-dessus,  on  obtient 

j^9>(^  +  0^       ^'=^P  +  -2~  V  +  2X4  V  +  --t 

En  multipliant  par  e^^'^VcZi;,    et  prenant  l'intégrale  depuis  v  =  —  oo  jusqu'à 
v=:-{-oo,  on  obtiendra 

^r%--''vdvr^^{x-{-t)e-'''dt=<pxr'^e--''dv-{.^ne--^^ 

•^^v/— OC  J —00  J —OC  J  —00 

3* 


^ 
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Soit    rf/  =  ii^    on  a 

J  -00  J  ~oo 

^'i-oc^^     '^^^^    1'  2    )  =  T.a.r,...(2„-i)-=  -   i  •  '  ^^""^ 

et  par  Hiiite 

A„  f      €-'''»'v-*"dv  =  (—  1)" ;/"-'  ^Ji. 

J  —00 

En  substituant  cette  valeur,   et  divisant  par     ,^  - ,  on  obtiendra  • 


2y 


%/  ~oo  J  —00 


Le  second  membre  de  cette  équation  est  dgal  à 
donc 

*/  --OC  J  —00 

Posant   r-     0,    on  a 


9#/    C^  f* -toc 

"  */  —00  J    00 

Soit  par  exemple    y/       <*',   on  aura 

n'/K-l)  +  y(-!^>'-l)      <-*'    '  +  ^-"'=2008^, 
donc 

+OC  /»  +00 


*/  "OC  J  —00 


+00 

or 


f  '^e^-^''\ft-   y^'  eK    clone 
»/  -00 


+0C  _,v+     \ 


cosy        -     I        e  *'    t/r. 


Si  Ton  fait    r  ,   un  aura 
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C()s?y— n    .le  ''  Jt. 


—oc; 


En  donnant  d'autres  valeurs  à  ipt^  on  peut  déduire  la  valeur  d'autres 
intégrales  définies,  mais  conuiiQ  mon  but  était  seulement  de  détenniner  la 
valeur  de  ^>{^^-\-]jS — ^)~}~y'(^  —  .Î/V — 1)  J^  ^^  m'en  occuperai  pas. 


3. 

NomJrres    de    BeinfioMi   exprimés  par    des    intégndes    définies^    d'oïl    roti    a    ensuite    déduit 

Veœjyression  de  r intégrale  finie  2(f.r, 

Si   l'on   développe   la  fonction     1  —  ,.-  cot  -,y    en  série    suivant  les  puis- 
sances  entières  de    i/,    en  posant 

les  coefficiens  A^  A^,  A^  etc.  sont,  comme  on  sait,  les  nombres  de  BemouUt.*) 
On  a**) 

et  en  développant  le  second  membre  en  .séi^e: 

g-  cot  y  -  -  ^^^  jl -f   2^  4- -jj,- -f  .  .  .J 

"^~  2*7^"  y  "J"  2*"  "^  "3*"  +  •  •  •) 

.      I" 2!!"-» /c««  ^1"  2*"    ■"  3*"    \"'\ 

+ 

En  comparant  ce  développement  au  précédent,  on  aura 

^  1    fi  I  ^  I  M    1 

1.2.3...2n  "  ""  2*»-»7r»»  l    ^    2»»  ^  3«»     l^"" 


1-2 


*)   Voyez  Eideri  Institutîones  cale.  diff.  p.  426. 
*)  Voyez  jE?ifer/.Institutiones  cale.  diff.  p.  423. 
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0>nsîdéri»iis   inaiiiteiiant  rîiité;>Tale   1      — —      .     On  a 


*  »  —  1 


donc 

e 


! 


"_^'*  =y*^-'/-*-w//-|-/*/.  */*—/// -f-...-!-/**.-"/^',//-;-... 


Or  y  V-"/*-»J/ -      -]J'-'*),    duiu- 


/^' 


maLs  diaprés  ce  (jui  précède,  on  a 


"•    2*-  "t-  3îT   .  •  •  •      \T,'A .'..•>,:    •       TriiT—  i )  ^' ' 


donc 


/. 


et  par  conséc|nent 

. 2« r^  /^— «r^ 

•        2^ -'.r-^  J.   ^•^r 
En  mettant    /rr    au  lîeu  de    /,    on  obtiendra  enfin 


Ain.si   les  nonibre-s  de  BernouJU  peuvent    être    exprimés    d'une    manière    très 
simple,  par  des  intégrales  définies. 

D'un    autre    coté    on   voit  aussi,  lorsque    n    est    un    nombre    entier,    que 

— ,^ — ^     est  toujours  i-ationnelle  et  égale  s\  "-,      -/4„   ce  qui   est 

assez  remarquable.      Ainsi  on  aura  par  exemple  en  faisant    w  =  1,  2,  3  etc. 


/. 


•      tA 


,     «""—1  6 


i 


e^< 1  30*    4  15' 


*)  Cette  expression  se  déduit  de  Fëquation  fondamentale    Fazz:  I    r/.r  (log  ^  )       ,   en 
y  faisant    fl=:2M    et   j-izé^**.     Lepeftdre^  Exercices  de  cale.  înt  t.  I,  p.  277. 
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/. 


7"'' —  f 


1         2*_ 
42*6 


8 
6  3 


etc. 


Mahiteuftiit  à  l'aide  de  ce  qui  précède,  on  pourra  très  facilciueut  expri- 
mer la  fonction    ^ipx   par  une  intégrale  définie.     On  a 

2 (fx      Jifx .dx  —  {ipx-\-  A, -J^^-  —  A^  j  .2 . 3 . 4 "^~  •  •  • 
En  substituant  les  valeurs  de    A^^  A^^  A.^    etc.,  on  aura 


/. 


c'est-à-dir^ 


/. 


Or 


(p{x-\- 


(/."j;     t- 


f 


V— il       wx—  "''  *    '-4--  'I'    •'        '"-  _ 
y       1|  -<P-e        j    jj    2,-1-  1,2.3.4  2' 

+  ^^-M^-^2   -1:2:3    2^  + 


(p[x--!yf- 


_  */."..•  <*  _J f""'>-     '*  _ 

'/"•^        1.2    2>'    •".172:3:4  2*        ••* 
-y=-l(<^x-2  -y_2  3    2,--h-..)- 


On  tire  de  là 


'^'•^  •  2-  -  &  2'  +  •  •  •   -  ^Lrî  [f  (^  +  2-  V-  '1)  -  */>  (^  -  "2-  f"-  1).  • 

Cette  valeur  étant  substituée  dans  l'expression  de    -2'yx,    on  obtient 

^ yx      j<fx.dx-^ipx-\-  j  ^    -'-- -^-^_ -^ -,^^ • 

Cette  expression  de  l'intégrale  finie  d'une  fonction  quelconque  nie  paraît  très 
remarquable,  et  je  ne  crois  pas  qu'elle  ait  été  trouvée  auparavant. 
De  l'équation  précédente  on  tire 


h 


^K  ^-y-i)-y(x-^-v-i)  _^ 


2y— 1 


^-^T-  =  .2"^a5 —  I  (px .  dx -\- ^  (px. 
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On  a  ainsi  l'expression  frune  intégrale  définie  très  générale.     Je  vais  en  faire 
voir  Tapplication  à  quelques  cas  particuliers. 
1.     Soit    ipx  —e"".     Dans  ce  cas  on  a 

donc 


'/(•'•+;  \-\\-,fL-  \  v-i 


e/'  sni 


i 


et  par  consé(|uent 


e"  — 1 

0 


mais  2^e'---         .  ,   et    /  c'c/x  —  e*, 


donc 


^ ^'  —  1      ""  ~e^^         ^' 
Si  Ton  fait    yx—  e%    on  obtiendra  de  la  même  manière 

sm  —  ffo     • 

_A   __^._    i —  4-4 

il  _  1  t'«  —  1  m       '     *  ' 


<; 


Si  l'on  met    2t    à  la  place  de    /,    on  aura 


/. 


**   Bmmt.iU  é>«+l 1 


fonnule  trouvée  d'une  auti'e  manière  par  M.  Legendre.     (Exerc.  de  cale,  int 
t.  II,  p.   189.) 


2.     Soit    (fx-~ — ,  on  trouvera 

m7 


^pU'\'  \  V-i\-ifU-  \i-\ 


i 

et 


y  ffx .  (/u;        /     7         ^^}? -^^  "h  ^î 
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*  tdt  •  ^,  1 1 


donc 

On  détennine     C   en  posant    x^^l^    ce  qui  donne 


L 


C-- .  3  +/; 


3.     Soit    (px—-sinax^    on  aura 


a(  al 


siu Uwt^-|-  ^-]/ —  1 — sin  ax  — ^'^ — 1—2  cos  ax .  sin  -^.-^ —  1  =—  cos  (ix  -^—p — ^- , 


y-î 


_^   .  cosfcw — \a)         /*   .  ,  1 

^sin  ax^^ —-. — 7—-- ,     /  sin  ax .  ax=- cos  ax. 

donc 

1      ai  at 

COS  ojc  I       €^  —e    '^    j.  cosCrw — Ici)     ,1  i    ,     • 

— ii —  I      — ;^         df~~ >  .    7^^-^ -4 cosax  +  lsmoa;, 


et  en  écrivant    2a    au  lieu  de    «,    et  réduisant 

o   gol ^— <rt  J 

_ -—  dt  -- cotff  a.    • 


ri  e^ 

Jo      ~^ 


En  supposant  d'autres  formes  pour  la  fonction    (px    on   poun'a  de  la  même 
manière  trouver  la  valeur  d'autres  intégrales  définies. 


4.    . 

iknimiatlon  de  la  série  infinie   S=^(p(x  -\-  1)  —  ff(a'-\-2)'{'fp(x-\-S)  —  (f(œ  -|-  4)  -j-  . . 

à  Vaide  d^ intêgrcdes  définies. 

On  voit  aisément  que    S    pourra  être  exprimé  connue  il  suit, 

S  —  \(px-]--A^  (p'x  -\-  A^  (p"x  -f-  A^  (f"'x  -[-•.. 
Si   l'on   suppose    (px — «*"    on  obtieîit 

S^--  ■ie'"-}-e«(^,a-j-Jj,a*-[-^3a' +  ...). 
Mais  on  a  aussi 


^ax^a 


O ^ajc+a „ajc+2a  _I     ^aa5+3a 

I"  •  •  •  l+« 
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donc 


Allé-  ~^       A,a-^A,(i'-\-A;a^'^... 


Eu   faisant    a      c^ — 1,    ou  trouve 


i       ^-i{A,c-A,<^-{-A,c'-...)-\-F, 


où    P   désigne  la  somme  de  tous  les  tenues  réels.     Mais 


—  4        l.}     ^  /-    ""-ir — 1  tangue, 

donc 

^ tang  ^c  -  A^c  —  A^c^ -j-  A^c^  —  ... 

Or  on  a  [Leyendre  Exerc.  de  cale.  int.  t.  II,  p.   186). 

I  tang  1  c  - J^    -„_ - :,.  dt, 
donc,  puisque 

«''-«---.-2  {c<  +  ,'?3''+ 2.3-4.5''+-!' 
on  obtient  * 

4  tang \c      A^c  —  A^à -\-  Ar,à  —  ... 

"      j«  ^"~-^^^^' "^     2.3j^  <?^'— T-''*   '      F.37475J,  ^'-''  —  éj- 
On  en  conclut, 


■y; 


^3 


^/. 


/. 


etc. 
En  substituant  ces  valeurs  dans  Texpression  pour    S^    on  trouve 


mais  on  a 
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'y'^-2.3<y'"'^+tjr4:5'^  •" 


(^)r.  _ 


(luiu; 


2  V—  1 


y.(a-+l)-(/)(r  +  2)  +  <^(:t:  +  3)-y(.r  +  4)  +  ... 


i</:x-L-2 


Si  ron  pose    x      0,    on  'obtient 


ff(x  +  <V— i)— «jr^r  —  «V—  1) 
2V— 1 


</)(!)  —  (/)  (2)  -j-  y (3)  —  (/) (4)  -|- . . .  in  iiif. 


Supposons  par  exemple    q^x 


1 


.r+1  ' 


on  a 


y(<y-l)  — y(-<V-ï)    1 < 


2V— 1 


donc 


i-i+i-i+^'-i-sy]' 


«(2^ 


or  o;i  a 


par  conséquent 


(1  +  /^)  («'"  —  «-•'')  ' 


i-i-+i-i  +  -----l-log.2, 


/; 


<rf« 


(1+/^)  (»''"  — ^-'9 


ilôg2-i. 


4* 


m. 

MÉMOIRE    SUR   LES    ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES,    OU    L'ON   DÉMONTRE 
L'IMPOSSIBILITÉ  DE  LA  RÉSOLUTION  DE   L'ÉQUATION   GÉNÉRALE 

DU   CINQUIÈME   DEGRÉ. 


Brochure  imprimée  chez  Grnndahl,  Chrûtiania  1824. 


Les  géomètres  se  sont  beaucoup  occupés  de  la  l'ésolutîoii  générale  des 
équations  algébriques,  et  plusieurs  d'entre  eux  ont  cherché  à  en  prouver 
l'impossibilité;  mais  si  je  ne  me  trompe  pas,  on  n'y  a  pas  réussi  jusqu'à 
présent.  J'ose  donc  espérer  que  les  géomètres  recevront  avec  bienveillance 
ce  mémoire  qui  a  pour  but  de  remplir  cette-  lacune  dans  la  théorie  des 
éciuations  algébriques. 

Soit 

y^_af/-{-by'  —  ei/-^dy  —  e      0 

l'équation  générale  du  cinquième  degré,  et  supposons  qu'elle  soit  résoluble 
algébriquement,  c'est-à-dire  qu'on  puisse  exprimer  y  par  une  fonction  des 
quantités  a,  />,  r,  d  et  Cj  fonnée  par  des  radicaux.  11  est  clair  qu'on  peut 
dans  ce  cas  mettre    ?/    sous  la  fonue: 


w— 1 


m  étant  un  nombre  premier  et  li^  ^>,  p^^  p^  etc.  des  fonctions  de  la  même 
forme  que  y,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  des  fonctions 
rationnelles  des  quantités  a,  i,  c,  d  et  e.     On  peut  aussi  supposer  qu'il  soit 


1 


impossible  d'exprimer   7?"*  par  une  fonction  rationnelle  des  quantités  a,  h  etc. 

•  R  , 

Pi  Pu  Pi  ^^^">  ®*  ^^  mettant  --—  au  lieu  de    li    il  est  clair  qu'on  peut  faire 

'p^  —  -l.     On  aura  donc. 
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m— I 


Eli  substituant  cette  valeur  de  y  clans  Téquation  proposée,  on  obtiendra 
en  réduisant  un  résultat  de  cette  forme, 

?»  Cm  Î«  ^^'  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  des  quantités 
a,  i,  f?,  t/,  e,  p,  2h   etc.  et   Jï.     Pour  que  cette  équation  puisse  avoir  lieu  il 

faut  que  ç— 0,  <7r-  0,  <72^=0  etc.  ç^_i-^0.  En  effet,  en  désignant  i^"*  par 
2,    f)n  aura  les  deux  équations 

Si  maintenant  les  quantités  g'»  îi  e*c«  ^^^  ^*^^^*  P^^"^  égales  à  zéro,  ces  équa- 
tioiis  ont  nécessairement  une  ou  plusieurs  racines  communes.  Soit  k  le 
nombre  de  ces  racines,  on  sait  qu'on  peut  trouver  une  équation  du  degré  k 
qui  a  pour .  racines  les  k  racines  mentionnées,  et  dans  laciuelle  tous  les 
coefficiens  sont  des  fonctions  rationnelles  de   7?,  q^  q^    et    q^^i.       Soit 

cette  équation:  Elle  a  ces  racines  communes  avec  l'équation  z"  —  i?---0; 
or  toutes  les  racines  de  cette  équation  sont  de  la  forme  a^z,  a^  désignant 
une  des  racines  de  l'équation    a*  —  1       0.     On  aura  donc  en  substituant  les 

équations  suivantes, 

r  +  riZ-f-r,z*  +  ...4-r^z*---  0, 

r  -|-  arj  z  -|-  à^r^  z*  -|- . . .  -|-  a'^Vj,  z*  —  0, 


r  +  «*-*^i  ^  +  «Lî^»  z'  -f . . .  +  «La r^  ^  -^  0. 

De  ces  k  équations,  on  peut  toujours  tirer  la  valeur  de  z  exprimée  par 
une  fonction  rationnelle  des  quantités  r,  Tj,  n  etc.  r^^,  et  comme  ces  quan- 
tités sont  elles-mêmes  des  fonctions  rationnelles  de  ^,  />,  r,  J,  ^,  Ji . . .  p^  p^ 
etc.,  il  s'en  suit  que  z  est  aussi  une  fonction  rationnelle  de  ces  dernières 
quantités;  mais  cela  est  contre  l'hypothèse.      Il  faut  donc  que 

2  =  0,  5i-  -0  etc.  5„_i       0. 

8i  maintenant  ces  équations  ont  lieu,  il  est  clair  que  l'équation  proposée 
est  satisfaite  par  toutes   les  valeurs   cju'oii  obtiendra  pour   y,    en    donnant    à 


_i 
/?"•  toutes  les  valeurs 


W\  aR'^,  a'Ii'',  «V/",  etc.  «"  Hl% 
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a  étant  une  rciciîie  de  l'équation 

«— i.j_a"'-^^...-f  a-f  1       0. 

On  voit  aussi  que  toutes  ces  valeurs  de  y  sont  différentes;  car  dans  le 
cas  contraire  on  aurait  une  équation  de  la  même  forme  que  l'équation 
PO,  et  une  telle  équation  conduit  comme  on  vient  de  le  voir  à  un  ré- 
sultat qui  ne  peut  avoir  lieu.  Le  nombre  in  ne  peut  donc  dépasser  5. 
En  désignant  donc  par  ?/i,  y^^  y^^  y^  et  y,^  les  a'acines  de  l'équation  proposée, 
on  aura 

.y,  -  j>  +  li"  +  j^,  lî"  + . . .  -\-p^_ ,  7i  "  , 

1  t^  m— 1 


•         m — l 


!U     P  +  «""*  ^"  +  «""*/>*  ^^"  +  •  •  •  +  «J»-.  li  " 


De  ces  équations  on  tirei'a  sans  peine 


P  ~  -;r  (y«  +y«  +  •  •  •+;/-)» 


1 


^^■^  -  -i  iih + «"-'  ;/«+•••+ «;y-), 


7» 

9 


1^«  -^"  ^      ,7.  CVi  +  «""*  y«  +  •  •  •  +  «*y.)» 


in 


m — 1  ^ 


i'-i  ^''  "  —  -„-  Cy. + «y« + •  •  ■ + «"~*  2/-)- 

1 

On  voit  par  là  que  p^  jh   ^tc.  7^,»__i,  7?   et  i?*"  -sont    des    fonctions    ration- 
nelles des  racines  de  l'équation  proposée. 

Considérons  maintenant  l'une  quelconque  de  ces  quantités,  par  exemple 
R.      Soit 

En    traitant    cette    quantité   de   la   même   manière    que    y,    on   obtiendra  un 

résultat  pareil  savoir  que  les  quantités   v",  v^  S^  S^   etc.    sont  des  fonctions 
rationnelles    des    différentes   valeurs    de   la   fonction    Jî;    et   comme   celles-ci 

sont  des  fonctions  rationnelles  de   y^  y^  etc.,    les  fonctions  v''^  Vj  Sj  S^  etc. 
le  sont  de  même.      En  poursuivant  ce  raisonnement  on   conclura   que  toutes 
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les  fonctions  in'ationiielles  contenues  dans  l'expression  de  y  sont  des  fonc- 
tions  rationnelles  des  racines  de  Téquation  proposée. 

Cela  posé,  il  n'est  pas.  difficile  d'achever  la  démonstration.     Considérons 

d'abord    les    fonctions  irrationnelles   de   la  fonne   -H",    R  étant   une   fonction 

1 

rationnelle  de  «,  i,  c,  d  et  e.  Soit  R"^  —  r,  ;•  est  une  fonction  rationnelle 
y\i  !/fi  ll^t  il^  ^*  Hhi  ^^  J^  ^^®  fonction  syméti-ique  de  ces  quantité>8.  Mainte- 
nant connue  il  s'agit  de   la   résolution   de  l'équation    générale    du   cinquième 

degré,    il    est    clair   qu'on    peut    considérer   y^^   y^^   y^^   y^    et   ^5    comme  des 

1 

variables  indépendantes;  l'équation  R"'--r  doit  donc  avoir  lieu  dans  cette  sup- 
position.    Par  conséquent  on  peut  échanger  les  quantités  y^  y^j  y^j  yi  et  ^5  entre 

1  1 

elles  dans  l'équation  i?*"  r;  or  par  ce  changement  R'^  obtient  nécessaire- 
ment m  valeurs  différentes  en  remarquant  que  R  est  une  fonction  symé- 
trique. La  fonction  r  doit  donc  avoir  la  propriété  qu'elle  obtient  m  valeurs 
différentes  en  pennutant  de  toutes  les  manières  possibles  les  cinq  variables 
qu'elle  contient.  Or  pour  cela  il  faut  que  w  =  5  ou  w  =  2  en  remar- 
quant que  m  est  un  nombre  premier.  (Voyez  un  mémoire  de  M.  Caucky 
inséré  dans  le  Journal  de  l'école  polytechnique,  XVII®  Cahier).  Soit  d'abord 
m  =  b,  La  fonction  r  a  donc  cinq  valeurs  différentes,  et  peut  par  consé- 
quent être  mise  sous  la  forme 

1 

J*i  Pli  ]'»•••  étant  des  fonctions  symétriques  de.  y,,  t/^  etc.  Cette  équation 
donne  en  changeant   y,-   en  y. 

P  -^-Piî/i  -\-Pifi-\~P3lA-{-P*yt  =  "P  +  "PiUi  +  "P*!/'»  +  «/^s^  +  «jP*yî 
où 

a* -|- «»-!-«* +  0-1-1  =  0; 

mais  cette  équation  ne  peut  avoir  lieu;  le  nombre  m  doit  par  conséquent 
être  égal  à  deux.     Soit  donc 

B*  =  r, 

r  doit  avoir  deux  valeurs  différentes  et  de  signe  contraire;  on  aura  donc 
(voyez  le  mémoire  de  M.  Cauchy) 


1 


1 


R^  =  r  =  oQ/^—y^)  {jix—y^)...  (y^  —  ys)  •  •  •  (y*  —  Z/5)  =  oS\ 

V   étant  une  fonction  symétrique. 
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Considérons  niaiiiteiiaut  les  fonctions  irrationnelles  de  la  fomie 

'  j^  1  \  1 

Pf  P\i  pi    etc.,i^,  Bi    etc.  étant  des  fonctions  rationnelles  de  a,  i,  c^  d  et  e 

et  par  conséquent  des  fonctions  symétriques  de  y^  y^^  y^^  y^  et  y^.  Comme 

on  Ta  vu,  on  doit  avoir  v  =  ^u=i  etc.  =2j  E  =  v^ Sj  I{i  =  vlS  etc.  La  fonc- 
tion précédente  peut  donc  êtrô  mise  sous  la  forme 


P+PiS 


2      M 


Soit 


IM 


r  =  \p-\-p,S'  •>, 


1  \1 


on  aura  en  multipliant, 


'•i  =  b-i>i'S»  -, 


rr,  =  U-plSÏ-. 


Si  maintenant    n\    n'est  pas  une  fonction  symétrique,  le  nombre   m   doit  êti*e 

égal  à  deux;  mais  dans  ce  cas    7'   aura  quatre  valeurs  différentes,  ce  qui  est 

impossible;   il  faut  donc  que    rr^    soit  une  fonction  symétrique.     Soit  v  cette 
fonction,  on  aura 


i\  1 


Cette  fonction  a  m  valeurs  différentes,  il  faut  donc  que  w  =  5,  en  remar- 
quant que    m   est  un  nombre  premier.     On  aura  par  •  conséquent 

îï  ïu  9,2  6t^«  étant  des  fonctions  symétriques  de  t/j,  y^,  y^  etc.  et  par  con- 
séquent des  fonctions  rationnelles  de  a,  i,  c,  cZ  et  <;.  En  combinant  cette 
équation  avec  l'équation  proposée,  on  en  tirera  la  valeur  de  y  exprimée  par 
une  fonction  rationnelle  de  2,  a,  i,  c,  d  et  e.  Or  une  telle  fonction  est 
toujours  réductible  à  la  forme 


2  3 


1 

oïl  P,  i/,  Pg,  Pj  et  P4  sont  des  fonctions  de  la  fonne  XJ-\-pi  S^^  j)^  pi^  et  S 
étant  des  fonctions  rationnelles  de  o,  i,  ^,  c?  et  e.  De  cette  valeur  de  y 
on  tire 
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'2    5 


où 

Or  le  premier  membre  a  120  valeurs  difl'érenteH  et  le  second  membre  seule- 
ment 10;  par  conséquent  y  ne  peut  avoir  la  fonne  que  nous  venons  de 
trouver;  mais  nous  avons  démontré  que  y  doit  nécessairement  avoir  cette 
forme,  si  Téquation  proposée  est  résoluble;  nous  concluons  donc 

qu'il  est  impossible  de  résoudre  par  des  radicaux  Téquatiou 
générale  du   cinquième   degré. 

Il  suit  immédiatement  de  ce  théorème  qu'il  est  de  même  impossible  de 
résoudre  par  des  radicaux  les  équations  générales  des  degrés  supérieurs  au 
cinquième. 


L'INTÉGRALE  FINIE  ^'ffx  EXl^RIMÉE  PAR  UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE 

SIMPLE. 


Magazin  for  Xaturvideuskaberne,  Aargaug  III,  Biiid  2,  Christiania  1825. 


On  peut  coiniue  on  sait,  au  moyen  du  théorème  de  Parseval  exprimer 
l'intégrale  finie  ^'*(px  par  une  intégrale  définie  double,  mais  si  je  ne  me 
trompe,  on  n'a  pas  exprimé  la  même  intégrale  par  une  intégrale  définie 
simple.     C'est  ce  qui  est  l'objet  de  ce  mémoire. 

En  désignant  par  (px  une  fonction  quelconque  de  x,  il  est  aisé  de 
voir  qu'on  peut  toujours  supposer 

(1)  (px=fe''fv.dOj 

l'intégrale  étant  prise  entre  deux  limites  quelconques  de  ?;,  indépendantes 
de  X.  lia  fonction  fv  désigne  une  fonction  de  i?,  dont  la  forme  dépend  de 
celle  de  (px.  En  supposant  Jx  =  1 ,  on  aura  en  prenant  Rntégrale  finie 
des  deux  membres  de  l'équation  (1) 

(2)  2:ipx=je''-J^dv, 

/>h  il  faut   ajouter  une   constante   arbitraire.      En    prenant    une    seconde    fois 
l'intégi'ale  finie,  on  obtiendra 

En  général  on  trouvera 

(3)  -  2:'<f>x=le' 


■^'      dv. 


(e'-l) 


vt 

s 


L'INTÉGRALE  FINIE    -2"»ya;  EXPRIMÉE  PAR  UNE  INTÉGR.  DBP.  SIMPLE.  35 

Pbur  compléter  cette  intégrale  il   faut  ajouter   au   second  nienibre   une  fonc- 
tion de  la  forme 

Cj  Cj,  C^  etc.  étant  des  constantes  arbitraires. 

Il  s'agit  maintenant  de  trouver  la  valeur  de  l'intégrale  définie  /  e"'  .'    ^.    dv. 

Pour  cela  je  me  sers  d'un  théorème  dû  à   M.  Legendre  (Exerc.  de  cale.  int. 
t.  n,  p.   189),  savoir  que 

^«'+1  _    1   r*  dt.jmvt 

On  tire  de  cette  équation  •  ^ 

^^  e^'—l  ~  V         2  ^    jo    «^'^'  —  1 

En  substituant  cette  valeur  de  -- — =-  dans  l'équation  (2),  on  aura 

:S(px  =  fe"^  -^J"  (iv  —  ^  A"/'' .dv-\-2  f   ^^1"/^"/^ . »in vt.dv. 

L'intégrale   1  e^^'/v  .mwt.dty  se  trouve  de  la  manière  suivante.     En  remplaçant 

dans   réquation    (1)    x    successivement    par    x-\-fy — 1    et    x  —  t^ — ï,  on 
obtiendra 

'(p{x^ty^^)=fe'''e''y^'fv.dv, 

(p{x—t  Y—^) = A"*  ^~''  ^'  /^  •  ^^  7 

d'où  l'on  tire,  en  retranchant  et  divisant  par   2^ — 1, 

/  e    sm  vt.  fv.dti  =  -  ^      t  -  • 

J  -^  2-/— 1 

Ainsi  l'expresHion  de  2(fx  devient 

Maintenant  pour  trouver  la  valeur  de  l'intégrale  générale 

dv 


''(px=fe'"fv 


(e^  —  l)n  ' 

posons 

1  .  l\n— 1/>4  \       A         ^^      \       À         ^^P   _1_  _l       A  d^''^p\ 


5* 
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oh   j>    est  éjfal  à  —"T»    -^.«j    -^i,«---    étant  des   coefïicîens   numériques  qui 
doivent  être  détenninés.      Si  Ton  diiférentie  l'équation  précédente,  on  a 


Or 


donc 


(^.•_l)i.+i  —  (        ^'*  [A-  dv     '    ^'"  dv^  'T-'-'T  ^«-M  ,/p«- 


fi^' 


En  comparant  ces  deux  expressions  de    .  ^ \\m-^i  i  ^^  ^^  déduit  les  éc|uations 

suivantes: 


A       -^  A 

**•  «-frl -'^^  -!.•» 

dVh  Von  dre 

-■1^,=  I,  -H, ,:=—      ,  -ij.  =  -i        -i       ,    -4,,=-^       -i^       -^—      etc. 

M  MM  MNM 

j         _  1       JL  1  ^      l     J     _     _  J    _ 

^^•^*~M       M—  1       M— ^v    e    •    1     "^^"^     r    M^l       * 

Octio  domî^^o  év^uation  sorvîni  à  drtonuîner  les  c«»n<tantes  qui  ivntrent  daiL-î 
U^  oxprvsciions  do  J.,*  J^^,  J, ,  eu\ 

Avant   aîn4  dôtonnîi>ê   les  cxx^tfioîeïis    .1,^»   J, .,   X.   etc    mh   aunu   en 

^uK<tîuiant  dans  l\\;tiat:\ni    S-  au  lUni   de ,  -    >a  valeur. 


.        -l 


.  j>A ...     .  J«.  <  .  %     .4       V    >«      ^ 
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1  1     ,    «  C^  (h.^nwt 


d'où  Ton  tire  en  diflférentîant 

dp  1     ,    ^  f^  tdt.co^vt 


1        I     o  f^  t(U,QO%vt 

d^p 2   _^r^t^dt.%mvt 

d^~     ~^        /.  "^^f^^^mi  ' 


dv 

donc  en  substituant 


7> 2.3       n /•*<"<*. costrf 


De   l'équation    tpx  =z  i é" fo .  dv  on  tire  en  intégrant: 

f<px.dx=fe''/v^ 


1 

dv 


f<px.dx^=fe-fv^ 


2    ' 

dv 


f  (px.dx^=fe'''fv-^    etc.; 
de  plus  on  a 

/  sin Vf . e''fv . dv  =  ^^   ^     ^  ^-T> ^- , 

J  •^  2/— 1 

/  cos  vt.e'^'fv  .dv  =  ^^   ^     ^^2"^ ' 

donc  on  aura  en  substituant 

"•"^^  ^    j.  ë»"«-T 2 

où 

/^=  ^  ,  —  ^2 ,  t  -f-  A^^  t  — . . . , 


»J 


^  L  UfTl/^llAJLX  fTVIE   J  *  f  x  iaPLUflf  fA*  1  >£  ISTUyh.    1*LF 


^    J-  — îl— 1    «    X — J1 1 


*  _ 


:      _  :  _  :  _  1  _ ^  r •  xf.sinT? _^f' î^-^:^* 

Le   ^raifr   If   pli*   rrriîiiiri^Tiabîe    r-t  celui  ou    lîz^l.      Chi   a   aJ«-r^   o-mme 
on  Ta  vu  pivc-é^J^fTiiiii^nt: 


En    ifnppr^ïsaiit    que    les    driix    îm<^gTale>    -S'y/*    et    ^  y^  </-r    >*an]julc'nt    pr»ur 
x-=^a^    il  est  clair  qu'on  aura: 


d 


«Jonc 


^tfj^=lifj'.jj'—iiqx—^^>.^2j  7,7._î-  —  ^i_r 


a  /"  *      '*     V  "  ~  '  *  —  "  —  y  .1 — n  —  1  • 
_  _  _    ^Y^j 


Hi  l'on  tîait   j*=r-r,   en  .«iipp/sant  que    yr   et    I  ifx.^lx  s'annulent   p<»ur 

« 

*:^tf.  v;ilfur  de   jr,   on  aura: 
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Soit  p.  ex.    (px=  ~^-^  on  aura 


donc 


(p(a  + 1 V—  1)  —  (f>(a  —  t  V—  1) —  2at 


-^ + -ç^iy + («4:2)»- + •  •  • = 2«^ + 4 + ^«/  '("'"- 1)  («" + <t: 


et  en  faisant    a=l 


l  +  i  +  i  +  TV  +  A  +  ---=6'=^  +  ^X*  (.---? 


(U 

i)(i +  t*y 


V. 

PETITE  CONTRIBUTION  A  LA  THÉORIE  DE  QUELQUES  FONCTIONS 

TRANSCENDANTES. 


Présenti^  à  la  société  royale  des  sciences  à  Throndhjem   le    22  mars  1826.      Imprimé   dans   Det   kongelige 

norske  Videnskabers  Selskabs  Skrifter  t.  2.      Throudl^em   1824 — 1827. 


1. 

Considérons  l'intégrale 

/qdx 

q   étant  une  fonction  de   x   qui  ne  contient  pas    a.     En  différentiant  p   par 
rapport  à    a   on  trouve 

dp  Ç     qdx 

(la        J  (.r  —  a)*  ' 

j-^ — ry  puisse  être  exprimé  par  Tinte- 
ra:     a) 

grale    /  — ,   on   trouvera  une  équation  dififérentielle  linéaire  entre  p    et   a 

%j 
d'où  Ton  pourra  tirer  p  en  fonction  de  a.  On  obtiendra  ainsi  une  rela- 
tion entre  plusieurs  intégrales  prises  les  unes  par  rapport  à  x^  les  autres 
par  rapport  à  a.  Comme  on  est  conduit  par  ce  procédé  à  plusieurs  théo- 
rèmes intéressants,  je  vais  les  développer  pour  un  cas  très  étendu  où  la  ré- 
duction mentionnée  de  l'intégrale   /  j-^ — ry  est  possible,  savoir  le  cas  où  l'on 

J  (œ      a) 

a   q  =:  (px .  e-^"" J  fx   étant    une   fonction    algébrique  rationnelle  de   x*,    et   ipx 
étant  déterminé  par  l'équation 

ipx=k(x^  ay  {x + «y  {x  4-  a'Y ....  (a: + «^"0''^"^ 
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oh.  a^  a\  a"  ...    sont  des  constantes,    /?,  /?',  /?"  ...    des  nombres  rationnels 
quelconques.     Dans  ce  cas  on  a     * 

dp  r  e-^^  (fx .  dœ 


da 


2. 
La  dernière  de  ces  intégrales  peut  être  réduite  de  deux  manières. 

a)  Si  l'on  différentie  la  quantité    — ~-    on  trouve 

e-f^ffx.dx    y^  (e'f*(p'x-\-e-^''f'x.q^x)dx  ,/  e-^^fpœ  \ 

(x  —  ay     '  X  —  a  \^  —  aj 

En    intégrant    cette    équation    de    sorte    que    les    intégrales    s'annulent    pour 
x=^Cj    on  obtient 

e-^"  {(f'x  -\-  (fx .  f'x)  dx 


/e-^'  (fx .  dx e^*  ifx       e-f^  (fc  ^,    (\ 
(x  —  ay         a  —  X       a  —  ^       J 


X  —  a 


Si  Tpn  difl'érentie  l'expression  de    (px   on  obtient 

où    la    somme   doit    être    étendue    aux    valeurs  p  =  0,  1,  2,  3 . . .  w.      On   tire 
de  là 


lx  +  a(p^)(x  —  a)^^^ 


_ "V 

X  —  a 


or  on  a 

{x~-Ç~ct^y)Jx~^  a)  ~  ~  {x  ^a^^)(a  +  a^^^)    '    Q  —  a)  (a  +  a^^  ' 

donc 

Considérons  maintenant  la  quantité         '     .     Comme  fx  est  une  fonction 
rationnelle  de   x   on  peut  faire 
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la   8om;ne  étant  étendue  à  toute  valeur  entière  de  ^,    et   fi^^   désignant*  un 
nombre  entier.     Eu  différentiant  on  obtient 


donc 


f:.t_  =  2:py^>-^----y ^'''-^''- 


Or  on  a 


X  —  a  '  •  '  '  '  *     X  —  a 


donc 


X  —""  Cl  X  ""^~  d 

Pour  réduire  l'expression    2 , .    -    posons 

s* /^  I    ^  _L  ^'  T"  r.^  _L  ^\2  T"  •  •  •   I  /\.' r  ..v«  ' 


(x  —  a)(a?  +  c)"'       .0?  —  a    '    ir-|-c    '    (x-\-cy    '    ''*    '    (x -{- c)' 

m 

si  Ton  multiplie  de  part  et  d'autre  par  x  —  a,    et  qu'on  fasse  ensuite  x  =  a^ 
on  obtient 

^—  (a-)-c)-  ' 

Pour  trouver  ^^,  on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation  par  (x-j-c)"", 

,        X  —  a         \x  —  a     ^     x-{-  c     ^  ^    (x-\-cy-^f^      '      ^ 

puis  on  ditférentie  m — p'  fois  de  suite,  ce  qui  donne 

En  faisant    x=  —  c,    on  tire 

A    --  ^ 

donc 

1  1^1 


(x  —  a)  (^  +  c)  "•        (a  +  c) «  (x  —  a)  (a  +  c)  "»-/»'"+  ^  (jr  +  c)^'  ' 
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En  écrivant  maintenant   e^^   au  lieu  de   c,  /i^^-|-l   au  lieu  de   w,  et  multi- 
pliant par   fi^^d^^   on  a 


^(p;d(p) 


fx(p)  d(P) 


^WJW 


(.r  —  a)(x  +  e(P))f*^''^+^        (a  +  £(^^^^+^0;  —  a)  (a  +  €^i>^)a*^^-^'+«(x  +  e(P)y 


7» 


donc 


(p)  S(p> 


^(p)d(p> 


^(i»;  (jw 


(a  +  €(p;)/*û'^-i''-J-«  (ar  +  e<P>y 


En  substituant  dans  l'expression  de cette  valeur,  de  même  que  celle 


trouvée  plus  haut  pour   2py 


(p) 


arP-i 


a  —  a 


9    on  obtient 


f'x  1 

or  —  a        ,v  —  a 


2:py('>a'-^  —  2 


+  2:^p'/<'>a''x'-''-*  +  ^^ 


fi(p)d('> 


(a  +  eW)/«W-i«-+«(.r  +  eW)p- 


Si   l'on   multiplie    les    deux   membres    de   cette    équation   par   (px,    et   qu'on 
remarque  que  le  coefficient  de est  égal  à  fa   on  a 


En  y  ajoutant  la  valeur  trouvée  pour    -?'--,    multipliant    ensuite   par   e^'^dx 
et  intégrant,  on  en  tire 

~       '^^  a(P)  J  ~x  +  a(r)   "^  (^1(1  «0»^)^'^^-^'+^   (^+£0'))?'  * 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  l'expression  de  /  y-_'  .^    ou  ~,  et  qu'on 

écrive   p   au  lieu  de   /  — ^— — ^7   on  trouve 
^  J     ^  — « 


(1) 


dp 
d^ 


(/'« + -$]P  ^  -  ^^-  +  ^  +  ^^^^-'a'/-"*- •  -"-' <fe 


^rp^eJfP) 


(a  +  e(p))^^^- 


6* 
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b)  Je  vais  maintenant  exposer  la  seconde  méthode  de  réduction;  mais 
comme  celle-ci  est  assez  longue  et  compliquée  quand  fx  est  une  fonction 
rationnelle  quelconque  de  a*,  je  me  bornerai  au  cas  où  fx  est  une  fonction 
entière.      On  a  donc 

fx=.2y^^^x^. 

En  diflférentiant  l'expression    — ^        -    où 

%^x=i{x-\-  a)  (x  -f-  «0  •  •  •  (^  ~h  "^"Oî 
on  obtient 


l/^'^+T//a?|^+/'A- 


dx 


(x  —  ay  "^  X  —  a  \     ^  —  ^     I 

Pour  réduire  cette  expression,  considérons  l'équation 

F''  F'"  FCw) 


X  —  a  X  —  a 


où  Fj  F\  F"  ...  désignent  les  valeurs  que  prennent  Fx^  F^x^  F"x...  quand 
on  fait   a;  =  0.     On  a  aiiLsi 


^^      ^^^^  _.:.__  2^3,.,;,  ._^^^       f       ,,-,.-,.-. 


^  —  a 


OU,  en  remarquant  que  -S'^^r» a^=.Fa^ 


A*  —  a       X  —  a    '  .  2 .  3  . . .  (p-|-j9' +  1) 

où  Ton  a  mis  i>  -f-i^'  -|-  1    a^  lî^^^  de  p.     En  diflférentiant  cette  formule  par 
rapport  à    a    on  obtient 

{x—ay~{x—ay^x—a^2.-d...{p-\-p'-\.l)  ' 

Si  dans  cette  formule  on  pose*  Fx  =  xffx,    on  a 


(i_«)«  — (a;_a)»    r  X— a^  2.3...(p+/>'  +  2)  * 

En    mettant    dans     la     première     formule,     pour  *  Fx     la    fonction*  entière 
\f)'x  -\-  if/x  I  -  —  -{-fx  I ,    on  obtient 


{ 
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S 


•  .r  —  a  .  .r  —  a  •  2 . 3 . . .  (^ -|-jt/4~  1) 


ûJ+P'+i; 


I  .     +  -^-^ 2  .  37.T(;> +7+T)  ""  ""  ' 

Si    Ton   substitue   ces    valeurs   dans   Texpression   de    d\-   ^  —^  L   on  obtient 

"       (a  —  a)*  "T"^    \(pa  "•  «^     /     x  —  a 


jr  —  a 


En  intégrant  cette  équation,  divisant  de  part  et  d'autre  par   rpa^    et  écrivant 
,.         ,      r e-f' œx .  dx        dp  ,.         ,     'Ce^^œx.dx 

j)   au  heu  de  /  — -,      -f-  au  heu  de  /    y-^—c^}  on  trouve 

I  X  ^■~~  O  U^  I         iX  ~~~  Or) 

dp         I  (p'a  j^  /•/  \     ^-^^  y^  •  il^^  ^^^  <pc  ,xpc 

da         \(pa     '"*^     p  i/^a(a — x)         iffa(a — c) 


+^^2T3':::(>+;7'--f  2)  vv«y ^  «^^-^'^^ 


273-/r.X?^+)7+ ï)  Viï 

OU  l^ien 


df 
du 


r  \qa     ^  '^      j^  xj^a{a — x)        iffa{a  —  e)    '  T\rix    ^  iftaj        ^ 


(2)  L^'  ^A"'''''' 

où    <pi,p,p)— 2 :3Tr(^i7+2) + 2.3: :T(;r+7 + 1) • 


3. 
Les  équations  (1)  et  (2)  deviennent  immédiatement  intégrables  quand  on 
les  multiplie  par   ;    on  obtient  de  cette  manière,  en  remarquant  qu'on  a 


/(*-(f+/'«)^*) 


g— /«         pr"/" 


qfYi  (pa 
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b)  Je  vais  maintenant  exposer  la  seconde  méthode  de  réduction;  mais 
comme  celle-ci  est  assez  longue  et  compliquée  quand  fx  est  une  fonction 
rationnelle  quelconque  de  a-,  je  me  bornerai  au  cas  où  fx  est  une  fonction 
entière.      On  a  donc 

fx  =  2y^^^x\ 

En  différentiant  l'expression    — ?_'-T—    où 
on  obtient 


'^'^+V'4tî+-^'*" 


-.{ej^ifx,  xffx 


d 


(x  —  a)*  '  X  —  a  \     ^  —  ^ 

Pour  réduire  cette  expression,  considérons  l'équation  • 

F^  _  ^+^'-+2--'  + 273  •-'  +  ••• +  2737.. -i;.-" 
X  —  a  X  —  a  ' 

OÙ  Fj  F\  F"...  désignent  les  valeurs  que  prennent  Fx^  F'x^  F^'x...  quand 

on  fait   a:  =  0.     On  a  ainsi 

if» 

X  —  a  J  .  ô  , ,  ,p  X  —  a  X  —  a  '  ^  .  6  , ,  .p 

F(P>  r^ 

OU,  en  remarquant  que  -ST^—^ a^  =  Ta, 


P 


Fx  Fa     , ^  i^rp+P'-j-i; 

X  —  a       X  —  a    ' 


a^'x^ 


où  Ton  a  mis  p-\-p^-\-T^    a^  lî^^^  ^^  P'     En  différentiant  cette  fomiule  par 
rapport  à    a    on  obtient 

^^      -      Fa L ^'^    ,    ^^__f:^':^^1_    .^,._.    , 

(x—ay~lx—ay^ai—a^2.3...(p-\-p'  +  l)  ' 

Si  dans  cette  formule  on  pose"  Fx^ijjx,   on  a 

rp-T    _    yw 1  J^j-vv  (p' + 1)  v>»+'''^»>      , 

(*—«)»  ~"  (j:— a)»  "I    «— a  "T"  2.3...  (p  +>>'"+  2j  * 

En    mettant    dans     la     première     formule,     pour  *  Fx     la    fonction"  entière 
y/'x  -\-  tpx  1 \-/'x  I ,   on  obtient 
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.r  —  a  .r  —  a  "•"  2  .  3  . . .  (;>  -|-  ^'  +  1) 


(-^^■; 


(p+p'+i) 


Si   Toii  substitue  ces   valeui's  dans   l'expression   de    cZ  —  -     —  L  on  obtient 


,   \  é»/*  y.r  .  f/.r 


\     X  —  a      ]  "       (or  —  a)'*     '    ^    \yrt     '  «^     j     .r  —  a 


\ûp+p'+i; 


En  intégrant  cette  équation,  divisant  de  part  et  d'autre  par   ^a,    et  écrivant 
j)   au  heu  de  /  — ,      —-  au  heu  de  /    .  -  -   c  ^-  ?  on  trouve 

da         \  çyi     '  «^     /^  i/»a(a — x)  tfia(a — c) 

'  2  .  o  . . .  (p  +  ;>  +  2)  î/«a  7        ^ 

ou  l^ien 


dp 
dxi 


Où    np^p)—2\ 3-.Tr(^ +y+2) + 2 . 3 . . tjj^p' + 1) • 


3. 

Les  équations  (1)  et  (2)  deviennent  immédiatement  intégrables  quand  on 

f—fa 

les  multiplie  par ;    on  obtient  de  cette  manière,  en  remarquant  quon  a 


/(*-{f+/'<")î'*)>='^;-- 
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les  deux  formules  suivantes: 

=  e^    <pX    I  -f r e^'Ç)C    /  7 r 

9^  J  (^  —  x)^  J  (a — c)qu 

=  e'  œx.wx  I  7 r e^^'wc. wc ./  7 r — 

9^  J  \^  —  x)(f€L*  if^ci  ^  J  \!^  —  c)qu.\f}a 

La    quantité    c    étant    arbitraire,    nous    ferons    dans    la    première    formule 
e^''(pc  =  Oj    dans  la  seconde    e^*  ç)c .  i^c  =  0.      Si  de  plus  on  suppose  que  les 

intégrales  prises  pgr  rapport  à  a  s^annulent  pour  =  0 ,  on  voit  aisément 

/ywX  ff,  nm    fi  /%t 
-— 'I 
X     a 

les  deux  formules  suivantes: 


V^/  '*'    J  (a-\-a(r))qu'J    «+«»•) 


^  '  j  (a  +  cW)/«*^-P'+« ç«  'j  (.^  +c*0'"'  ' 


(4) 


I  — 1 g/'  (px .  i/;a:  /  - — - — 

J      a*  —  a  '  J  y"'  —  ^jCf^' 


I  p. — '■f^ft^'dn     I 


Si  dans  la  première  de  ces  formules,  fx   est  une  fonction  entière,  on  a 
(^^"^  =  0,    donc 

/  ^ e^'(pX.       y r 

(5)  =2^ip  -i-p'  +  2)  y<r^f"^*>  Jf-^"^  .jef'  <px .  x"  dx 


^P    J  (a  +  a(P))(f<,-J  T+a 


!vdx 

W 
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4. 

Je    vais    maintenant    appliquer    les    formules    générales    à    quelques    cas 
spéciaux. 

a)  Si  Ton  fait    (pa=l,    la  formule  (3)  donne 


Si  de  plus  fx    est  une  fonction  entière,  on  a    (T^'^  =  0;    dans   ce   cas   la  for- 
mule devient 

En  développant  le  second  membre,  on  obtient 

e-f  f^'±-ef'  ri::^=:2/«  fe-^'da.  I>dx 
J  X  —  a  J   a  —  X  '      J  J 

-j-  2,'/^^  (fe-'f'ada .  fe^'dx  -{-Je'^'da .  j'e^'x  dx\ 
_j_  ^yW  (Je-'f  a*  da  / V'  dx  -\-  / V-^«  a  da .  fe^'x  dx 

-\-Je-^'da.Jef'x*djc\ 

4- •• 

+  n/'^  (J'e'^'a'-^da.jW'dx  -\-fe--f''a'-'da .  j'ef'xdx  -{-... 

Si   par   exemple  fx=zx''j    on  a.   y^*^  =  '/''^  =  ...:=  y'''-^>  =  0,   y'''^=l- 
la  formule  ci-dessus  devient 

J  x—a  J   a  —  x  \J  J 

+  /  e-"  «»-»  da.l'e'''xdx-\-...  +  /  e"»"  da  .J'e^"x''-'dx\ . 

par  exemple  pour   «  =  2 ,    n='i,    on  a  respectivement 


e" 


J  •«— «         J  «— ^         J  7       • 

«» /'-ll^  _  e-'J^J^  =  3  (y'e-»%t  da  .Je''  de  +y  «-'  c/a  .J'e'\  dx) . 
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b)  Posons  luaiiitenaiit  dans  la  formule  (3)  fx  =  0^    nous  aurons 


(7)  <px  [-r-^-, ^-  (^--'^-  =  ^/?*'  r  - -^*^.- .  f'(^r}'^ 

OU  bien,  en  développant  le  second  membre,  ^ 

r       da  1    r  {px .  dx  ^  Ç       (la       '    C  (px  .dx 

'    J  (a — x)(fa         (paj    x — a  J  i'^^^)^J     •^  +  « 

■ 

oh  il  faut  se  rappeler  qu'on  a 

(px  =  {x-\-  aY  {x  -\-  a'Y . . . .  (x  +  u^'Y'^ 
ya  =  (a  -j-  af  \a-\-a'f ....  (a  -j-  a^'Y'^ . 

c)  En  faisant  dans  la  formule  (4)  /x  =  0,    on  obtient 

Où      nP^P)  —  2.^...{p+p^J^2)~^2ri...{p+p'  +  \y 

xjjx  z=:^  {x -\- a)  (x -\- a') (^  -f"  «^"0- 

d)  Posons  dans  la  formule  (8)    /î  =  y^'  =  ...=y^^'*^=z/;i,    nous  aurons 

/  /       \«   1     /  xbx.w'x  , 

(p'x  =  w(î//x)*"~*î//  X,      - — ~  —  =  m^f  Xj 

donc  en  posant 

tf;x  =  k-^k'x^k''x'-\-...^k^''>x% 


nous  avons 


<p{pip)— ^2."37::(;7+7+2)"      — (i>  +  i  +  'Mi>+i^+^)j/- 

En  substituant  ces  valeurs,  on  trouve 
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Le    cas    oîi   m  =  —  \    a    cela    de    remarquable,    que    les    intégrales    par 
rapport  k   x    &t  k   a   prennent  la  même  fbnne;  en  effet  on  a 


{x}jaY^'  =  {ypay.=^'\ipa,    -ç^^^^-^  =  Y^, 


donc 


Si  Ton  suppose,  par  exemple  que  «//x-^=  1 -j-ax'*,  on  a  fc^"^: 
sera  égal  à  zéro,  à  moins  que  p-|-p'-j-2  =  n,  c'est-à-dire  que  p 
donc 


-n — p' — 2; 


'/; 


dx 


(a?  — a)Vl  +  a*c'» 


(o  —  x)  Vl  +  oo" 
J  Vl  +  aa»  J  ■ 


yï+ 


aœ 


En  développant  le  second  membre,  on  a 


da 


(a  —  a)yi-)-a^"        '        '  J  (a  — ^)  Vl  +  aa 


n 


Vl-fa^"      J  Vl  +  aa»    J  Vl  +  a;»» 
**^~^da;  r  a^^'-^da        C     xdx 


+  Y(^i—  )  [  j  vî^^^  J  vr+^;i:»  J  vi+^^^ 

!•  "  /  -,v  r   r     a*6^  r  x^^-^dx  Ç  a^^-^da 

"TT^'*""    ^  [  J  yr-Ca'a'-   J  Vi+ax^  ~J  Vï 


Vl  +  aa^ 


jyi 


+  a.r; 
dx 


+  aa?**_ 


+ 


Par  exemple  si   n  =  3,   on  a 

'        '  J  (^  —  a)yl  +  aiC*  J  {a  —  x 


da 


=![/ 


)Vr+ 

da 

VÎT 


(a  — dr)VlH- 


aa 


3 


aa* 


/.TcZ^  /'      ada  r      dx 

Vi  +  acc^      J  Vl  +  aa^JVr+â^^ 


Connue  second  exemple  je  prends 


\fjx=i{\  —  x^)  (1  —  «a:*); 

alors  on  a   fc=l,   k'  =  0=¥",   fc''  =  — (1  +  a),   fc"''  =  a.      Si   l'on   écrit 
—  a   pour    a,    la  formule  devient 
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/(la  Ç  x^d.v 

ï/"(l  — "o^KÎ^^  J  V(l  —  x^)^'^u:^] 

r  a^(la  r  (Le 

~  ^^Jyjt^a2)(l  —  aa')  J  V(l  —  j;^)  (1  —  â.r»)  ' 

En  posant 

a;  =  sin  y ,  a  =  sin  ip^ 


on  a 


y(l  —  x^)  (1  —  ax^)  =  cos  y  |/l  —  a  mi^(p , 
y(l  —  a^)  (1  —  aa^)  :=  cos  î/^yï  —  a  sin^ip , 

(ix  (ifp 

^fc  (liff 


y(l  _  «2)  (1  _  ^^«)  Vl  —  a  sinV 

.c*(Lc  sin^  fp(l(p 

y(l_ar*)(l  — ^^2)    ~    Vf— a~sïnV' 

1/(1  — a2)(T^::ra«^)   ~    Vl  — «sin^^/ 

Eiî  substituant  ces  valeurs,  on  trouve 

cos  1// ]/l  —  «  sin>  /,  .        ,     .     ,f  ,—       .  . 

j  (sm  ff  +  8in  «/')  y  1  —  a  sm-y 

1/1 •   2       /  ^^'^' 

—  cosc/>(/l  —  a  sm  y   /  —    _    .    _-   ..__ 

J  (sin  (/>  4"  sin  rp)  V 1  —  a  sin^e// 

/f/»/'  r     »m*(p(kp  r    nin^ilfdiff  C  dtp 

Vl  —  asin^t/'    J  yi  —  asinVjf  J  Vl — asin^ift    J  Vl  —  asinV/) 

Cette  fornuile  répond  à  celle   que  M.   Legendre  a  donnée  dans  ses  Exercices 
de  calcul  intégral  t.  I  p.   130,  et  elle  peut  en  être  déduite. 

e)  Si  dans  la  fonnule  (5)  on  pose  fx=zx^    on  obtient 

^      ^  f/a  j  '  .r  —  a  ^   ^^•^' j  (a— .f)  tpa  —  —  -  l^    j  («+  ««'O  r/ïx  J  \c  +  a^^  ' 
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d'où  en  développant  le  second  membre  on  tire 

^         Ç    e—^da  er^  Çe'ipai.dx ^  Ç   er-^da         Ce^ifir.dx 

^   J  (^ci—j')(pa       (paj     x—a  '  J  (a  +  cc)q^J     ^'  +  a     . 

^  ^    J  (a+a')(ra  J    œ  +  a       '  ^^     j(«  +  «^"0^  j    ^+a('*^ 

Par  exemple  si   (px  =  yx^ — 1,    on  a   /î  =  /9'  =  ^,  «  =  1,  a' =  —  1,    donc 


^  J(a_j.)Va»— 1        Va^—lJ     .    ^'— « 


~  V  J^ijy^^  'J      ^ï       '  V  (â— i)Va«-i  j      ^— î 

f)  En  posant  dans  la  formule  (4)    /9=:/9'  =  /?''  =  ...=/î^"^  =  m,   on  a 
(px  =  {if/x)"^ J    (px.y/x  =  {y/x)'^'^^j    donc 


^a 


=  :s:s<pip,p')J^^^  .jef'  (^pxYx'dx 


Or  on  trouve 

donc,  en  faisant 

xpx  =  k-\-k'x-{-k"x*^ \-¥'^x', 

on  a  • 

ip{p,p')  =  {p  -\-p'  +  2) y<^^'-^^>  -I-  (p  +  1  +  m {p  +  P'  +  2))  A;**''-^«. 
Par  conséquent  on  a 

(12)  =r;s-:s'[(j>+/  +  2)/'-^''^« 


* 
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Si  Ton  fait   m^  —  ^ ,    on  trouve 


e-^^ 


Vwa  I-  -^  - -- — :  —  e/'^A/wx  l  — ^-     , 

=^^[(^+/+2)r-'-'+4(i'-/)*-'*"]/^/"'Xr 

Soit  par  exemple   fx  =  x    et    ^x=l  —  x*,    on  a 

donc 

er'da 


e-" 


'  -  J  (x  —  a)Vi—^*  J  (a  —  a- 


En  écrivant    —  a   au  lieu  de   a,   on  obtient 


j(«  +  a)yi  — a-*  '  J(a  +  ar)yi  — a« 


en  posant   a;  =  siny,   et   a  =  sini^,    on  trouve 


cos 


'^  j  8111  y  +  sin  i/^  ^  J  sin  i/'  +  sin  (f 


7t  7t 


les  intégrales  devant  s'annuler  pour   (p=z--,'yjz=  ;^^ 

Je  vais  maintenant  faire  une  autre  application  des  équations  générales. 
Nous  avons  jusqu'à  présent  regardé  a:  et  a  comme  des  indéterminées,  sans 
nous  occuper  des  valeurs  spéciales  de  ces  quantités  qui  simplifieraient  les 
formules.     Nous  allons  maintenant  cliercher  de  telles  valeurs. 

a)  Considérons  en  premier  lieu  l'équation  (5).  Le  premier  membre  de 
cette  équation  contient  deux  intégrales,  mais  comme  chacune  d'elles  est 
multipliée  par  une  quantité  dépendant  respectivement  de  a  et  de  a-,  il  est 
clair  qu'on  peut  donner  à  ces  quantités  des  valeurs  telles,  que  les  intégrales 
disparaissent,   ou  l'une,   ou  toutes   les  deux,    pourvu   seulement  que  chacune 

des  équations =  0,  e^'(px  =  0^    ait  au  moins  deux  racines  dififérentes;  car 

nous   avons   déjà  supposé  que  les  intégrales   s'aimulent  pour   des  valeura  de 
a;   et  de   a   qui  satisfont  à  ces  équations. 

Supposons    d'abord    e^'(px=Oj    nous    aurons    après   avoir  multiplié  par 
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{x=x\  x  =  x'\  a  =  a')^ 

les  équations  entre  parenthèses  indiquant  les  limites  entre  lesquelles  les  inté- 
grales doivent  être  prises;  ces  limites  doivent  satisfaire  aux  équations 

e^''(px'=0,   e^'"(px''=0]   ^  =  0. 

De  la  formule  précédente  découle  le  théorème  suivant: 

-    -    '^-j  entre  des  limites  qui  annulent  la 
"fonction    e^'q)x   peut  être  exprimée  par  des  intégrales  des  formes  suivantes: 

"les  intégrales  par  rapport  à   x   étant  prises  entre  les  mêmes  limites  que  la 
"première  intégrale." 

Ce  théorème  a  cela  de  remarquable,  que  la  même  réduction  est  impos- 
sible, quand  Tintégrale    / — ~ — -    est  prise  entre  des  limites  indéterminées. 
En  posant  fx=zO^    on  obtient 

(x  =  x',   x^=.x'\    a  =  a'). 
Si  Ton  pose    (px=l^    on  aura 

{xz=ix\   x=ix'\    a=ia'). 

Supposons  maintenant  qu'on  donne  en  même  temps  à    a   une  valeur  qui 

g— /« 
annule  la  quantité    >    et  soit    a"    cette  valeur,  la  formule  (18)  donnera 

(16}  =2:2{p-\-p'^2)Y^'^^'^'^  r^J^"^..  h'ipx.x^dx. 

(x  =  x\   x=:.c";    a  =  a\    a=^a''). 
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/ 

Eli  supposant  fx=zkx^    on  en  tire 


En  faisant   7c  =  0,    on  obtient 


/î(r;  f _^   fffa^.dœ  _ 


(18) 

{x  =  x\   x  =  x'']    a=:a\    a=.a"). 

Posons  par  exemple    (px  =  yx^  —  1  =  y  (a:  —  1)  (a:  -|-  1) ,    on  a 

^=/9'=^;    a  =  — 1,    a'=l;   x'  =  l,   a;"=  — 1;    ffl'  =  cx),    a"  = 
donc 


r       da         rd.xVs*—i  ■  r rfa rAByx»— 1_„ 

J  (a  —  l)Va*—ï'J      ~«— 1       """JC^l)  Va"  — î  J  ~^  +  1~  "~ 

(x'  =  l,    «"  =  —  1;    <t'z=-|-oo,    a"  =  —  oo), 
ce  qui  a  lieu  eu  effet,  car  on  a 


f ^V-     -  =  -\/^-±-\  =  0     (a'  =  -\-oo;  a"  =  -oo), 

J  (a—l)Va*—l  '   a  —  1  V  T      >  /» 

r ^,__.__  ^  _  1/^  ^  0     (a'  =  +oo,    «"  =  -oo). 

j  (a -|_  1)  Vrt*  _  1  r  a-\-l  V  T^      >  / 

Si  dans  la  formule  (16)  on  fait   (f)X=l,   on  obtient 


OO! 


(p  _|_^'  _|_  2)y^''*'"'*^ Je-^'a^'da.  .fe^'x'dx  =  0 
(a;=:a"',   x  =  x"5    a:^a',   a  =  a"). 

b)  Considérons  en  second  lieu  la  fomiule  (4).    En  supposant  &^'(px,tffx=Oj 
on  trouve  après  avoir  multiplié  par   e-^"(fa  • 

^  =zf/''wa2:2:w(p,p)  I le^'wx.x^dx 

(x  =  x'^   rc=:a'";    a  =  a')^ 
oh  Ton  a 
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Cette  formule  se  traduit  en  théorème  comme  suit: 

— ^^-^ — ,  prise  entre  des  limites  qui  aniiu- 
X      a 

"lent  la   quantité    e^'y)x.  i^o:,    peut  être   exprimée  par   des   intégrales   de  ces 

"formes:     / —,      ,    /  e^*  wx .  x^  dx^ 

J    <r<i'^ci      J       ^  • 

Pour  des  valeurs   indétemiinées  de    x    au    contraire,    cette   réduction  de 

/e-^' ff>*v . (Le       ^  •  Ml 

— -' est  mipossibie. 

En  faisant   (3  =  13':= =zi/J^"^  =  m,    on  obtient  la  fommle  suivante 

(x-=x\  x  =  x"]    a  =  a')^ 
où 

y/x  =1  {x  -\-  a)  {x  -{-  a') {x-^-a^""^). 

♦ 

Si  de  plus  on  suppose  fx  =  Oj  on  obtient 

(x=zx\   x  =  x'']    a  =  a'). 

•  On    a    donc    le   théorème    suivant,   qui  n'est  qu'un   cas  spécial   du  pré- 
cédent: 

"La  valeur  de  l'intégrale   /  - — ,    prise    entre    des    limites   qui  satis- 

j     X      a 

"font   à   l'équation    (i/;x)'"^*  =  0,    peut   être   exprimée    par    des   intégrales   des 
"formes     //."w+iî    {{^px^x^dx^    tpx  étant  une  fonction  entière  de    x." 

En   faisant    m=  —  -J^ ,    on  obtient 

(23)  J(^  — a)y«//i       2Vif'a         v^      ^  >'  J  y^u  J  y^ifKc 

(x  =  ic',    x=:=x";    a=za)^ 

d'oîi  le  théorème  suivant: 

C        dx 

"La  valeur  de  l'intégrale    / -    >  prise  entre  des  limites  qui  annu- 

J(.c  — tt)V(/u     ^  ^ 
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"lent   la    fonction    i/zx,    peut    être    exprimée   par   de»   intégrales    de    la   for- 
me    /-y      • 

Faisons  par  exemple  xpx=^{l — x^){l — «u-*),  nous  aurons  a:'=l,  x*=^—\^ 
x'  =  \/l,   x'  =  -Y\',    a'=l,   -1,  J/A,    -j/i;    donc 

J  (x  —  a)  y  (1  —  x^)  (1  —  ax') 

/da  Ç  x^  dx 

7(f— ô*)  (1  —  «o^  ']  y(l  —œ^)l\  —  âJ^) 
/a^da  r  dx 


X 


X 


X 


X 


=      1,   x=      -1;    a=±l,    ±y\ 
.-1,   x=±(/i-;    «=±1,    ±]f\ 

fa  'a  —      ^     —  ^     a 


Si  dans  la  fommle  (22)  on  suppose    \px=^\  —  x*",    on  ti'ouve 

•    (ic=l,    x=  —  1,    a=z=l), 
où   m  -j-  1    doit  être  moindre  que  Tunité,  c'est-à-dire  que  m  <Ci  0.     On  a 

ViP.P')  ={p  +  ^  +  rn{p -\-p'  +  2)) fc*-''-«  : 

puisque   fcO+^'-»'*^  =  0,    à  moins  que  p  -\-p'  -|-  2  =  2 w,    et  connue   fc*"  =  —  1 , 
on  en  tire 

v{p^p')  =  —  {p  +  ^-\-^^^y 

L'intégi-ale    Ml — x^'^Yx^dx    peut  être  exprimée  par  la  fonction    /'.      On   a 
en  effet 


PETITE  CONTUIBUTION  A  LA  THÉORIE  DE  QUELQ.  FONCT.  TllANSCEND.  57 

f    {1  —  x*")"  x"  dr  =  —  f  {l—x*")''x''dx-{-f\l—x*')''x''dx. 

J  +1  J  0  J    0 


Mais  on  a 


/■'    {1  —  x^")" xr dx  =  {—  iy+^  f\l  —  x*"Yx^dx, 

J    0  J  0 

coiiiine  on  le  voit  en  mettant    — x   an  lieu  de   x.     Donc 

f    (1  —  x*-')'-x''dx=((—  1)"+'  —  l)  ^(1  —  z*")"ir''c/x, 

c'est-à-dire  qu'on  a 

r~(l— x*-)-j;"'<ic  =  — 2  f{l  —  a^'')x*'dx, 

J  +1  J  0 


rx*'*^dx  =  0. 


f    (l—a;»")' 
./ +1 


Or  on  déduit  aisément  d'une  fommle  connue  {Legendre  Exercices  de  calcul 
intégral  t.  I  p.  279)  l'équation  suivante 

/  (1  _  x«-)"  x}^dx=-    --  -  — ViVv  î 

on  a  donc 

r-'  r{m  + 1)  r('  t  ?-^) 

/     n  —  x^")"  x^^  dx  =  —    •    -  ^r4^N- 

J./  »'/'(,«  + i  +  ^r") 

En  substituant  cette  valeur,  et  écrivant  ensuite    —  m   pour  m,   on  obtient 
Si  Ton  fait   ?w,  =  ^,    on  trouve 


j(.r_a)l/l  — ;r^»        wVl  — a*"       Vi^-p  ^  -ff  ^     i_' T  ^P\J    y'I  —  a 

^  \2      "^       2fi     / 


S^n 


(^•=1,    jr=  —  1;    a=zl^    n-zza). 
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Par  exemple  si    ?j  =  3,   on  trouve 

J (.r — a) y  1 -v«        ^  iXi)V^ — «V  yi—  "«*       ^(^) vi — «V  Vl — «« 

(a;=l,   x=  —  1;    a=l). 
Or  on    a    7'(-|^)  n=:  y^,    en  substituant  cette  valeur  on  obtient 

j  (..f _ rt) y  1  z:;^        *  vr^«  ^(ï)  J  y  1  —  a«  '  *  Vi^'a^  Ki)j  Vl  -V^ 

I 

{x=:lj   x=  —  1;    a=l). 

Dans    ce    qui    précède   nous   avons   supposé    e^*(px.jpx  =  0'^    supposons 

maintenant   qu'on    ait    en    même   temps   —-  =  0,    et  désignons  par   a"  une 

valeur  de    a   qui  satisfait   à   cette    condition.      L'équation    (4)    devient    dans 
ce  cas: 

'  I  e^'(px.x^dx  =  0 

(^x  =  x\   x  =  x"'^    a=:a\    a  =  a''). 
Si  yx  =  0,    on  a  ' 

22w{p.p)  I     — --'  1  a)x.x^dx  =  0 

(26)  ^^^'^  'J  (fii.if'aj^ 

(^x  =  x'^   x  =  x"]    a  =  a\    a=^a''). 

Supposons  que   /î,  I3\  (V .,.  soient  négatifs,  mais  que  leurs  valeurs  ab- 
solues soient  moindres  que  l'unité,  nous  aurons    (px.iffx=:0   pour   x=  —  a^^\ 

et       =0   pour   a=:  —  a^'^K     On  obtient  ainsi  la  fonnule  suivante 
(fa  * 

(27)      *  ^\i^r)j     ,i„,    J    ^,, 

où  l'on  a  fait 

if,x  =  {x-{-ay(x.-\-a'f{x.^a"f"....     ' 
^>a  =  {a  -f  «)»-"  (a  -\-  aj-^'  (a  +  a")'"''". . . . , 
/î,  /'?',  i3" . . .  étant  positifs  et  nioiiidres  que  l'unité. 
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Eli  faisHTit    (S  =  /?' -.=: li"  =  •'•=:  ^^    011  obtient 


(28) 


{x  = 


—  ~a^^\    X 


/yO'-;.       ,1  __  _  „('Ù 


a 


ar= 


a'^^    a 


—  ff(^') 


a^«'^  ) . 


Dans  cette  formule  on  a 


Par  exemple  si  Ton  pose    (px  =  (l  —  u:)(l -|-u:)(l  —  cx)(l-\-cx)^    on    a 
OL=zl     a  =1  —  1,    a'  =  —  i    a"  ^=^  —  -5    donc 

r  lia  Ç  œ^  dx  /*  a'^ da  V'  dx 


(X=:  1  ,       X=  — 


X^=  1  J  X:=i 

X=  Ij  X=^  — 

X=  1 ,  x=  — 

X=lj  x  = 

X  =  1 ,  x=^ 

x= 1 ,  x  = 


c 

1 

c 


1  1 

x=      »    x  = 

c  c 


a=  1 ,     a=  —  1  ) 

1 
c 

1 
c 

1 


a  =  1 J     a  rzz  — 


c  c 


a 


a 


a 


1 
c 

1 

c 

1 

?    a=  — 

c  c 


1 ,     a  = 

1,     a=  — 

1 


1  1 

c  c 


(1) 

(2) 
(3) 
(4) 
(5) 

(fi) 
(7) 

(«) 


prise   de- 


Désifiiions    par    Fx    la   valeur   de    Tintéffrale    /  --.   _=^. —    -  

\  j  l/(l— ^^)(l-c*a:«) 

_  ^^^^-  depuis   ic  =  0 ,    nous 

y(l  — ^*)(1  —  c^u;^) 


aurons 


a' 


dx 


L  v(i-^'')(i-ô*^*) 

x"^  dx 


L 


a' 


„  y(i— .c*)(i— c"^") 


Ni  IJN  / 


=  Ea'  —  Ea. 


8* 
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0 

En  substituant  ces  valeurs,  on  aura  la  fomiule  suivante 


¥{\)e\^^'\  =  E{\)f\^^ 


On  n'obtient  pas  d'autres  relations  quel  que  soit  le  système  de  limites  qli'on 
emploie,  excepté  seulement  les  systèmes  qui  donnent  des  identités,  savoir 
le  l®*",  le  ô»^'"^  et  le  S»^*""®. 

■  . 

prise  d'une  limite  inférieure  arbitraire,  on  a 

En  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  (28),  on  obtient  la  suivante: 

(29)  2::s:{p—p')U'^^'^''^F(^),a)Fi^p\a')^2:2:{p^^^ 

De  cette  formule  on  peut  en  déduire  beaucoup  d'autres  plus  spéciales  en 
supposant  (fx  paire  ou  impaire,  mais  pour  ne  pas  m'étendre  trop  au  long 
je  les  passe  sous  silence. 

Il  faut  se  rappeler  que    «,   a',   a",   a'"    peuvent    désigner   des    racines 
quelconques  de  l'équation    {px=^0.     On  peut  aussi  supposer  az=za\  a" ^=^a". 


VI. 

RECHERCHE    DES    FONCTIONS  DE   DEUX   QUANTITÉS   VARIABLES  INDÉ- 
PENDANTES X  ET  y,  TELLES  QUE  /(x,  y),   QUI  ONT  LA  PROPRIÉTÉ 
QUE  /(2,  /(ic,  y))   EwST   UNE   FONCTION  SYMÉTRIQUE  DE   z,  x   ET  y. 


Journal  Air  die  reine  uiid  angewandto  Mathcmatik,    heraasgegeben  von  CreUe,   Hd.  ,1,  Berlin   1826. 


Si  l'on  désigne  p.  ex.  les  fonctions  x-^-y  et  xy  par  /(x,  y),  ou  a 
pour  la  première,  f{Zjf{x^  y))=iz-\-f(x^  y)  =  2-j-x-]-y7  6*  P^^r  la  se- 
conde, f[z^  f{x,  y))  =  zf(Xj  y)=zxy.  La  fonction  f{x^  y)  a  donc  dans 
Tun  et  l'autre  cas  la  propriété  remarquable  que  f{z^  f{x^  y))  est  une  fonc- 
tion symétrique  des  trois  variables  indépendantes  2,  a:  et  y.  Je  vais  cher- 
cher dans  ce  mémoire  la  fonne  générale  des  fonctions  qui  jouissent  de  cette 
propriété. 

L'équation  fondamentale  est  celle-ci: 

(1)  /(z,  /(x,  y))  =  une  fonction  symétrique  de   x^  y  et  z. 

Une  fonction  symétrique  reste  la  même  lorsqu'on  y  échange  entre  elles 
d'une  manière  quelconque,  les  quantités  variables  dont  elle  dépend.  On  a 
donc  les  équations  suivantes: 

'  f{z,Ax,y))=Az,fiy,r)), 

/(2,  /(-^j  y))  =A-^i  /(2»  y)) . 

(2)  /(2,/(;^,y))=/(x,/(y,3)), 

A^i  /(^7  y))  =Ay^  /(«»  •^))  ■ 
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Ijii  première  équation  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  (ju'on  n'ait 

c'est-à-dire  que  /{-c^  y)    doit  être  une  fonction  syniétrifjue  de    x   et   y.      Par 
cette  raison  les  équations  (2)  se  réduisent  aux  deux  suivantes: 

^  /(^ /(•'•,  y))  =/(.'/,/(2,^-))-. 

Soît  pour  abréger  f[,r^  //)=  ^'t  /{lit  2)^=  r,  f{z^  ■j[')==^Sj    on  aura 

(4)  /{z,r)^f{x,v)=f{y,,). 

En  différentiant  successivement  par  rapport  à    cr,  ?/,  2,    on  aura 

y.,      (Ir    ,.,     dtf 

^       dx  '^  '     djc  ^ 

/(y  *^        dy 

/,      ds  »,      dv 

Si  Ton  nmltiplie  ces  é(juations  membre  à  membre  et  qu'on   divise  les   pro- 
duits par   fr  .f'o.f^Sj    on  obtiendra  cette  équation 

.  -  V  ,       dr     dv     ds  dr  '  dv     ds 

(5) 


dj;    dy     dz  dy     dz    dx 

OU  bien 

dv  ds 

dr      dy     dr      dit 


dx      dv  dy      ds 

dz  dz 


Si    Ton    fait    z   invariable,      .    :    ,      se    réduira    à    une    fonction    de    ?/    seule. 

'      dy       dz  ^  ^ 

Soit  iff]!  cette  fonction,  on  aura  en  même  temps    --.-:  ---  =  y)u:;   car   s    est  la 
même  fonction  de    2    et   x    que    v   Test  de   z    et   y.       Donc 

.    .  dr  dr 

On  en  tirera,  en  intégi*ant,  la  valeur  générale  de    /•, 

r=tp(J  (pj- .  ilx  +.fify .  dij), 
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\ff  étant  une  fonction  arbitraire.     En  écrivant  pour  abréger  ipx  pour  f  ifxdx^ 

(pydyj    on  aura 

(7)  r=zip{ipx-\'<fij),    ou  f{x,i/)  =  ilj{(px-\-(pj/). 

Voilà  donc  la  forme  que  doit  avoir  la  fonction  cherchée.  ^lais  elle  ne  peut 
pas  dans  toute  sa  généralité  satisfaire  à  Téquation  (4).  En  eifet  Téquation 
(5),  qui  donne  la  fonne  de  la  fonction  f{x^  y)^  est  beaucoup  plus  générale 
([ue  réquation  (4),  à  laquelle  elle  doit  satisfaire.  Il  s'agit  donc  des  restric- 
tions auxquelles  Téquation  générale  est  assujettie.      On  a 

Or   r  =  ^^{(fx  -}-  yy))    donc 

Cette  expression  doit  être  symétrique  par  rapport  à   x^   y   et   z.     Donc 

(pz-{-(pilj{(pX'^(py)  =  (px-\-(pip{(py-\-(pz). 
Soit   (pz  =  0    et    (py  =  Oj    on  aura 

(pxfJifX  =.(pX-\-  (pip{0)  =i(px-\-'Cj 

donc  en  faisant    (px=p^ 

En  désignant  donc  par    y,  la  fonction  inverse  de  celle  qui  est  exprimée  par 
ç),   de  sorte  que 

(p(PiX  =  X^ 

on  trouvera 

La  fonne  générale  de  la  fonction  cherchée  /(x^  y)    sera  donc 

et  cette  fonction  a  en  effet  la  propriété  demandée.     On  tire  de  là 

ou,  en.  mettant    xpx  —  c    à  la  place  de    (px^    et  par  conséquent   yjy  —  c    à  la 
place  de    <///    et    tpf{j*jy)  —  c    à  la  place  de    y/(-^,  i/), 
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Cela  donne  le  théorème  suivant: 

horsijvHune  fonction  f{x^  y)  de  deux  quantités  variables  indépendantes, 
X  et  y  a  la  propriété  que  f(z^  /{p^j  y))  ^^  ^^^^  fonction  syméti*ique  de  x^ 
y    et    2,    il  y  aura  toujours  une  fonction   tp  pour  laquelle  on  a 

La  fonction  f{x^  y)  étant  donnée,  on  trouvera  aisément  la  fonction  i/fx. 
En  eflfet  on  aura  en  différentiant  Téquation  ci-dessus,  par  rapport  à  x  et 
par  rapport  à   y,    et  faisant  pour  abrégev  f{x^y)=zr 


donc  en  éliminant   y/V, 


d'où 


xp'r 

dr 
dx 

—  V^'ic, 

xp'r 

dr 
dy 

— vV» 

dr 
dy 

xjj'x 

dr      , 
dr 

.,./-. 

dx 

dy 
Multipliant  donc  par.  dx   et  intégrant,  on  aura 

dr 

^fx  =  'ip'y  l-f-d-c. 

'h 
Soit  par  exemple 

r=A^iy)=^^yj 

il  se  trouvera  une  fonction    ^/    pour  laquelle 

^p{xy)  =  ifjx-{'tpy.. 

^  dr  dr  , 

Comme    r  =  xy^   on  a     =y,     .    =cr,    donc 


rpx==iij'yj^dx=zyip'yAogcx, 


ou,  puisque  la  quantité   y    est  supposée  constante, 

tpx=^  a  \{)g  ex. 
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C-ela  doime    t/ty  =i(i  \og  cfj ^    ifj {xy)  =  a  \og  cxi/ ]    on  doit  donc  avoir: 

a  log  cxy  =  a  log  ex  -}-  a  log  cy , 

ce  qui  a  eflFectivement  lieu  pour   c=l. 

Par  un  procédé  semblable  au  précédent,  on  peut  en  général  trouver  des 
fonctions  de  deux  quantités  variables,  qui  satisfassent  à  des  équations  don- 
nées à  ti-ois  variables.  En  eifet^  par  des  dift'érentiations  successives  par  rap- 
port aux  diflerentes  (quantités  variables,  on  trouvera  des  équations,  desquelles 
on  peut  éliminer  autant  de  fonctions  inconnues  qu'on  voudra,  jusqu'à  ce 
qu'on  soit  pai'venu  à  une  équation  qui  ne  contienne  qu'une  seule  fonction 
inconnue.  Cette  équation  sera  une  équation  différentielle  partielle  à  deux 
variables  indépendantes.  L'expression  que  donne  cette  équation  contiendra 
donc  un  ceiiiain  nombre  de  fonctions  arbitraires  d'une  seule  quantité  variable. 
Lorscjue  les  fonctions  inconnues  trouvées  de  cette  manière  seront  substituées 
dans  l'équation  donnée,  on  trouvera-  une  équation  entre  plusieurs  fonctions 
d'une  seule  (quantité  variable.  Pour  trouver  ces  fonctions,  on  doit  différentier 
de  nouveau  et  l'on  parviendra  ainsi  à  des  équations  différentielles  ordinaires, 
au  moyen  desquelles  on  trouvera  les  fonctions,  qui  ne  sont  plus  arbitraires. 
De  cette  manière  on  trouvera  la  forme  de  toutes  les  fonctions  inconnues,  à 
moins  qu'il  ne  soit  impossible  de  satisfaire  à  l'équation  donnée. 


9 


vn. 

DÉMONSTRATION  DE  L'IMPOSSIBILITÉ  DE  LA  RÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE 
DES  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  QUI  PASSENT  LE  QUATRIÈME  DEGRÉ. 


Journal  fiir  die  reine  and  angewandte  Mathematik,  herAusgegeben  von  Orelle,   Bd.   1,  Berlin  1826. 


On  peut,  comme  on  sait,  résoudre  les  équations  générales  jusqu'au 
quatrième  degré,,  mais  les  équations  d'un  degré  plus  élevé,  seulement  dans 
des  cas  particuliers,  et,  si  je  ne  me  trompe,  on  n'a  pas  encore  répondu 
d'une  manière  satisfaisante  à  la  question:  "Est-il  possible  de  résoudre  en 
général  les  équations  qui  passent  le  quatrième  degré?"  Ce  mémoire  a  pour 
but  de  répondre  à  cette  question. 

Résoudre  algébriquement  une  équation  ne  veut  dire  autre  chose,  que 
d'exprimer  ses  racines  par  des  fonctions  algébriques  des  coefficiens.  Il  faut 
donc  considérer  d'abord  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques,  et  cher- 
cher ensuite  s'il  est  possible  de  satisfaire  à  l'équation  donnée,  en  mettant 
l'expression  d'une  fonction  algébrique  au  lieu  de  l'inconnue. 

§1- 

Sur  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques. 

Soient  x\  x'\  x'" ...  un  nombre  fini  de  «quantités  quelconques.  On 
dît  que  V  est  une  fonction  algébrique  de  ces  quantités,  s'il  est  possible 
d'exprimer  v  en  x!^  x'\  x!" ...  à  l'aide  des  opérations  suivantes:  1)  par 
l'addition;  2)  par  la  multiplication,  soit  de  quantités  dépendant  de 
x\  x'\  £" . . . ,  soit  de  quantités  qui  n'en  dépendent  pas  ;  3)  par  la  divi- 
sion;   4)    par    l'extraction    de    racines    d'indices    premiers.       Panni    ces    opé- 
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rations  nous  n'avons  pas  compté  la  soustraction,  Télévation  à  des  puissances 
entières  et  Textraction  de  racines  de  degrés  composés,  car  elles  sont  évidem- 
ment comprises  dans  les  quatre  opérations  mentionnées. 

Lorsque  la  fonction  v  peut  se  former  par  les  trois  premières  des 
opérations  ci-dessus,  elle  est  dite  algébrique  et  rationnelle,  ou  seulement  ration- 
nelle; et  si  les  deux  premières  opérations  sont  seules  nécessaires,  elle  est  dite 
algébrique^  rationnelle  et  entière,  ou  seulement  entière.  • 

Soit  f{jc\  x"y  x'" . . .)  une  fonction  quelconque  qui  peut  s'exprimer  par 
la  somme  d'un  nombre  fini  de  termes  de  la  forme 


où  A  est  une  quantité  indépendante  dfe  x\  x"  etc.  et*  où  /Wj,  m^  etc. 
désignent  des  nombres  entiers  positifs  ;^  il  est  clair  que  les  deux  premières 
opérations  ci-dessus  sont  des  cas  particuliers  de  l'opération  désignée  par 
f{x\  x'\  ic"'...).  On  peut  donc  considérer  les  fonctions  entières,  suivant 
leur  définition,  comme  résultant  d'un  nombre  limité  de  répétitions  de  cette 
opération.  En  désignant  par  v\  v'\  v'^'  etc.'  plusieurs  fonctions  des  quan- 
tités    x\  x"  x'*' de    la    même    forme    que    /(x',  a;"....),     la    fonction 

f{p\  i?''....)  sera  évidemment  de  la  même  forme  que  /(a:',  x''...).  Or 
f{v\  v"...)  est  l'expression  générale  des  fonctions  qui  résultent  de  l'opéra- 
tion y(izr',  x"....)  deux  fois  répétée.  On  trouvera  donc  toujours  le  même 
résultat  en  répétant  cette  opération  autant  de  fois  qu'on  voudra.     Il  suit  de 

là,   que  toute  fonction   entière  de  plusieurs  quantités    x\  x" i)eut  être 

exprimée  par  une  somme  de  plusieurs  tenues  de  la  fonne   ^x'"*' x"'"* 

Considérons  maintenant  les  fonctions  rationnelles.  Lorsque  f{x\  x'\..) 
et  ip(x\  x"...)  sont  deux  fonctions  entières,  il  est  évident,  que  les  trois 
premières  opérations  sont  des  cas  particuliers  de  l'opération  désignée  par 

/(.;>;\. .)  ^ 

9 

On  peut  donc  considérer  une  fonction  rationnelle  comme  le  résultat  de  la 
répétition  de  cette  opération.     Si  l'on  désigne  par    v\  v'\  v'"    etc.  plusieurs 

fonctions  de  la  forme  —;*/',,  "ï  ?    on  voit  aisément  que  la  fonction  --)-'—,/  '  ( 

peut  être  réduite  à  la  même  forme.  Il  suit  de  là,  que  toute  fonction  ration- 
nelle de  plusieurs  quantités    x\  x" peut  toujours  être  réduite  à  la  fonne 

/{x\x'\..,)^ 
(f{x',  ;r"  . . . .) 

où  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  fonctions  entières. 

9* 
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Enfin  nous  allons  chercher  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques. 
Désignons  par  f{x\  x'\,.)  une  fonction  rationnelle  quelconque,  il  est  clair 
que   toute   fonction    algébricjue    peut    être    composée    à    Taide    de    Topération 


m 


désignée   par   f{x\  x'\.,)    combinée    avec    l'opération    ^r^     où     m     est    un 
nombre   premier.       Donc,    si    p't  p'*  >"    sont    des    fonctions    rationnelles    de 


x\  x' 


n' 


sera   la   forme   générale    des   fonctions    algébriques    de    x\  x'\..^    dans   les- 

quelles  l'opération  exprimée  par  ]/r  affecte  seulement  des  fonctions  ration- 
nelles. Les  fonctions  de  la  forme  p^^  seront  dites  fonctions  algébriques  d?i 
premier  ordre.  En  désignant  par  ^/,  Pi' ...  plusieurs  quantités  de  la  fonne 
p^ ,    Texpressicm 


sera    la    forme    générale    des  fonctions   algébriques   de    x\  x"  .,.^    dans    les- 

quelles  l'opération  ^r  aftecte  seulement  des  ftmctions  rationnelles,  et  des 
fonctions  algébriques  du  premier  ordre.  Les  fonctions  de  la  forme  p^ 
seront  dites  fonctions  algébricpies  du  deuxième  ordre.  De  la  même  manière 
l'expression 


n,'  n,^  n, 


p,=f{x\x"...  Yp'\  v^?...  |/jv,  J^i>.",...  \'ih\  V/>/...), 

m 

dans  laquelle    p^\  p/  . . .  sont  des  fonctions  du  deuxième  ordre,  sera  la  fonne 
générale  des  fonctions   algébriques  de    x\  x" . . . ,   dans   lesquelles   l'opération 


m 


]/r  n'affecte  que  des  fonctions  rationnelles,  et  des  fonctions  algébriques  du 
premier  et  du  deuxième  ordre. 

En  continuant  de  cette  manière,  on  obtiendra  des  fonctions  algébriques 
du  troisième,  du  quatrième  .  .  .  du  /('*^*  ordre,  et  il  est  clair,  que  l'expression 
des  fonctions  du  //****"  ordre,  sera  l'expression  générale  des  fonctions  algé- 
briques. 

Donc  en  désignant  par  ^t  Tordre  d'une  fonction  algébrique  quelconque 
et  par    v    la  fonction  même,  on  aura 
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oh  p\  p"  .,.  sont  des  fonctions  de  Tordre  /i  —  1;  r\  r"  ...  des  fonctions 
de  Tordre  //  —  1  ou  des  ordres  moins  élevés,  et  n\  n" . . .  des  nombres 
premiers;  f  désigne  toujours  une  fonction  rationnelle  des  quantités  com- 
prises entre  les  parenthèses. 

On  peut  évidemment  supposer  qu'il  est  impossible  d'exprimer  Tune  des 

quantités  yjp\  )//>"...  par  une  fonction  rationnelle  des  autres  et  des  quan- 
tités r',  ?"  ...  ;  car  dans  le  cas  contraire,  la  fonction  v  aurait  cette  forme 
plus  simple, 


n" 


z;  =/(r',  r"  . . .  V/,  V^"'...), 


n 


où  le  nombre  des  quantités  y^/,  yjp"  . . .  serait  diminué  au  moins  d'une 
unité.  En  réduisant  de  cette  manière  l'expression  de  v  autant  que  pos- 
sible, on  parviendrait,  ou  à  une  expression  irréductible,  ou  à  une  expres- 
sion de  la  forme 

*)=/(/,  r",r"'...); 

mais  cette  fonction  serait  seulement  de  Tordre  //  —  1 ,  tandis  que  v  doit 
être  du  fV^^  ordre,  ce  qui  est  une  contradiction. 

n  n 

Si  dans  l'expression  de  v  le  nombre  des  quantités  ^lp\  Yp^  ...  est 
égal  à  7W,  nous  dirons  que  la  fonction  v  est  du  /t'*^  ordre  et  du  7?i'*"* 
der/rê.  On  voit  donc  qu'une  fonction  de  Tordre  //  et  du  degré  0  est  la 
même  chose  qu'une  fonction  de  Tordre  //  —  1 ,  et  qu'une  fonction  de 
Tordre    0    est  la  même  chose  qu'une  fonction  rationnelle. 

Il  suit  de  là,  qu'on  peut  poser 


n 


OÙ    p    est    une    fonction   de    Tordre    fi — 1,    mais     r',  ?•"...    des    fonctions 
du  /i'***  ordre  et  tout  au  plus  du  degré   m  —  1 ,    et  qu'on  peut  toujours  sup- 

n 

poser  qu'il   est  impossible  d'exprimer    ]/p    par   une   fonction    rationnelle   de 
ces  quantités. 

Dans    ce   qui   précède   nous    avons   vu    qu'une    fonction    rationnelle    de 
plusieurs  (juantités  peut  toujours  être  réduite  à  la  forme 


s 

7' 


où    s    et    t    sont  des  fonctions  entières  des  mêmes  quantités  variables.     On 
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conclut  de  là  que    v    peut  toujours  être  exprimé  comme  il  suit, 


n 

ir(r',  r"...  Vp) 


oh  (p  et  T  désignent  des  fonctions  entières  des  quantités  r\  r^' ...  et  ly;. 
En  vertu  de  ce  que  nous  avons  trouvé  plus  haut,  toute  fonction  entière  de 
plusieurs  quantités    .s,  /•',  r'* ...    peut  s'exprimer  par  la  forme 

Ut  ^••*  C  étant  des  fonctions  entières  de  r',  r'\  r'" ...  sans  s.  On  peut 
donc  poser 

12  m 

_  _^+_<,  ;>"  +  <,  y"  +  •  • .  +  <™î^  _  T 

où    /oî  ^••*  ^«    ®*   ^oî  î^i-«.  ^m'    sont  des  fonctions  entières  de  r\  r'^.v'"  etc. 

Soient    Fi,   Fg...   F„_j    les   n — 1    valeurs  de     F  qu'on  trouve  en  met- 

1  1  1       '  1  .  1. 

tant  successivement  ap",  a*^",  a^p""...  a''~^p''  au  lieu  de  p",  a  étant  une 
racine  diflférente  de  l'unité  de  l'équation    a" — 1=0;    on  trouvera  en  nmltî- 

pliant  le  numérateur  et  le  dénominateur  de    y   par    V\  V^  V^..\  F„_i 

Le  produit  VV^...  F^_i  peut,  comme  on  sait,  s'exprimer  par  une  fonction 
entière   de    j)    et   des   quantités    r\  r" . . . ,    et    le    produit     TV^...  F„_i    est, 

n 

comme  on  le  voit,  ime  fonction  entière  de  yp  et  de  r\  7*"  ....  En  suppo- 
sant ce  produit  égal  à 

1  Ji  k^ 

on  trouve 

12  * 

v=  — — ■ —  > 

s  s  s 

ou,  en  écrivant    Oq.  a.,  q^...  au  lieu  de   -^j      *  ?   -^    etc., 
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1       :;  k 

où    Ço?  ïi**«?*    ^^^^  des  fonctions  rationnelles  des  quantités   j)^  r\  r"...  etc. 
Soit   /il   un  nombre  entier  quelconque,  on  peut  toujours  poser 

a   et   a   étant  deux  nombres  entiers,  et    a<Cin.      Il  suit  de  là,  que 


f* 


En  mettant  donc  cette  expression  au  lieu  de  ^'*    dans  l'expression  de    v^    on 
obtiendra 

1  a  «—1 

^  =  îo+îii>"  +  22i>"H hîn^ii^  % 

Soî  ÎM  3a    étant    encore    des    fonctions   rationnelles   de    ^,  r\  r ''...,    et    par 
conséquent   des    fonctions    du    //•***    ordre    et    au    plus    du    degré    m  —  1 ,    et 

telles  qu'il  soit  impossible  d'exprimer    yy"    rationnellement  par  ces  quantités. 
Dans  l'expression  de    v    ci-dessus,   on  peut  toujours  faire    qi  =  1.      Car 
si    qi    n'est  pas  nul,  on  obtiendra,  en  faisant    p^=zpq'l^ 

1 
^        <l\      ^         ^1 


donc 


^ = îo  +i>/ + 1\  K + •  •  • + J::;  Pi 


^î  "     '       '  «r 


n— 1 

7 


expression    de    la    même    forme    que    la    précédente,    sauf  que    q^  =  1.       Si 

Çj  =  0,    soit    q^    une   des  quantités    q^  Çg.-.în-iî    q^^i   ^^  s^^*  P*s  nulle,  et 

ofÂ  a 

soit    q^p^=Pi'       On    déduit    de    là    q^p""  =pi'*.      Donc  en    prenant    deux 

nombres    entiers    a    et    /?,    qui    satisfassent    à    l'équation  a/i  —  /în  =  /i /,  ii / 
étant  un  nombre  entier,  on  aura 

fin-\-f*'  a  /a'  a 


u 


En  vertu  de  cela  et  en  remarquant  que    q^p*'=zp^''^    o    aura  la  fonne 


n— 1 


«  =  'io + Pi"  +  '/»Pi"  H h  'i»-i/'»  "  • 
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De  tout  ce  qui   précède  ou   couclut:     Si    v    est  uue  fonction   algébrique 
de  Tordre   fi    et  du  degré    //i,    on  peut  toujours  poser: 

13  3  n— 1 


^^^îo  +  p^  +  îaP^  +  îsP'H h2«-iP"  7 

n    étant    un    nombre    premier,    q^^  î*  •  •  •  î„_i     des    fonctions    algébriques    de 

Tordre    ft    et    du    degré    rn  —  1     au    plus,    p    une    fonction    algébrique    de 

1 

Tordre    fi — 1,    et   telle    que    p**    ne   puisse   s'exprimer    ratiomiellement    en 


§  II. 

Propriétés  des  fonctions  algéffriques  qui  satisfont  à  mœ  équoilon  donnée. 

Soit 

(1)  c,-\-c,y^c,y*^ ^c,_,^->4_y'  =  0 

une  équation  quelconque  du  degré  r,  où  Cq,  Cj  ...  sont  dès  fonctions  ration- 
nelles de  x\  x"  ...,  x\  x"  ...  étant  des  quantités  indépendantes  quelconques. 
Supposons  qu'on  puisse  satisfaire  à  cette  équation,  en  mettant  au  lieu  de  y 
une  fonction  algébrique  de    x\  x" Soit 

1                     2  n— 1 

(2)  i/  =  Î0  +  P"  +  Î.P"H V^lr^^V" 

cette  fonction.  En  substituant  cette  expression  de  y,  dans  Técjuation  pro- 
posée, on  obtiendra,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  une  expression  de  la  forme 

1  %  n— 1 


(3)  r, ^r,p-  +  r,p»  -| Y r^_,p  "  =  0, 

où  Tq,  r,,  rg . . .  ?'„_i  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  p,  q^^  Çi . . .  <2„_i. 
Or  je   dis    que  Téquation   (3)   ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  qu'on  n'ait 
séparément 

/•o  =  0,    r^  =  0 r„_i  =  0. 

1 
En    effet,    dans    le    cas    contraire,    on    aurait    en    posant    p^^^^z    les    deux 

équations 

z'»  — p  =  0 

et 

/•«  +  >-i2 H-  r,z'  H [-  r,_,2'-^  =  0 , 
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qui  auraient  une  ou  plusieurs  racines  communes.  Soit  k  le  nombre  de  ces 
racines,  on  peut,  comme  on  sait,  trouver  une  équation  qui  a  pour  racines 
les  *fc  racines  mentionnées,  et  dont  les  coefficiens  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de    p,  ro,  ri...?-„_i.      Soit 

cette  équation,  et 

^0  +  hz  +  Uz'  H h  ^^-1^^"'  +  ^^ 

un  facteur  de  son  premier  membre,  où  /q?  ^  ^^'  ^^^^^  des  fonctions  ration- 
nelles de    p,  /'o,  ^i...^„_i,    on  aura  de  même 

et  il  est  clair  qu'on  peut  supposer  qu'il  est  impossible  de  trouver  une  équa- 
tion de  la  même  fonne  d'iin  degré  n^oins  élevé.  Cette  équation  a  ses  /i 
racines  connnunes  avec  Téquation  z"  —  p  =  0.  Or  toutes  les  racines  de 
réquation  2" — .^  =  0,  sont  de  la  forme  «2,  où  a  est  une  racine  quel- 
conque de  Tuiiité.  Donc  en  remarquant  que  //  ne  peut  être  moindre  que 
2,  parce  qu'il  est  impossible  d'exprimer  z  en  fonction  rationnelle  des  quan- 
tités   p,  To,  ri...^„_i,    il  s'ensuit,  que  deux  équations  de  la  forme 

et 

doivent  avoir  lieu.     De  ces  équations  on  tire,  en  éliminant    z^, 

7o(l  — a^)  +  ^(«  — «^)2H ^t^_,{af^-'  —  a^)z^-'  =  0. 

Mais  cette  équation  étant  du  degré    fi  —  1 ,    et  l'équation 

étant  irréductible,  et  par  conséquent  ^0  ^^^  pouvant  être  égal  à  zéro,  on 
doit  avoir    a^  —  1  =  0,    ce  qui  n'a  pas  lieu.      On  doit  donc  avoir 

Maintenant,  ces  équations  ayant  lieu,  il  est  clair  que  l'équation  proposée 

sera   satisfaite   par   toutes   les   valeurs    de    y    qu'on  obtient  en  attribuant  à 

1  111 

p"   toutes  les  valeurs    «p",    a*/?**  .  .  .  «""^p".       On  voit  aisément  que  toutes 

10 
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ces  valeurs  de  y  seront  différentes  entre  elles;  car  dans  le  cas  contraire 
on  aurait  une  équation  de  la  même  forme  que  (3),  mais  une  telle  équation 
conduit,  comme  on  vient  de  le  voir,  à  des  contradictions. 

En  désignant  donc  par    yi'i  y^'^Vn    ^    racines   différentes   de   l'équation 
(1),  on  aura 

1  2  n—\ 

1  2  fi— 1 


n— 1 


De  ces    n    équations  on  tirera  sans  peine 

p'  =  -  d/i + «"^'y» + «"~*i/3  H h  «^.), 

1     1 


1 

On    voit    par    là    que    toutes    les    quantités    ;?'*,  q^^  Sa-'-î»-!     sont    des 
fonctions  rationnelles  des  racines  de  l'équation  proposée.     En  effet  on  a 


%=^ 


Cîonsidérons  maintenant  l'équation  générale  du  degi'é    //i, 
et  supposons  qu'elle  soit  résoluble  algébriquement.      Soit 


n— l 


en  vertu  de  ce  qui  précède,  les  quantités  y,  s^^  s^  etc.  peuvent  s'exprimer 
rationnellement  en  x^^  Xj...x„,  en  désignant  par  x^^  x^,..x^  les  racines 
de  l'équation  proposée. 
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Considérons  Tune  quelconque  des  quantités  i?,  Aq,  s\  etc.  par  exemple 
V.  Si  Ton  désigne  par  v^^  v^...v^,  les  valeurs  différentes  de  Vj  qu'on 
trouve  lorsqu'on  échange  entre  elle  les  racines  x^^  Xi...x^  de  toutes  les 
manières  possibles,  on  pourra  former  une  équation  du  degré  n'  dont  les 
coefficiens  sont  des  fonctions  rationnelles  de  a,  ai...a„_i,  et  dont  les  ra- 
cines sont  les  quantités  v, ,  v^... v^, ,  qui  sont  des  fonctions  rationnelles  des 
quantités    x^  x^...x^. 

Donc  si  Ton  pose 

f 

toutes  les  quantités  u^^  t^^  t%>.^.ty_i  seront  des  fonctions  rationnelles  de 
t'i,  V2....v^,j  et  par  conséquent  de  x^^  X2...,x^.  En  traitant  les  quantités 
Vj  'oî  h    Gtc.  de  la  même  manière,  on  en  conclut  que 

si  une  équation  est  résoluble  algébriquement,  on  peut  toujours  donner 
à  la  racine  une  forme  telle,  que  toutes  les  fonctions  algébriques  dont 
elle  est  composée  puissent  s'exprimer  par  des  fonctions  rationnelles  des 
racines  de  l'équation  proposée. 


§  m. 

Sur  le  nomfrre  des  valeurs  différentes  qaune  fonction  de  plusieurs  quantités  peut  acquérir^ 

lorsquon  échange  entre  elles  les  quantités  quelle  renferme. 

Soit  V  une  fonction  rationnelle  de  plusieurs  quantités  indépendantes 
Xi^  x^  .  .  .  x„.  Le  nombre  des  valeurs  différentes  dont  cette  fonction  est 
susceptible  par  l'échange  des  quantités  dont  elle  dépend,  ne  peut  surpasser 
le  produit     1 . 2 . 3  . . .  w.       Soit    //     ce  produit. 

Soit  maintenant 

^lafiyd.... 
\ab cd .  » , , 

la  valeur  qu'une  fonction  quelconque  v  reçoit,  lorsqu'on  y  substitue  x^^Xf^^x^^  Xj 
etc.  au  lieu  de  x„,  x^,  x,^,  x^^  etc.,  il  est  clair  qu'en  désignant  par  A^j  A2...A^ 
les  diverses  pennutations  en  nombre  de  //  que  l'on  peut  former  avec  les 
indices  1,  2,  3... 7/,  les  valeurs  différentes  de    v   pourront  être  exprimées  par 

10* 
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Supposons  que  le  nombre  des  valeurs  diflérentes  de  v  soit  moindre  que  //, 
il  faudra  que  plusieurs  valeurs  de  v  soient  égales  entre  elles,  en  sorte 
qu'on  ait  par  exemple 

Si  l'on  fait  subir  à  ces  quantités  la  substitution  désignée  par  \  ^  L  on 
aura  cette  nouvelle  série  de  valeurs  égales 

valeurs  qui  sont  différentes  des  premièi'es,  mais  en  même  nombre.  En  chan- 
geant   de    nouveau    ces    quantités   par  la   substitution   désignée  par        .  ^       L 

on  aura  un  nouveau  système  de  quantités  égales,  mais  différentes  des  précé- 
dentes. En  continuant  ce  procédé  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  toutes  les 
permutations  possibles,  les  //  valeurs  de  v  seront  partagées  en  plusieurs 
systèmes,  dont  chacun  contiendra  un  nombre  de  ra  valeurs  égales.  Il  suit 
de  là  que  si  l'on  représente  le  nombre  des  valeurs  différentes  de  v  par  (/, 
nombre  égal  à  celui  des  systèmes,  on  aura 

(m=i  1.2.3...W, 
c'est-à-dire: 

Le  nombre  des  valeurs  différentes  qu'une  fonction  de  n  quantités  peut 
acquérir  par  toutes  les  substitutions  possibles  entre  ces  quantités,  est  néces- 
sairement un  diviseur  du  produit    1 . 2 . 3  . . .  n.      Cela  est  connu. 

Soit  maintenant        .M     une    substitution    quelconque.      Supposons  qu'en 

appliquant  celle-ci  plusieurs  fois  de  suite  à  la  fonction  r  on  obtienne  la 
suite  des  valeurs 

il  est  clair  que  v  sera  nécessairement  répété  plusieurs  fois.  Lorsque  v 
revient  après  un  nombre  p  de  substitutions,  nous  disons  que  \  a^  ]  est  une 
substitution  récurrente  de  Vordre  .p.     On  a  donc  cette  série  périodique 

ou  bien,  si  l'on  représente  par    ^M   /        la  valeur  de    r    qu'on  obtient  après 
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avoir  répété    r    foh  de   suite    la  substitution   désignée   par       ^    )»    <>^^    ^    ^^ 


s 


érie 


-ir-(tr-(tr---"(ir-(r" 


Il  suit  de  là  que 

Or  soit   p    le  pliLs  grand  nombre  premier  contenu  dans    n,    si  le  nombre 
des  valeurs  différentes  de    v    est  moindre  que    p^    il  faut  qu'entre    2^    ^^' 

m 

leurs  quelconques,  deux  soient  égales  entre  elles. 
Il  faut  donc  que  des    p   valeurs, 

deux  soient  égales  entre  elles.      Soit  par  exemple 


on  en  conclut  que 


^'uii'^^itr' 


Ecrivant    r    au  lieu  de    /--|-/>  —  r    et  remarquant  que    ^(^M  =^7    on  en 


tire 

'm 


A.  '   ' 


où  r  évîdennnent  n'est  pas  multiple  de  p.  La  valeur  de  v  n'est  donc 
pas  changée  par  la  substitution  jM  ?  ni  par  conséquent  non  plus  par  la 
répétition  de  la  même  substitution.      On  a  donc 

Aj    ' 

a  étant  un  nombre  entier.  Maintenant  si  p  est  un  nombre  premier,  on 
pourra  évidennncnt  toujours  trouver  deux  nombres  entiers    a    et   (3    tels  que 


ra 
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donc 

et  puisque 


A.  '     ' 


on  aura 

A, 
v  =  v\   .    ,. 


La  valeur  de    v    ne   sera   donc   pas   changée   par    là   substitution    récurrente 
.M    de  l'ordre    p. 
Or  il  est  elair  que 

\fiyde  ,..rfii  \yafid ...^fj 

sont  des  substitutions  récun-entes  de  l'ordre  p^  lorsque  p  est  le  nombre 
des  indices  a^  ftj  y  ,  .  .  rj.  La  valeur  de  v  ne  sera  donc  pas  changée  non 
plus  par  la  combinaison  de  ces  deux  substitutions.  Ces  deux  substitutions 
sont  évidemment  équivalentes  à  cette  unique 

et  celle-ci  aux  deux  suivantes,  appliquées  successivement, 

La  valeur  de  v  ne  sera  donc  pas  changée  par  la  combinaison  de  ces  deux 
substî  tutions .      I  )on  c 


de  même 


d'oïl  l'on  tire 


-'Wlh 


-'Wlr 


a,3\  lyâ 


On  voit  par  là  (jue  la  fonction    ?'     n'est  pas  changée   par   deux   substi- 
tutions successives  de  la  forme    L^    U    a    et   (3    étant  deux  indices  quelcon- 
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quas.  Si  Ton  désigne  une  telle  substitution  par  le  nom  de  ij'anspositton, 
on  peut  conclure  qu'une  valeur  quelconque  de  v  ne  sera  pas  changée  par 
un  nombre  pair  de  transpositions,  et  que  par  conséquent  toutes  les  valeurs 
de  V  qui  résultent  d'un  nombre  impair  de  transpositions  sont  égales.  Tout 
échange  des  élémens  d'une  fonction  peut  s'opérer  à  l'aide  d'un  certain  nom- 
bre de  transpositions;  donc  la  fonction  v  ne  peut  avoir  plus  de  deux  va- 
leurs différentes.      De  là  on  tire  le  théorème  suivant: 

Le  nombre  des  valeurs  diftérentes  que  peut  obtenir  une  fonction  de    n 
quantités,  ne  peut  être  abaissé  au   dessous  du  plus   grand   nombre  pre- 
mier qui  ne  surpasse  pas    n,    à  moins  qu'il  ne  se  réduise  à  2  ou  à  1. 
Il  est  donc  impossible  de  ti'ouver  une  fonction  de  5  quantités   qui  ait  3 
ou  4  valeurs  différentes. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  prise  d'un  mémoire  de  M.  Cauchy 
inséré  dans  le   17'**^  caliier  du  Journal  de  l'école  polytechnique  p.   1. 

Soient  v  et  v'  deux  fonctions  dont  chacune  ait  deux  valeurs  diffé- 
rentes, il  suit  de  ce  qui  précède  qu'en  désignant  par  i?i,  i\  et  ^?/,  v^'  ces 
doubles  valeurs,  les  deux  expresi^ions 

v^-^-'i^    et    v^v^'-^v^v^' 

seront  des  fonctions  symétriques.      Soit 

v^  -|- 1\  =  t    et    v^  y/  -|-  Vsj  v/  =  fi , 


on  en  tire 


Soit  maintenant  le  nombre  des  quantités    x^^  x^  .  .  .  x^    égal  à  cinq,  le  produit 

l}={x^-x^){x,-x^){x,-x^){x,-x^){x^-Xs){x,-x,){x,^-x^){^^^ 

sera  évidemment  une  fonction  (jui  a  deux  valeurs  différentes;  la  seconde  va- 
leur étant  la  même  fonction  avec  le  signe  opposé.  Donc  en  posant  i\'  =  ^^ 
on  aura    v^  =  —  p.      L'expression  de     i\    sera  donc  ^ 

_  «,  +  çt 

ou  bien 

t  • 

oii  \t  est  une  fonction  symétrique;  (f  a  deux  valeurs  (jui  ne  différent 
que  par  le  signe,   de  sorte  (jue   ,.  \    est  également  une  fonction  symétrique. 


"'-      2ç 
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Donc,    en   posant    ^t  =p    et    ^\  =  q,    il  s'ensuit  que 

toute  fonction  de  cinq  quantités  qui  a  deux  valeurs  différentes   pourra 

être    mise    sous    la    forme    p-\-qifj    où    p    et    q    sont    deux    fonctions 

symétriques  et    (j  =  {x^  —  x^)  (x^  —  ^^s)  .  .  .  (^4  —  x^) . 

Pour  atteindre  notre  but  nous  avons  encore  besoin  de  la  fonne  générale 

des  fonctions   de   cinq   quantités    qui    ont  cinq   valeurs  différentes.      On  peut 

la  trouver  comme  il  suit: 

Soit  V  une  fonction  rationnelle  des  quantités  x^^  x^^  Xg,  x^^  X5,  qui  ait 
la  propriété  d'être  invariable  lorsqu'on  échange  entre  elles  quatre  des  cinq 
quantités,  par  exemple  x,,  X3,  x^j  x^.  Dans  cette  condition  v  sera  évidem- 
ment symétrique  par  rapport  à  x^^  x^^  x^^  x^.  On  peut  donc  exprimer  ?' 
par  une  fonction  rationnelle  de  x^  et  par  des  fonctions  symétriques  de 
Xj,  Xj,  ^4,  X5.  Mais  toute  fonction  symétrique  de  ces  quantités  peut  s'expri- 
mer par  une  fonction  rationnelle  des  coefficiens  d'une  équation  du  quatrième 
degré,  dont  les  racines  sont    x^,  Xj,  x^,  x-^.      Donc  en  posant 

{x — x^  (x  —  Xj)  {x  —  x^)  (x  —  x^)^=x* — j)X^-\-qx^ —  rx-\-s , 

la  fonction    v    peut  s'exprimer  rationnellement  en    x^^  2^1  2?  '"?  ^*      Mais   si 
l'on  pose 

(x  —  Xi)  {x — Xg)  (x — Xj)  (x  —  X4)  (x  —  X5)  =  x^  —  ax*  -f-  ix*  —  ex*  -\-dx  —  e, 

on  aura 

(x  —  Xi)(x* — px^-\-qx^  —  rx-\-s)=^x^  —  ax*-{-bx^  —  cx^-\-dx  —  e 
=  x*  — (^4-Xi)x*-f  (g:-f^Xi)x*  — (r-f-2^i)x*-f-(5-f  rxi)x— A-Xi, 

d'où  l'on  tire 

p^a  —  Xj , 
q  =  b  —  axj  -\-  X  J , 
r=ic  —  ixj  -\-  axl  —  xj , 

s  =  d  —  cxi  -j-  bxl  —  axl  -|-  xj  ; 

la  fonction    v    peut  donc  s'exprimer  rationnellement  en    x^^  a^  b^  Cj  d. 
Il  suit  de  là  que  la  fonction    v    peut  être  mise  sous  la  forme 

t 

V  =  7 

OÙ    t    et    <pXi    sont  deux  fonctions  entières  de   Xj,  a,  6,  c,  d.     En  nmltipliant 
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le  nuinérateur  et  le  dénommateur  de  cette  fonction  par  (pJc^.ifJL\.ipu\,ifx-^^ 
on  aura 

« 

Or  <fx^ .  (fx^  •  ^^4 .  (px^  est,  connue  on  le  voit,  une  fonction  entière  et  symétrique 
de  x^j  x-j,  X4,  u-j.  On  peut  donc  exprimer  ce  produit  en  fonction  entière 
de  pj  </,  r,  .s  et  par  suite  en  fonction  entière  de  Xj,  a,  i,  c,  c?.  Le 
numérateur  de  la  fraction  ci-dessus  est  donc  une  fonction  entière  des  mêmes 
([uantités;  le  dénominateur  est  une  fonction  symétrique  de  x,,  x^^  Xj,  x^j  x-^ 
et  par  conséquent  il  peut  s'expiimer  en  fonction  rationnelle  de  a,  i,  c,  c?,  c. 
On  peut  donc  poser 

En  nuiltipliant  Téquation 

x\  =  ctx\  —  bx\  -f-  cxl  —  dxi  -\-  e 

successivement  par  x^^  xj  ,  .  .  Xj"*,  il  est  clair  qu'on  obtiendra  m  —  4 
équations,  desquelles  on  tirera  pour  xj,  xj  .  ,  .  x"  des  expressions  de  la 
fonne 

où    «,  /y,  ;^,  cT,  *    sont  des  fonctionîi  rationnelles  de    «,  6,  c,  c?,  e. 
On  peut  donc  réduire    v    à  la  fonne 

(a)  V  =  y'o  +  f\x,  +  r,xï  -|-  r^x\  -[-  r^x} , 

oîi  /'o,  /'i,  /•*  etc.  sont  des  fonctions  rationnelles  de  «,  b^  c,  c/,  f^,  c'est-à-dire 
des  fonctions  symétriques  de    x^,  x^,  Xj,  X4,  X5. 

Voilà  la  forme  générale  des  fonctions  qui  ne  sont  pas  altérées  lorsqu'on 
y  échange  eritre  elles  les  quantités  x,,  Xj,,  X4,  X5.  Ou  elles  ont  cinq  va- 
leurs différentes,  ou  elles  sont  symétritjues. 

Soit  maintenant  ??  une  fonction  rationnelle  de  Xj,  x,,  X3,  X4,  X5,  qui 
ait  les  cinq  valeurs  suivantes  r^,  t\^  ^3,  «'4,  v^,.  Considérons  la  fonction 
Xii\  En  y  échangeant  entre  elles  de  toutes  les  manières  possibles  les 
quatre  quantités  x,,  X3,  X4,  X5,  la  fonction  x^v  aura  toujours  une  des  va- 
leurs suivantes 

Or  je  dis,  (jue  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  x^v  résultant  de 
ces  changements  sera  moindre  que  cinq.     En  effet,  si  toutes  les  cinq  valeurs 

11 


f 


4 
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avaient  lieu,  on  tirerait  de  ces  valeurs  en  échangeant  x^  successivement 
avec  x^,  X3,  X4,  X5,  20  valeurs  nouvelles,  qui  seraient  nécessairement  diffé- 
rentes entre  elles  et  des  précédentes.  La  fonction  aurait  donc  en  tout  25 
valeurs  différentes,  ce  qui  est  impossible,  car  25  n'est  pas  diviseur  du  produit 
1.2.3.4.5.      En   désignant  donc  par    /t    le   nombre   des  valeurs   que   peut 

• 

prendre  r  lorsqu'on  y  échange  entre  elles  les  quantités  jr^^  j^,,  x^^  x^,  de 
toutes  les  manières  possibles,    fi   doit  avoir  l'une  des  quatre  valeurs  suivantes 

1, 2, 3, 4.  . 

1.  Soit    11  =  1,    d'après  ce  qui  précède     r    sera  de  la  forme  (a). 

2.  Soit  ^a  =  4,'  la  sonnne  ?'i -f- ''2  "h ''»  ^- ^4  sera  une  fonction  de  la 
fonne  (a).  Or  on  a  ^-5  =  {o^  -[-  v^  -f"  ^'3  +  ''4  +  ^'5)  —  (^'1  +  ^\  +  ^3  +  ^\)  =  ^"»^ 
fonction  symétrique  moins    (^?i-|-y2-f-^3"f"  ^'4))     donc    ^5    est  de  la  forme  (a). 

3.  Soit    /t=:2,    t\-\-v^    sera  une  fonction  de  la  forme  (a).     Soit  donc 

V,  -f  t\  =  y-o  +  >'i^i  +  r^^l  +  ^  3-^ï  +  '  4^î  =  y-^'i  • 
En  échangeant  successivement   x^    avec    Xg,  X3,  x*4,  JTg,    on  aura 

c,      +  v^  =  (pX^  , 


OÙ  m  est  un  des  nombres  2,  3,  4,  5.  Pour  ?h  =  2,  on  aura  (pxi^^ipx^^ 
ce  qui  est  impossible,  car  le  nombre  des  valeurs  de  (px^^  doit  être  cinq.  Pour 
VI  =  S    on  aura 

d'où  l'on  tire 

2i\  =  (fXi  —  (fx^  -\-  (fx^ . 

Mais  le  second  membre  de  cette  écjuation  a  plus  de  5  valeurs,  car  il  en  a 
30.  On  prouvera  de  la  même  manière  (jue  vt  ne  peut  être  égal  à  4  ni 
à  5.      Il  suit  de  là  que    /t    n'est  pas  égal  à  2. 

4.  Soit  //  =  3.  Dans  ce  cas  v^-^v^-^-  0^  et  par  conséquent  t'i-j"^'^ 
=  (6*1  -|- 1\  -j-  v^  -(- 1\  -f-  V5)  —  (^1  -|-  ^i  -\-  v^)  aiu-a  cinq  valeurs.  Mais  ou  vient 
de  voir  que  cette  supposition  est  inadmissible.  Donc  fi  ne  peut  non  plus 
être  égal  à  3. 
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De  tout  cela  on  déduit  ce  théorème: 
Toute  fonction  rationnelle  de  cinq  quantités,   qui  a  cinq  valeurs  diffé- 
rentes, aui'a  nécessairement  la  forme 

o^    ^01  ^u  ^'2    ^^'    ^^^^  ^^^  fonctions   symétriques,    et    x    l'une   quel- 
conque des  cinq  quantités. 
De  réquation 

^0  4"  ^1^  "h  ^2^*  "h  ^3^^  "h  ^4^*  ^^  ^ 

on  déduira  aisément,  en  faisant  usage  de  Téquation  proposée,  pour  la  valeur 
de    Xy    une  expression  de  la  forme  suivante 

où  ,So?  «"^n  '^^î  ^^^'1  de  même  que  ro,  rj,  ?'2  ^^c.,  sont  des  fonctions  symé- 
triques. 

Soit    V    une   fonction   rationnelle   qui  ait   m    valeurs  différentes    i\^  r^^ 
^•3  .  .  .  ?*„.      En  posant 

{v  — 1\)  {v  —  v^)  {v  —  v^)  .  .  .  {v  —  v^) 

on  sait  que  q^^  Çi,  q^  -  -  *  sont  des  fonctions  symétriques,  et  que  lesf  771  ra- 
cines de  l'équation  sont  Vi^  V2^  v^  .  .  .  v„.  Or  je  dis,  qu'il  est  impossible 
d'exprimer  la  valeur  de  ?'  comme  racine  d'une  équation  de  la  même  forme, 
mais  d'un  degré  moins  élevé.      En  effet  soit 

to  +  hv-\-t,v'-\ \-f,^,v^'-'  +  v^  =  0 

une  telle  équation,  t^^  t^  etc.  étant  des  fonctions  symétriques,  et  soit  v^  une 
valeur  de    v    qui  satisfasse  à  cette  équation,  on  aura 

En  échangeant  entre  eux  les  élémens  de  la  fonction,  on  trouvera  la  série 
suivante  d'équations:  * 

V'  +  t^^^v^-'-l ={v-v,)P,, 

v^  +  t^^,v^-'-\ ={v-v,)P,, 

î-"  +  ^-i''^'  '-I ={r  —  v,)P^. 

11* 
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On  en  conclut  que  ?'  —  ?'i,  v  —  v^^  v  —  v^  .  .  .  t^  —  v„  seront  des  facteurs 
tle  y/*-|-f^_ji;"-^-|-  ...  et  que  par  conséquent  u  doit  nécessairement  être 
égal  à   VI,      On  en  tire  le  théorème  suivant: 

Lorsqu'ime  fonction  de  plusieurs  quantités  a  m  valeurs  différentes,  on 
peut  toujours  trouver  une  équation  du  degré  m^  dont  les  coefficiens 
soient  des  fonctions  symétriques,  et  qui  ait  ces  valeurs  pour  racines;  mais 
il  est  impossible  de  trouver  une  équation  de  la  même  foniie  d'un  degré 
moins  élevé  qui  ait  une  ou  plusieurs  de  ces  valeurs  pour  racines. 


§  IV. 

DêmonMraiion  (le  r Impossibilité  cU  la  rêsdriiion  gé^iArcJe  (U  VAqmilio^i  du  cinquihne  degré. 

En  vertu  des  propositions  trouvées  plus  haut  on  peut  énoncer  ce  théo- 
rème: 

"Il  est  impossible  de  résoudre   en   général   les  équations   du  cinquième 
"degré." 
D'après  1«  §  II,    toutes    les    fonctions    algébriques    dont   une    expression 
algébrique    des   racines  est  composée,  peuvent    s'exprimer  par  des    foncticms 
rationnelles  des  racines  de  l'équation  proposée. 

Comme  il  est  impossible  d'exprimer  d'une    manière    générale    la    racine 
d'une  équation  par  une  fonction  rationnelle  des  coefficiens,  on  doit  avoir 

« 

ol\  m  est  un  nombre  premier  et  R  une  fonction  rationnelle  des  coefficiens 
de  l'équation  proposée,  c'est-à-dire  une  fonction  symétrique  des  racines;  v 
est  une  fonction  rationnelle  des  racines.      On  en  conclut 

En  vertu  du  §  II,  il  est  impossible  d'abaisser  le  degi'é  de  cette  équation;  la 
fonction  -v  doit  donc,  d'après  le  dernier  théorème  du  paragraphe  précédent, 
avoir  m  valeurs  différentes.  Le  nombre  m  devant  êti'e  diviseur  du  pro- 
duit 1.2.3.4.5,  ce  nombre  peut  être  égal  à  2  ou  à  3  ou  à  5.  Or  (§  III) 
il  n'existe  pas  de  fonction  de  cinq  variables  qui  ait  3  valeurs:  il  faut  donc 
qu'on  ait  w  =  5,  ou  7/ii=2.  Soit  w,  =  5,  -on  aura,  ainsi  qu'il  résulte  du 
paragraphe  précédent 
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5 

1  s  s  4 

0"  =  .s„ -|- ,s, 7?  '  -{-,<f«7j!"  -|-  s^li"  -|-  .S47/"'  . 
On  en  tire  (§  II) 

où  «^  =  1.  Cette  équation  est  impossible,  attendu  que  le  second  membre  a 
120  valeurs  et  que  pourtant  il  doit  être  racine  d'une  équation  du  cinquième 
degré    2^  —  .<îJ/^  =  0.     On  doit  donc  avoir  vi  =  2. 

On  aura  donc  (§  II) 
oh    ]j    et    q    sont  des  fonctions  symétriques,  et 

.s*  =:  [Xi        X^)  .  ,  ,  yX^         Xf^  ) . 

On  en  tire,  en  échangeant    Xi    et   x^    entre  eux, 

—  yB  =  p  —  qs, 

d'oïl  l'on  déduit  p:=0  et  ]/R=zqs.  On  voit  par  là,  que  toute  fonction 
algébrique    du   premier   ordre  qui   se  trouve  dans   l'expression  de  la    racine, 

doit  nécessairement  avoir  la  forme  «  -f-  /?  ^f^  =  (7  -|-  /?,s,  où  «  et  /?  sont  des 
fonctions    symétriques.      Or  il  est  impossible  d'exprimer  les   racines   par  utie 

fonction   de    la  fonne  a-\-[iyii\  il  doit  donc  y  avoir  une  équation  de  la  fonne 


où  a  et  p  ne  sont  pas  nuls,  m  est  un  nombre  premier,  a  et  ft  sont  des  fonc- 
tions symétriques,  et  r  est  une  fonction  rationnelle  des  racines.      Cela  donne 


m 


^a-ffts  =  Vij   y»  — /3.s  =  i'8, 
où  r,  et  v\  sont  des  fonctions  rationnelles.     On  aura  en  multipliant  i\  par  î;^. 


M 


v,v,  =  Ya*'—ft*'ft*. 


Or  «*  —  /?***    est    une    fonction    symétrique.       Si    maintenant       y  a*  —  /î*.s* 
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n'est  pas  une  fonction  symétrique,  le  nombre  7/?,  diaprés  ce  qni  précède,  doit 

$tre  égal  à  deux.  Mais  dans  ce  cas  v  sera  égal  à  |  «  -|-  /9  Vs*  ;  ii  aura  donc 
(juatre  valeurs  différentes,  ce  qui  est  impossible. 

m 

11  faut  donc  que  |^«*  —  /?*.s"  soit  une  fonction  symétrique.     Soit  y  cette 
fonction,  on  aura 

Soit 

W .  f 

Désignons  par    p^^  p^^  p^  .  .  .  p„    les  valeurs  différentes  de    p    qui  résultent 

1  1  1  1 

de  la  substitution    successive    de    «72"*,  a*i2'%  a^R""  .  .  .  a'^-^R'"    à    la    place 

de    i?*",    «  satisfaisant  à  Téquation 
et  faisons  le  produit 

On  voit  sans  peine  que  A^  A^  etc.  sont  des  fonctions  rationnelles  des  coef- 
ficiens  de  Téquation  proposée  et  par  conséquent  des  fonctions  symétriques  des 
racines.  Cette  équation  est  évidemment  irréductible.  Il  faut  donc  d'après  le 
dernier  théorème  du  paragraphe  précédent  que  p^  considéré  comme  fonction 
des  racines,  ait  m  valeurs  différentes.  On  en  conclut  que  w  =  5.  Mais  dans 
ce  cas  p  sera  de  la  forme  (a)   du  paragTaphe  précédent.     Donc  on  aura 


o 


\'li  -\-  -/    =  r„  -f  r^x  -f  }\r*  -f-  r,x*  -f-  r^v*  =]) , 
d'oh 

c'est-à-dire,   en  mettant   i?*     >"    R  R'^   k  \fi  place  de  />, 

12  3  4 
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oïl  ^07  ^7  U  etc.  sont  (les  fonctions  rationnelles  de  li  et  des  coetticiens  de 
l'équation  proposée.     On  en  tire  (§  11) 

où 

De  récjuation  p=ztj{'^  on  tire  j/^  =  i^Ji.  Or  i'ili  étant  de  la  forme 
n-\-u'^s^    on  aura    ^>'^*  =  ?4-|- ^^'|^V,  ce  qui  donne 

^/'-  —  uf  =  «'^s^ 

0 

m 

Cette  é(juation  donne  j/  par  une  équation  du  dixième  degré,  dont  tous  les 
coefticiens  sont  des  fonctions  symétriques;  mais  d'après  le  dernier  théorème 
du  paragraphe  précédent  cela  est  impossible;  car  puisque 

j/  =  l  {X,  -f  «'xg  +  a^x.^  4-  a^x^  +  ax^), 

p'  aurait  120  valeurs  dittérentes,  ce  qui  est  une  contradiction. 

Nous  concluons  donc  ([u'il  est  impossible  de  résoudre  algébriquement 
l'équation   générale   du  cinquième  degré. 

11  suit  immédiatement  de  ce  théorème,  qu'il  est  de  même  impossible  de 
i-ésoudre  algébriquement  les  équations  générales  des  degrés  supériem's  au  cin- 
qiùème.  Donc  les  équations  des  quatre  premiers  degrés  sont  les  seules  (jui 
plussent  être  résolues  algébriquement  d'une  manière  générale. 


APPENDICE. 
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ANALYSE   UU   .MEMOlKE   PRECEDENT. 


Bulletin  des  scieuces  math.,  uMr.,  phys.  et  chim.  publié  par  le   B®°  dt  Féntvéac,  t.  6,   p.  347;  Taris   1826. 


L'auteur  démontre,   dans   ce   mémoire,    qu'il    est    impossible    de    résoudre 
algébriquement    l'équation    générale    du  cin(|uième  degré;    car   toute    fonction 
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algébri(juc  des  coefficiens  de  la  pi'oposée,  étant  substituée  à  la  place  de  Tin- 
connue,  conduit  à  une  absurdité.  Dans  un  premier  paragraphe,  l'auteur 
cherche  l'expression  générale  des  fonctions  algébriques  de  plusieurs  quantités, 
d'après  la  définition  qu'une  fonction  algébrique  résulte,  1*^  d'additions,  2°  de 
multiplications,  3®  de  divisions,  et  4*^  d'extractions  de  racines  dont  les  expo- 
sans  sont  des  nombres  premiers.  Les  soustractions,  les  élévations  aux  puis- 
sauces  et  l'extraction  des  racines  avec  des  exposans  compas^  rentrent  dans 
les  opérations  précédentes.  D'où  il  résulte,  1°  que  toute  fonction  rationnelle 
et  entière  des  quantités  Xj,  x^^  x^  etc.  c'est-à-dire,  toute  fonction  qui  peut  être 
fonnée  au  moyen  des  deux  premières  opérations  mentionnées,  peut  s'exprimer 
par  une  somme  d'un  nombre  jini  de  termes  de  la  forme  Ax^'  x^* . . . . ,  A 
étant  une  constante  et  Wi,  m^,  ...  des  nombres  entiers;  2^  que  toute  fonction 
rationnelle  des  mêmes  quantités,  c'est-à-dire,  toute  fonction  qui  peut  être  for- 
mée au  moyen  des  trois  premières  opérations,  peut  s'exprimer  par  un  quo- 
tient de  deux  fonctions  entières:  3^  que  toute  fonction  algébrique  peut  être 
formée  par  des  répétitions  des  opérations  indiquées  par 

1          1 
(1)  jp'  =/(^iî  x^^  x^,  .  .  .  jpi«V,  jt>8«., ), 

oh  f  désigne  une  fonction  rationnelle  des  quantités  entre  les  parenthèses; 
jPi,  pt^  .  .  .  des  fonctions  rationnelles  de  x^^  x^  ,  .  .j  et  /^l,  71^ .  .  .  des  ^nombres 
premiers.  On  nommera,  pour  abréger,  fonction  algébrique  du  pi-emier  ordre^ 
une  fonction  telle  que  p\  8i  maintenant  on  fonnait  une  nouvelle  fonction 
dans  laquelle  des  fonctions  du  premier  ordre  entrassent  de  la  Tuême  manière 
que  />!,  />2 .  .  •  entrent  dans  p\  on  aurait  une  fonction  algébrique  du  second 
ordre;  et,  en  général,  une  fonction  de  l'ordre  fi  serait  celle  qui  pourrait 
contenir  des  fonctions  de  tous  les  ordres,  jusqu'à  l'ordre  fi  —  1,  combinées 
entre  elles  algébriquevient.  Bien  entendu  que  cette  fonction  de  l'ordre  fi  ne 
peut  pas  s'abaisser  à  un  ordre  inférieur,  par  des  réductions  des  fonctions  qui 
la  composent.  En  outre,  si  cette  même  fonction  de  l'orch'e  //  contient  m 
quantités  de  cet  ordre,  on  dira  (ju'elle  est  du  7/i**"**  degré;  et  en  la  désignant 
par  r,  on  pourra  poser 

c'est-à-dire  cjue  l'on  a  ce  premier  théorème:  Toute  fonction  algébrique  v  de 
Uordre  ft  et  du  degré  m,  peut  être  représentée  par  la  formule  (2),  où  n  est 
un  fiombre  j^f'^utierj  </„,  </„  .  .  .  </„_,  des  fonctions  algébriipœs  de  Vordre  fi  et 
du  degré  m  —  1    tout  au  plus^  et  p  une  fonction  algébrique  de  Vordre  fi  —  1, 
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oj 


telle  qail  est  impossible  d^exjjrimcr  ^>'*  par  une  fonction  rationnelle  de  p^  <£ 

?«   •    "    •    Qn-f 

Après  avoir  aînsi  trouvé  Texpression  générale  des  fonctions  algébriques, 
l'auteur  considère,  dans  un  deuxième  paragraphe,  une  équation  quelconque 
dont  les  coefficîens  sont  des  fonctions  ratioinielles  des  quantités  x^^  .x^  .  .  .  . 
et  qu'on  suppose  résoluble  algébriquement.  En  désignant  donc  par  y  l'iu- 
conuue,  et  par 

(3)  (p{x,,  a-„  x^  .  .  .  .  !/)  =  0 

l'équation  même,  il  faut  que  le  premier  membre  se  réduise  à  zéro,  en  met- 
tant pour  y  une  certaine  fonction  de  la  fonne  (2).  Par  cette  substitution 
l'équation  (3)  se  changera  en  une  autre  de  la  fonne 


n— 1 


(4)  r,  +  r,p  "  +  r,p  «  ^ ^  ^'n^iP  "  =  ». 

qh  r,,,  r,,  r^,  ^3  . . .  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x-,,  ar,,  x^  ...  et  de  q^o? 
îïî  Î3  •  •  •     ^^ette  équation  entraine  les  suivantes: 

(5)  '0  =  0,  ri  =  0,  r^  =  0, r^_,  =  0', 

car  dans  le  cas  contraire,  l'équation  (4)  pourrait  donner  la  valeur  de  ^"^  eu 
fonction  rationnelle  de  p^  r^,  r^  ...  r„_i,  ce  qui  est  contre  l'énoncé  du  thé- 
orème précédent.  Si  les  équations  (5)  ont  lieu,  l'équation  (4)  et  par  suite 
l'équation  (3),   seront  de  même  satisfaites  par  toutes  les  valeurs  de  y   qu'on 

JL  L         L  L 

obtiendra  en  mettant,  au  lieu  de  j>"  les  n — 1  valeurs  a^",  a*^", ....  a'^^p''^ 

où  a  est  une  racine  imaginaire  de  l'unité.     Par  là  on  aura  les  valeurs  de  n 

racines  de  l'équation  (3),  savoir 

1  «  n— 1 


yi  =  3o+i'"+M^"H hî«-i/'  "  » 


n^l 


y»=2o+«jp"+«*2»i>"H l-«"~*?»-ijp  "  > 


M— I 


ces  équations  donnent  les  n  quantités  j?*,  Ço»  ïï  •  •  •  în-i  ^^^  fonctions  ration- 
nelles des  racines   ^i,  1^2  ...  ^«. 

Si  maintenant    fx=zO    est  une  équation  algébrique  générale,    résoluble 
algébnquement^  et   x, ,  x^  . .  .   les  racines  de  cette  équation,  on  doit  avoir 

12 
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cette  formule  étant  analogue  à  la  formule  (2).      D'après    ce  qu'on    vient  de 

voir  i;",  Sqj  Sg  . . .  .^„_i  seront  des  fonctions  rationnelles  des  racines  de  l'équa- 
tion proposée.  Cela  posé,  considérons  Tune  quelconque  des  quantités  r,  Sq,  5^  • . .  5„_i, 
par  exemple  v]  en  désignant  par  n'  le  nombre  de  toutes  les  valeurs  diffé- 
rentes de  V,  qu'on  obtiendra  en  échangeant  entre  elles  de  toutes  les  manières 
possible»  les  racines  de  l'équation  proposée,  on  peut  former  une  équation  du 
degré  n'  qui  ait  toutes  ces  valeurs  pour  racines,  et  dont  les  coefficiens  soient 
des  fonctions  rationnelles  et  symétriques  des  valeurs  de  v,  et  par  suite  des 
fonctions  rationnelles  de  x^  x^  . . .     En  faisant  donc 


K— 1 


toutes  les  quantités  w,  /©?  ^g  •  •  •  K-i  seront  des  fonctions  rationnelles  des 
valeurs  de  «;,  et  par  suite  de  x^^  x^  .  ,  .  En  poursuivant  ce  raisonnement, 
on  établira  le  théorème  suivant: 

Deuxième  théorème:  Si  une  équation  algébrique  est  résoluble  algébrique- 
mentj  on  peut  toujours  donner  à  la  racine  une  forme  telle^  que  toutes  les 
exp7'esstons  algébriques  dont  elle  est  composée  poun'ont  s^exprimer  par  de^ 
fonctions  rationnelles  des  racines  de  Véquation  proposée. 

Dans  le  troisième  paragraphe  on  démontre,  d'après  un  mémoire  de  M. 
Cauchy^  inséré  dans  le  cahier  XVII*  du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique^ 
que,  1**  le  nombre  des  valeurs  d'une  fonction  rationnelle  de  n  quantités,  ne 
peut  s'abaisser  au-dessous  du  plus  grand  nombre  premier  contenu  dans  /î, 
sans  devenir  égal  à  2  ou  à  1;  2*"  que  toute  fonction  rationnelle  qui  a  deux 
valeurs  différentes  aura  la  forme 


•  •  • 


et  que,  si  elle  contient  5  quantités,  elle  deviendra 

i^  +  ?  (^1  —  ^i)  (^1  —  ^3)  (-^'l  —  ^4)  (^1  —  X^)  {Xi  —  i^s)  (^8  —  ^^4) 

(x^  —  x^  (a-3  —  x^)  (a-3  —  x-g)  (x,  —  x^\ 

oh  p    et   q   sont  des  fonctions  invariables. 

On  démontre  ensuite    que   toute    fonction  rationnelle    de    cinq    quantités 
qui  a  cinq  valeurs  différentes  peut  être  mise  sous  la  fonne 
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où  ^oî  ^1  •  •  •  ^4  sont  des  fonctions  invariables,  et  x  une  des  cinq  quantités 
en  question. 

En  combinant  cette  équation  avec  Téquation 

{x  —  x^)  {x  —  x^)  {x  —  a-j)  (x  —  x^)  {x  —  x^) 

=  x^  —  ax^  -|-  bx^  —  cx^  -\-Jx  —  6  =  0, 

on  en  peut  tirer  les  valeurs  de   x   teous  la  forme 

a:  =  «0  -f"  ^1^  -f-^«î^*-f-  ^s^*  -j-  *4^S 

• 

Sqj  Si  .  .  .  étant  des  fonctions  invariables  de  x^y  x^  .  .  .  Finalement  on  ar- 
rive à  ce  théorème  connu:  Trotsihne  théorème:  Si  une  fonction  rationnelle 
de  plusieurs  quantités  x^^  x^  .  .  .  a  m  valeurs  différentes^  on  pourra  toujours 
trouver  une  équation  du  degré  m  dont  tous  les  coefficiens  sont  des  fonctions 
invariables  de  x^  x^  .  .  .  et  qui  ont  les  m  valeurs  de  la  fonction  pour  ra^ 
cines  ;  mais  il  est  impossible  de  trouver  une  équation  de  la  même  forme  d!un 
degré  moins  élevéj  qui  aura  une  ou  plusieurs  de  ces  valeurs  pour  racines. 

Au  moyen  des  théorèmes  établis  dans  les  trois  premiers  paragraphes, 
l'auteur  démontre  ensuite,  dans  le  quatrième,  qu'il  est  impossible  de  résoudre 
algébriquement  l'équation  générale  du  cinquième  degré. 

En  effet,  en  supposant  que  l'équation  générale  du  cinquième  degré  soit 
résoluble  algébriquement,  on  pourra,  en  vertu  du  théorème  (1),  exprimer 
toutes  les  fonctions  algébriques  dont  une  racine  est  composée,  par  des  fonc- 
tions rationnelles  des  racines;  donc,  puisqu'il  est  impossible  d'exprimer  une 
racine  d'une  équation  générale  par  une  fonction  rationnelle  des  coeflBciens, 
il  faut  qu'on  ait 

1 
où .  i?  "•  est  une  des  fonctions  du  premier  ordre  qui  se  trouvent  dans  l'expres- 
sion de  la  racine,  R  étant  une  fonction  rationnelle  des  coefficiens  de  l'équa- 
tion proposée,  c'est-à-dire,  une  fonction  invariable  des  racines,  et  v  une 
fonction  rationnelle  des  mêmes  racines.  Cette  équation  donne  t?"  —  i^  =  0; 
et  pour  v,  m  valeurs  différentes,  résultant  du  changement  des  racines  entre 
elles.  Maintenant  le  nombre  des  valeurs  d'une  fonction  rationnelle  de  cinq 
variables,  doit  être  diviseur  du  produit  2.  3.  4.  5;    il  faut    donc  que    rw,    qui 

est  un  nombre  premier,    suit    un  des  trois  nombres    2,    3,   5;    mais    selon   le 

12* 
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théorème  cité  de  ]\L  Cauchy^  le  nombre  3  sera  exclu,  et  par  conséquent  îl 
ne  restera  pour    m   que  les  deux  valeurs  5  et  2. 

1.  Soit  d'abord   m  =  5;   on  aura,  d'après  ce  qu'on  a  vu  précédemment, 

v=zli^  =z  /•„  -|-  f\x  -[-  r^x^  -\~  7'^x^  -|-  r^x*, 
et  de  là 

x  =  s,-\-  s,R^~-^  s.lf"-^  «iR'-{-  sji\ 

'%t  ^^n  •  •  •    étant,    de   même    que    li,    des    fonctions    invariables    des    racines. 

Cette  valeur  donne,   selon  ce  qui  a  été  établi  dans  le  deuxième  paragraphe, 
1 

pour   ftji^  j   une  fonction  rationnelle  des  racines,  savoir: 

f;^R  *  =  -J  (Xi  -[-  «*3?,  -f"  "*^3  H~  «*^4  "h  ^^ô)  =  ^  7 

a  étant  une  racine  imaginaire  de  l'équation  a^ — 1  =  0;  mais  cela  est  im- 
possible, car  le  second  membre  a  120  valeurs  différentes,  tandis  qu'il  doit 
être  racine  de  l'équation  z^  —  slli  =  0,  qui  n'est  que  du  cinquième  degré. 
Le  nombre   m   ne  peut  donc  être  égal  à  5. 

2.  Soit  7n  =.  2.    Alors  v  aura  deux  valeurs  qui,  selon  ce  que  M.  Cauchy 
a  démontré,  doivent  avoir  la  fonne 

V  =p  -["  î-^ = Y^j 

où 

s  =  {X,  —  X,)  (Xi  —  X3)    .    .    .    {X^  —  Xr), 

et  p  et  q  sont  des  fonctions  invariables. 

En  échangeant  entre  elles  les  deux  racines  .r,  et  .Tg,  (m  aura  p  —  qs=  —  y//, 
et  par  conséquent  p  =  0,  et  par  suite 

De  là  il  suit  que  toutes  les  fonctions  algébriques  du  premier  ordre  qui 

se  trouvent  dans  l'expression  de  la  racine,  doivent  être  de  la  forme  a-\-ft\s^^ 
oh  a  et  (3  sont  des  fonctions  invariables.  Maintenant  il  est  impossible  d'ex- 
primer une  racine  de  l'équation  générale  du  cinquième  degré,  par  une  fonc- 
ti(m  de  cette  forme;  par  conséquent  il  faut  qu'il  y  ait,  dans  l'expression  de 
la  racine,  des  fonctions  du  deuxième  ordre,  et  qui  doivent  contenir  un  radi- 
cal de  la  fonne 
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m 


où   /î   n'est  pas  égal  à  zéro;    m    est  un  nombre  premier  et   î?    une   fonction 
rationnelle  des  racines.     En  changeant   x^    en  x^    on  aura 

m 


m 


ce  qui  donne  vi\=^ya^ — /ÎV.  Maintenant  a*  —  /îV  est  une  fonction  in- 
variable; si  donc   vv^  n'est  pas  de  même  une  fonction  invariable,  il  faut  que 

m  soit  égal  à  2;  mais  alors  on  aura  y  =  ya-j-/?y5*,  ce  qui  donne  pour  v 
(juatre  valeurs  différentes;  or  cela  est  impossible:  donc  il  faut  que  vv^  soit 
une   fonction   invariable.      Soit   cette   fonction    représentée   par    y,    on    aura 

—  t 

V 


v^zzz^*     Cela  posé,  considérons  l'expression 


v+v,=ya^ftVs^+-^-^—=p=yji+^ 


Cette  valeur  de  j^  P®^*  ^^'^  racine  d'une  équation  du  m'*~*  degré,  et, 
comme  cette  équation  sera  nécessairement  in'éductible,  p  aura  m  valeurs 
différentes;  donc   m   sera  égal  à  5. 

Alors  on  aura 


B^  -{-yli   ^  =  ro-[-^i^-i"^«^"h^8^4~^*^*=-Pî 


d'où 


2 


x  =  ,%-{-s,p-\ \-  s,p*  =  t^-\-t,R'-\- 1^'  -\-  f,B'  -\-  t,R', 


'o>  'i  •  .  .  ^4    étant  des  fonctions  invariables.     De  là  on  tire,  comme  aupara- 


vant, 


et 


(y5_„^6)«_,lO^V  =  0. 
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Cette  équation,  dont  les  coefficiens  sont  des  fonctions  invariables,  est 
du  dixième  degré  par  rapport  à  y;  mais  cela  est  contraire  au  théorème  (3), 
parce  que  y  a  120  valeurs  différentes. 

Nous  concluons  donc  en  dernier  lieu,  qu'il  est  impossible  de  résoudre 
algébriquement  Téquation  générale  du  cinquième  degré.  De  là  il  suit  innné- 
diatement  qu'il  est,  en  général,  impossible  de  résoudre  algébriquement  les 
équations  générales  d'un  degré  supérieur  au  quatrième. 


vm. 

REMARQUE   SUR  LE   MÉMOIRE  N»  4  DU  PREMIER  CAHIER  DU  JOURNAL 

DE  M,  CRELLE. 


Journal  f&r  die  reine  nud  angewandto  Matheinatik,  herausgegebeu  von  CrelU,  Bd.  I,  Berlin   1826, 

.  I 


L'objet  du  mémoire  est  de  trouver  Tefiet  d'une  force  sur  trois  points 
donnés.  Les  résultats  de  l'auteur  sont  très  justes,  quand  les  trois  points  ne 
sont  pas  placés  sur  une  même  ligne  droite;  mais  dans  ce  cas  ils  ne  le  sont 
pas.  Les  trois  équations,  par  lesquelles  les  trois  incoimues  Ç,  Q\  Q"  se 
déterminent,  sont  les  suivantes 

(1)  {Q'bûna=  /'csin/î, 

Qa  sin  a  =  —  Ç  "  c  sin  (a  -[-  ft). 

Celles-ci  ont  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  de  P,  a,  6,  c,  a  et  /?.     Elles 
donnent  en  général,  comme  l'auteur  l'a  trouvé, 

Q    _.       ^6'8in(«+/!^)  jj 


(2)  Ç'=^^P, 


^„ a/^sina  p 


où 


r=:ab  sin  a  -|~  ^^  sin/î  —  ic  sin  (a  -|-  /?). 
Or  les  équations  (2)  cessent  d'être  déterminées  lorsque    l'une   ou   l'autre  des 
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quantités    Q^  Q\  Q"    prend   la   tonne    '^j    ce  qui  a   lieu,    connue  on   le  voit 
aisément  pour 

Dans  ce  cas  il  faut  recourir  aux   écjuations    fondamentales    (1),    qui   donnent 
alors 

P=Q  +  Q'  +  Q% 

Q'b  sin  180°  =  Q''c  siii  ISO", 
Qa  8inl80"=  —  Ç'VsiiiSeO". 

Or  les  deux  denùères  équations  sont  iflentiques  puisque 

sin  180"  =  sin  360"  =  0. 

Donc  dans  le  cas  où 

a  =  /9=180*, 

il  n'existe  qu'une  seule  équation,  savoir 

et,    par   suite,    les    valeurs    de     Q,   Q\   Q"     ne    peuvent    alors    se    tirer   des 
équations  établies  par  Tauteur. 


IX. 


RESOLUTION  D'UN  PROBLEME  DE  MECANIQUE. 


Jounuil  f&r  dio  reine  und  angewandte  Mathematik,  herausfçe^eben  von  CrelU,  Bd.  I,  Berlin   1826. 


Soit  BDMA  une  courbe  quelconque.  Soit  BC  une  ^ 
droite  horizontale  et  CA  une  droite  verticale.  Supposons  dV 
qu'un  point  sollicité  par  la  pesanteur  se  meuve  sur  la  \ 
courbe,  un  point  quelconque  D  étant  son  point  de  départ. 
Soit  T  le  temps  qui  s'est  écoulé  quand  le  mobile  est 
parvenu  à  un  point  donné  A^  et  î^oit  a  la  hauteur 
EA.  La  quantité  t  sera  une  certaine  fonction  de  a,  qui  dépendra  de 
la  forme  de  la  courbe.  Réciproquement  la  forme  de  la  courbe  dépendra 
de  cette  fonction.  Nous  allons  examiner  comment,  à  l'aide  d'une  intégrale 
définie,  on  'peut  trouver  l'équation  de  la  courbe  pour  laquelle  r  est  une 
fonction  continue  donnée  de    a. 

Soit    AM=^s^   AP=:x,,    et  soit    t    le   temps    que   le  mobile  emploie  à 

parcourir  l'arc  DM.     D'après  les  règles  de  la  mécanique  on  a  — -j  zzzi^a—x^ 

donc    c/^= -^r^-.     Il   s'ensuit,    lorsqu'on   prend   l'intégrale  depuis    ic  =  a 

jusqu'à   ;r  =  0, 


I       désignant  que  les  limites  de  l'intégrale  sont  x  =  a   et  x  =  fi.    Soit  main- 


tenant 


13 
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la  fonction  donnée,  on  aura 


r"     ds 

j  0  y  Cl  —  ^ 


équation  de  laquelle  on  doit  tirer    s    en  fonction   de    x.      Au    lieu    de    cette 
équation,  nous  allons  considérer  cette  autre  plus  générale 


I 


de  laquelle  nous  chercherons  à  déduire  l'expression  de    s   en    x. 
Désignons  par   /"a  la  fonction 


on  a  comme  on  sait 


oh   a    et   (3   doivent  être  supérieurs  à  zéro.     Soit   /5  =  1  —  ^ ,    on  trouvera 

Ç^y'^-^dy _  Ta.T{\  —  n) 


d'où  Ton  tire,  en  faisant   z=zay^ 

En  nmltipliant  par    -r r^^    et   prenant    Tintégi'ale    depuis    a  =  0    jusqu'à 

a  =  Xj  on  trouve 

r'_rfa I"'z''-^<l2  _  ra.r(l  — n)   r'  a-'-'da 


En  faisant   a  =  xy,   on  aura 


—  «+i)r« 


donc 


da. 
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Or  d'après  une  propriété  connue  de  la  fonction    /',    on    a 

r(«-[-l)  =  ara; 
on  aura  donc  en  substituant: 

En  multipliant  par    aipa.daj    et  intégrant  par  rapport  à    a,    on  trouve 

r*       (la  r(f(ta.az'"-'^da)dz  ^ 

Jo(^  — «)''"Vo  0*-^)"  ^  ^J 

Soit 

l(pa.x"da=fxj 

on  en  tire  en  différentiant, 

Icpa .  ax^^^da  =f'xy 
donc 

I  (pa.az  "^^da  =  f'z  ; 
par  conséquent 

ou,  puisque   Tn .  /"(l  —  w)  =  -^ > 

^^v  /.   siufiTt  r*       da         Ç^f'z.dz 

A  l'aide  de  cette  équation,  il  sera   facile  de  tirer   la   valeur   de    s    de 
l'équation 

f     ds 

Qu'on  multiplie  cette  équation  par    .- û-«'    ^*   qu'on  prenne  l'inté- 
grale depuis    a  =  0   jusqu'à    a  =  x,    on  aura 


sînn/r  r      qni.da     sintiTr  T*       da         C*^      ds 

donc  en  vertu  de  l'équation  (1) 

13* 
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5=: 


in  riTT  Ç^   rpa,  du 


Soit  maintenant    ?i  =  ^,    on  obtient 


et 


r"  ds 

Jo  Vrt  —  «^ 
1   f^  wa  ,da 


Cette  équation  donne  Taitî    8    par  l'absciase    ;r,    et   par    suite  la  courbe  est 
entièrement  détenninée. 

Nous  allons  appliquer  l'expression  trouvée  à  quelques  exemples. 

I.    Soit 

la  valeur  de    5    sera 

^J^ix  —  a  .         ^^        IJoV^  — « 

Si  Ton  fait    a  =  xy^    on  aura 

donc 

ou,  puisque    Ti^^^^TX'^ 


=K^h 


Si  Ton  suppose  p.  ex,  que    7m=:0,  //^i^zO,    c'est-à-dire    que   la   courbe 
cherchée  soit  isochrone,  on  trouve 

9  — 

or   5  =  ^— ^y^  est  réquation  coimue  de  la  cycloide. 
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IL    Soit 

ipa  depuis  a  =  0  jusqu'à  a  =  ao,  égal  à  (p^a 

(fa  depuis  a=:aQ  jusqu'à  a  =  ai,  égal  à  (p^a 

(pa  depuis  a  =  ai  jusqu'à  a  =  a^j  égal  à  (p^a 


(pa  depuis    a  =  a,^i  jusqu'à  a=:^a^j  égal  à    9>«a, 
on  aura 

7ïs=  I    y         >    depuis    x  =  0  jusqu'à  x  =  ao , 

7Ts  =  I     -^-  -^  -|-  /    -^-        >  depuis  a:  =  ^o  jusqu  à  a;  n=z  a^  ^ 


7T5 


=  /    -yL=— rr-j-i     -^^ — ^~r/   -^--—t    depuis  r  =  a,    jusqu  à  x=:a^^ 


depuis    ic  =  a„_i    jusqu'à   x=:n^^ 

oh  il  faut  remarquer  que  les   fonctions    (p^a^  (p^n^   tp^a  .  .  .  ^jt    doivent   être 
telles  que 

<po^o  =  (pi(^Q^  (pi(^i  =  (Pi^ij   9?2«2  =  Ç>8^i,  etc., 

car  la  fonction    (pa    doit  nécessairement  être  continue. 


X. 

DÉMONSTRATION  D'UNE  EXPRESSION  DE  LAQUELLE  LA  FORMULE 

BINOME  EST  UN  CAS  PARTICULIER. 


Journal  fDr  die  reine  und  angewandte  Matbematik,  beransgegeben  von  CrtUe,  Bd.  1,  Berlin  1826. 


Cette  expression  est  la  suivante: 

(X  +  «)•  =  a;-+  f  «(x  +  /î)-'  +  ^<^ «(«  -  2(i){x  +  2/î)-'  +  . . . 


n 


_|_-^'.„(a_(n_  l)/9)n-.(a;4_(„_  l)y3)_|_„(„_„/3)->; 

x^  a   (Si   ft   sont  des  quantités  quelconques,    n    est  un  nombre  entier  positif. 
I>jrHque   n  =  0,    l'expression  donne 

{x  -|-  a)^  =  x\ 

ii\{\\  fallait.  Or  on  peut,  comme  il  suit,  démontrer  que  si  l'expression  sub- 
nUU'.  \Hfnr  nz=m^  elle  doit  *  aussi  subsister  pour  w  =  w  -j- 1 ,  c'est-à-dire 
rju^dU;  ('Mi  vraie  en  général. 

Koît 

U  -r  ^r  =  a:-  +  ^-  a(a:  +  /g)""^  +  ^^^ ~  ^^  «(«  -  2/9)  (a:  +  2/9)-^  H 


,    f/ï 


j  «(«  —  (m  —  1)^)—»  (a;  +  (w  —  1)^)  +  «(«  —  m/9)— >. 


Km  imiItipliHiit  par    (tw  -(-  l)cfe    et  intégrant,  on  trouve 
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(x  +  «)-+»  ==  X-+' 4- ^^  «(a;  + /3)-+^^îîJ^  «(a  —  2/î)  (a; -f  2/î)--^+ . .  • 


_|_  ^îi±l  o(«  —  m(if-^  {x  +  m/9)  +  C, 


G  étant  la  constante  arbitraire.  Pour  trouver  sa  valeur  posons  x=^  —  ("*  ~h  1)/^) 
les  deux  dernières  équations  donneront 

(a  —  (m  +  1)/?)"  =  (— 1)"  (m -|- l)"/9- —  w"a/3"-' 
J^!l.(rn—  !)-'«  («  —  2/9)/?'»-»—  '"^'^~^^  (m  —  2)—*  «(a  —  3/î)*^— »  +  •  •  ■ 

(a  —  (m  -f  1)/?)"+'  =  (—  1)-+'  \{m  +  l)-+'/9-+*  —  ("»  +  !)»»-«/?" 


+ 


(m  +  l)m 


(^  _  1)— !«  (a  _  2/9)/3"-^ 1  +  C. 


Multipliant  la  première  de  ces  équations  par  {m  -j-  l)/î  et  ajoutant  le  produit 
à  la  seconde,  on  trouve 


ou  bien 


1 


Il  s'ensuit  que  l'équation  proposée  subsiste  de  même  pour  w  =  m-j-l- 
Or  elle  a  lieu  pour  7i  =  0;  donc  elle  aura  lieu  pour  w  =  0,  1,  2,  3  etc. 
c'est-à-dire  pour  toute  valeur  entière  et  positive  de   n. 

Si  l'on  fait  /?  =  0,  on  obtient  la  formule  binôme.  Si  l'on  fait  a  =  —  x^ 
on  trouve 

0  =  X"  —  y  x(x  +  fty-'  +  ~^-[  ~^^'>x{x^  2lîf-' 


~"^ï^"'^^(^+ 


ou  en  divisant  par   x^ 


o=x-->-  ;'  (x+/i)'-»+"^"j--^>(x+2/fr' 


---~7Î2^'r'^(^+^/^^^'+--- 


ce  qui  est  d'ailleurs  connu;    car    le    second    membre    de   cette  é(iuation    n'est 
autre  chose  que 

en  faisant  la  diftérence  constante  égale  à   [i. 


XI. 

SUR  L'INTÉGRATION  DE  LA  FORAIULE  DIFFÉRENTIELLE   ^'^^.,    B  ET  q 

VR 

ÉTANT  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES. 


Journal  fQr  die  reine  uud  angewaudte  Mathematik,  lierausgegebeu  von  CrelU,  Bd.   1,  Berlin  182G. 


1. 

Si  l'on  diflférentie  par  rapport  à    x    l'expression 
(1)  '  z  =  \og^--^-^^^, 

■ 

oîi    ^>,  q  et   Ji    sont   des   fonctions    entières    d'une  quantité  variable    x,    on 
obtiendra 

dz = '^'-+  ''i?^^ — -t  '^i^y'R) , 

p-\-qVR  p  —  qV~È 

OU 

,/^_(/'-<7Viî)  [dp  +  d{qVR)]  -(p  +  qVÈ)  [dp -  d(qVR)] 

c'est-à-dire, 

,  _  2/.  d(qVR)—  '2dp.  q}/R 
"^  —  pi  —  q*R 

Or 

d{qfÛ)  =  dqMlt  +  \q'^j^. 
donc  par  substitution 

(p'  —  q''R)VR 
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par  conséquent,  en  faisant 

p*  —  qU{  =  N, 
un  aura 

(3)  dz  =  ^'^ 


adx  JQ5 


NVJi 


où,  coinnie  on  le  voit  aisément,    M   et    N    sont  des  fonctions  entières  de   x. 

» 

Or,     z    étant    égal    à     log  '-^?-— - ,     on  aura  en  intégi'ant 
(4)  fJ^  =  log^+^. 

^    \  J  NVR  ^  p  —  qyR 

Il    s'ensuit    que    dans    la    différentielle    ~^*     on  peut  trouver  une  infinité 

de  fomies  différentes  pour  la  fonction  rationnelle    (^,    qui  rendent  cette  diffé- 
rentielle intégrable    par    des   logarithmes,    savoir    par   une    expression    de    la 

forme    log -      •      J^a  fonction     (f    contient,    comme    on    le    voit   par    les 

p  —  qVR 

équations     (2),    outre    /^,     encore    deux    fonctions    indétenninées    p    et    </; 
c'est  par  ces  fonctions  qu'elle  sera  détenninée. 

On  peut  renverser  la  question  et  demander  s'il  est  possible  de  supposer 

les  fonctions    p    et    q    telles,    que    p    ou     ^.^    preiuie  une  fonne  détenninée 

doiniée.     La  solution  de  ce  problème  conduit  à  une  foule  de  résultats  intéres- 
sants,   que    l'on  doit  considérer  connue  autant  de  propriétés  des  fonctions  de 

la  forme    /  ^-  -      Dans  ce  mémoire  ie  me  bornerai   au  cas  où    -^^     est  une 

J  yR  -^  ^ 

fonction  entière  de    x^    en  essayant  de  résoudre  ce  problème  général: 

..Trouver  toutes  les  différentielles  de  la  fonne       -   ?  où    g    et    B    sont 
"  VR  ^ 

„des   fonctions    entières    de    x-,    dont    les    intégrales    puissent  s'exprimer 
„par  une  fonction  de  la  fonne     log  ^'^-^—-~  . 

p  —  qVR 

14 


■         • 
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En  différentiant  l'équation 

N=p^^  —  qU{, 

on  obtient 

dN=i  2p  dp  —  2qdq .  li  —  ifdli\ 

donc  en  multipliant  par  y>, 

p  dN=  2p\lp  —  2pq  dq .  U  —  pq^dU, 

c'est-à-dire,  lorsqu'on  remet  à  la  place  de  p^  sa  valeur  S-^-q'll^ 

pdN=2Ndp-\-2q^dp.R—2pqdq.li  —  pq^dR, 
ou 

p  dN=  2Ndp  —  q  [2{pdq  —  qdp)R']^pqdl{], 

donc,  puisque  (2) 

2  {pdq  —  qdp)R  -{-pq  dR  :=  Mdx^ 


on  a 


ou  bien 


2?  dN=  2Ndp  —  qMdxj 


donc 


i#        -»  %T  dp  (L\ 


\f         l      dp  dN 


î 


Maintenant     '  r     doit  être  une  fonction  entière  de  x]   en  désignant  cette  fonc- 
tion par    (>,    on  aura 

r.  dp  dN 

Il     s'ensuit     que     p  ^r-;      doit  être  une  fonction  entière   de    x.      En    faisant 

•  ^     .   ^    N(Lr 

.V=  {x  4-  aT  {X  +  a,Y^  •  •  •  (-^  +  a,T% 
on  aura  < 

f/iV  m  1^        '"il  I  '"n 
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donc  rexpressioji 


I      m        ,         m.         ,  ,         m 

P       _L-    è -L_    .    .    .    _J_    _ 


doit  de  même  être  une  fonction  entière,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  à  moins 
que  le  produit    {x-\-a)  -  •  >  {x-\-  a„)    ne  soit  facteur  de  p.     Il  faut  donc  que 

Pi    étant  tine  .fonction  entière.     Or 

N=p*  —  q'Ii, 
donc 

(x-^a)"  •  ■  .  {x-{-a„)'^=p\{x-\-ayix-^a,)'  ■  •  •  [x -\- a„y - q' R . 

(%mmie  R  n'a  pas  de  facteur  de  la  forme  (a: -[-a)*,  et  comme  on  peut 
toujours  supposer  que  p    et    q   n'ont  pas  de  facteur  commun,  il  est  clair  que 

m  =  vil  =  •  •  •  =  w,,  =  1 , 
et  que 

ii  =  (ir-f-a)(x-f-ai)  •  •  •  (x-j-aj^,, 

lii    étant  ime  fonction  entière.     On  a  donc 

N=  {x  -\-a){x  +  a,)  •  •  •.  (^  +  a„],    R  =  NR,, 

c'est-à-dire  que  A'^  doit  être  facteur  de  B.  On  a  de  même  pzzzNp^.  En 
.substituant  ces  valeurs  de  R  et  de  jf  dans  les  équations  (2),  on  trouvera 
les  deux  équations  suivantes 

(<5)  M 


M:',f:+2(,-2-'t)«.=^- 


La  première  de  ces  écpiations  détenuine  la  fonne  des  fonctions  Pi^  q^  N  et 
//,;  celles-ci  étant  déterminées,  la  seconde  équation  donnera  ensuite  la 
fonction    p.     On  j>eut  aussi  trouver  cette  deniîère  fonction  par  l'équation  (5). 

3. 

Maintenant  tout  dépend  de  l'équation 

(7)  piN-q'R,=  i. 

(Jette  étjuation  peut    bien    être    msolne    par    la   méthode  ordinaire  des  coefti- 

14* 
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ciens  indéterminés,  mais  l'application  de  cette  méthode  serait  ici  extrêmement 
prolixe,  et  ne  conduirait  génère  à  un  résultat  général.  Je  vais  donc  prendre 
une  autre  route,  semblable  à  celle  qu'on  emploie  pour  la  résolution  des 
équations  indétenninées  du  second  degré  à  deux  inconnues.  La  seule  diffé- 
rence est,  qu'au  lieu  de  nombres  entiers,  on  aura  à  traiter  des  fonctions 
entières.  Comme  dans  la  suite  nous  aurons  souvent  besoin  de  parler  du 
degré  d'une  fonction,  je  me  servirai  de  la  letti-e  â  pour  désigner  ce  degré, 
en  sorte  que    (YP    désignera  le  degré  de  la  fonction     P,    par  exemple, 

D'ailleurs,  il  est  clair  que  les  équations  suivantes  auront  lieu: 

fy{PQ)=,yp-\-(yç, 


,y[^]=^p-.yç, 


fî(P-)  z=m.(yP; 
de  plus 

â{P-^P'^)  =  âP, 

si    âP'    est  moindre  que    (tP.      De   même  je    désignerai,    pour   abréger,    la 
partie  entière  d'une  fonction  rationnelle    ?i    par     En^    en  sorte  que 

oh    fT?/'    est  négatif.     Il  est  clair  que 

E{s-\-s')  =  Es-\-Es\ 

donc,  lorsque    dV    est  négatif, 

E{s^s')=Es. 

Jîelativement  à  ce  signe,  on  aura  le  théorème  suivant: 

„Lorsque  les  trois  fonctions  rationnelles    ?/,   v    et    z    ont  la  propriété  (jue 


o<U  IQQ 
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„on  aura,  si    fîz<;]cJ'r, 

Eu=  ±  Ev. 

Eu  effet,  on  a  par  définition 

u  =  Eu  -j-  u\ 
V  =  Ev  -|-  v\ 

au'    et    âv'    étant  négatifs;    donc    en   substituant    ces   valeurs  dans  l'équation 

{EuY  +  2u'Eu  -^u''  =  {Evf  +  2v'Ev  J^v'^-{~z. 
Il  s'ensuit 

{Evy  —  {Evf  =  z^v'^  —  w/*  +  2v'  Ev  —  2w'  Eii  =  f, 

ou  bien, 

{En  -j-  £;y)  (jEw  —  Ev)  =  f. 

On  voit  aisément  que  (yi<:^âv'  au  contraire  â {Eu -\- Ev)  (Eu — Ev)  est  au 
moins  égal  à  cTi;,  si  {Eu  -\-  Ev)  {Eu  —  Ev)  n'est  pas  égal  à  zéro.  11  faut 
donc  nécessairement  que    {Eu -]- Ev)  {Eu  —  Ev)    soit  nul,   ce  qui  donne 

Eu  =+_Ev   c.  q.  f.  d. 
11  est  clair  que  l'équation  (7)  ne  saurait  subsister  à  moins    qu'on    n'ait 

c'est-à-dire, 

âN^  2âp,  =  âR^  -f-  2<Jg, 
d'où 

â  (NR^)  =  2{âq  —  âp,  4-  SR,). 

Le  plus  grand  exposant  de  la  fonction  R  doit  donc  être  un  nombre  pair. 
Soit    âN=  V  —  m ,    dRi  =  7*  -|-  îh  . 

4. 
Cela  posé,  au  lieu  de  l'équation 

p\N-q'R,=  l, 

je  vais  proposer  la  suivante 

(8)  p\N-q*R,  =  v, 
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OÙ    ?'    est  une  fonction  entière    dont    le    degré    est  moindre   que  ^  -  ^  • 

Cette  équation,  comme  on  le  voit,  est  plus  générale;  elle  peut  être  résolue 
par  le  même  procédé. 

'  R. 

Soit    t    la  partie  entière  de  la  fonction  fractionnaire      «r  ?   et  soit  /'   le 
reste;  cela  posé,  on  aura 

(9)  li,  =  Nf-^t\ 

et  il  est  clair  que  f  doit  être  du  degré  2w,  lorsque  (W=?i — m  et 
rîi^,  =7^-|-7A^.  En  substituant  cette  expression  de  lii  dans  Féquation  (8), 
on  en  tirera 

(10)  (j)\  —  q'i)  N—  (f  i'  =  V. 
Soit  maintenant 

(11)  i  =  t\-{-h\ 

on  peut  toujours  détenniner  f,  de  manière  que  le  degré  de  /,*  soit  moin- 
dre que    m.      A  cet  eiFet,  faisons 

'    =cfo  +  «ia;  +  •  •  •  +  «.«.r"", 
cela  posé,  l'équation  (11)  donnera 

De  cette  équation  on  déduira,  en  comparant  les  coefticîens  entre  eux, 

«*,»     —pli 

''sw    ."1  -^  "/'m  i't»  -S  "T~  ■'/'w— I  /'m— S  > 


•         •         • 
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•""  1 1 1 


;'«-«  =  ««-s  —  2/î„_,  fto  —  2/?„_s  fli 


•   •   •  • 


Yo  =  ^0         Po» 

Le«  nt  -|-  1  premières  équation.s  donueut  toujours,  connue  il  est  aisé  de  le 
voir,  les  valeurs  des  //i-|-l  quantités  /^,„,  /î,„_i  •  •  •  (1^^  et  les  m  dernières 
équations  donnent  les  valeurs  de    y^^   y^  /s  •  •  •  /w-i*      L'équation    supposée 

(11)  est  donc  toujours  possible. 

Substituant  dans  l'équation  (10),  au  lieu  de  /,  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion (11),  on  aura 

(12)  ^l-,^Ul)N-q'{Nt,'-]-t')  =  V', 
d'où,  l'on  tire 


*  ,  t'  V 


q  j  ^     •      -       •       jy       •      q 

£ii  reiiiarquaiit  que 


'^('>'  +  >+,4^)<'^'- 


on  aura,  par  ce  qui  précède, 

donc 

ou  bien,  connue  on  peut  prendre    /,     avec  le  signe  qu'on  voudra, 

Vax  substituant  cette  expression,  au  lien  de    p^    dans  l'équation  (12),   elle  se 
changera  en 

(13)  (/^«_^_2/?/,./).V_5^s^^^ 

où,  pour  abréger,  on  a  fait 

De  cette  équation  il   est  facile  de  tirer 
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q  t.^^Y  _  N{t\N+s) 


V 


fi  s      j      ~  8^  8fi^ 

OU,  puisque    tlN'\-s  =  R^{csiY  R^^iŒ-^t',  s^Nf^'-^t^  et  t  =  tl-{-t,'), 

q  _  t,NY_  RiN V 


P  8      ]  «*  8(i^ 

Soit  inaiiiteuaut 

R^N=r'-{'r\    où  ()y<()V, 
on  aura 

q^  _  t^lY  _  Ij^Y    i^r^ t^^ 

J      ~7")   ~\Vj     '    7»"       8^^ 

Or,  ou  voit  aisément  que 


7' 


h]<'{^]' 


donc 


et  par  suite 


donc  en  faisant 


8^  8p 


on  aura 


2  =  2,u/î+/J,,    où   dli,<àl3. 
En  substituant  cette  expression  de    q    dans  l'équation  (13),  on  aura 

lS'N-\-  2(KN{2H(i + A)  -  «  (  V/î*  +  Wi/Î  +  /îf)  =  <^. 
c'est-à-dire, 

/Î2^JV+  4fit,N—  4sfi')  +  2(^iV—  2.u5)/9/9i  —  s/il  =  v. 

Faisant  pour  abréger 

$.  =  N-^-  Aut.N—  4su\ 

(14)  \t      o 

on  obtient 

(15)  s,(i*-2r,lili,-slil=v. 

Puisque    E\         ' —  =  2^,    on  a 
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r  -j-  ^1  A"=:  2.s^u  ~|-  f ,    où    ()'é  <^  ()\s', 
par  suite  la  dernière  des  équations  (14)  donnera 

r^  =  r  —  f . 
En  nmltipliant  Texpression  de    s^    par    s^    on  obtient 

S.S,  =  Ns  -|-  4fit,Ns  —  4s\u'  =  Ns-\-  t^N'  —  (2*7t  —  t,N)\ 

Or    26\a  —  /|  A^  =  r^ ,    donc 

ss,  =  Ns^ilN'  —  r\,    et    rï-|-.v6*i  =  iV(,s  +  /ïiV); 
de  plus  on  a 

donc 

(16)  rl^ss,  =  NIt,  =  Ii. 

D'après  ce  qui  précède  on  a    Jizzur'^-^-  r\    donc 

r^  —  ;•?  =  .y .S',  —  /•  ',    (>•  -|-  ''i)  ('*  —  ^'i)  =  *'*'i  —  '* '• 
Or  puiscjne    cVr  '  <^  cîr,    il  suit  de  cette  équation  que 

c'est-à-dire,  puisque    r  —  /*,  =  *,    où   ât  •<!  «J'", 

<h  +  fy.*,  =  (tr  -j-  Jf . 

Or    fVi.-  >  (îf ,   donc 

«y.Si  <^  (h'. 

On  a  de  plus    s  =  Nfy'-\-t\   oîi    fyr<  f)W  et    (y^'<  (J^,    donc 
Mais   7i  =  A'(.s-|-<j[A'),    par  conséquent, 

et  puisque    ()fi(f  =  2(yr  =  2()f/*j,    on  aura 

On  en  conclut 

15 
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L'équation    jJiN — (fU^z=^v    est  donc  transfonnée  en  celle-ci: 


oïl 


On  obtient  cette  équation,  connue  on  vient  de  le  voir,  en  faisant 
(17)  'P^  =  h<l  +  t% 

t^    étant  déterminé  par  l'équation 

t  =  tl-\-t/,   où   K<ât„   t  =  El^^ 
et   fi   par  l'équation, 


OÙ 


De  plus  on  a 


r'-\-r'  =  H,N,   s  =  Nt,'-^Ii,-Ni. 


(18)  { s,=N^A^it,N—4:Sn\ 

Il  s'agit  maintenant  de  l'équation  (15). 


5. 

Résolution  de  l'équation:    si(i^  —  ^T^\ii(i\  —  5/^f  =  t?,    où   ôs  <  ôvij   ôsi  <  dri, 

En  divisant  l'équation 
(19)  .s,/3*-2»V?/J.-.s7iï  =  «;, 

par   Ai/?ï,    on  obtient 
donc 
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On  tire  de  là,  en  remarquant  qne    rn 1 ;^)'^^M~"    ' 

donc 

oîi  Von  doit  prendre  le  signe    -|-,    car  Vauti'e  signe  donnerait    ^  -^1  =  0; 
donc 


£l|J  =  2^(.r.|, 


par  conséquent,  en  faisant 


E'""' 


on  aura 

Substituant  cette  valeur  de   ft    dans  l'équation  proposée,  on  a 

OU  bien 

(20)  s,p\  -  2r,p,(3,  -s,l3l  =  -  v, 

oh 


L'équation    ^    ^- 1  =  ,ii ,    donne 


r,  =  /t,  ,Çi  -f-  f  1 ,     où    âêi  <Ci  (^'"^1 . 
On  obtient  par  là, 

r^  =  r,  —  2€,, 

donc,  connne  il  est  facile  de  le  voir, 

L'équation  (19)  a  par  conséquent   la    même    fonne    que   Téquation   (20);    on 
peut  donc  appliquer  à  celle-ci  la  même  opération,  c'est-à-dire  en  faisant 

15* 


] 


IKJ 


on  aura 


où 
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s^lSl  —  2)\(i^(i^  —  fi.^ftl  :=  Vj 


En  continuant  ce  procédé,   on  obtiendra,    après    ??  —  1     transfonnations, 
cette  équation: 

(21)  .<^„/5--..  -2r„/3,_,/?„-«,_,/9*  =  (-  l)"-'r, 

oîi    âi3„<â/3„_,. 

Les  quantités    .%,  >•„,  /?„,    sont  détenninées  pai*  les  ëqnations  suivantes: 


'*« «/^w—i  ♦*♦»_!  ^'n—l? 


•^n  '^11—2  ~f"  4  ^'«—1  /'n— 1  4.<5„_j  II  „__  ^  . 

A  ces  équations  on  peut  ajouter  celles-ci: 

•5«  =  ^^n— 2  "T~  4*fi_i  /'»— 1  • 

Or,  les  nombres  rV/?,  rV/îi,  1^/9^  .  .  .  rV/?,,,  etc.  fomiant  ime  série  décroissante, 
on  doit  nécessairement,  après  lui  (certain  nombre  de  transformations,  trouver 
un    /î„    égal  à  zéro.     Soit  d(mc 

l'équation  (21)  donnera,  en  posant    n=:m^ 
(22)  >^.ftl-,  =  {-\Y-'r. 

Voilà  Téquation  générale  de  (îondition  pour  la  résolubilité  de  Téquation 
(19);  H^  dépend  des  fonctions  .s,  .s,,  ?•,,  et  /?^_i  doit  être  pris  de  manière 
à  satisfaire  à  la  condition 


prfx  J17 
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L'é(|iiation  (22)  fait  voir,  que  pour  tous  les  s^  s^  et  rj,  ou  peut  trouver 
une  iiitiuitë  de  valeurs  de    r,    cpii  satisfont  h  ré(jiuition  (19). 

En    substituant    dans    l'équation    proposée,    au    »lieu    de     ??,     sa    valeur 

( — l)"'~^-*?w/î«-n    ^^1^  obtiendra 

é(|uation  toujours  résoluble.  On  voit  aisément  que  /î  et  /îj  ont  le  facteur 
eoninnni  (i„__i.  Donc,  si  Ton  suppose  que  /?  et  /î^  n'ont  pas  de  facteur 
connnun,  i3„__^  sera  indépendant  de  x.  On  peut  donc  faire  ^?„. j^zzl,  d'où 
résulte  cette  écpiation, 

.,./?»  -  2r,/?/?,  -  .s/îî  =  (-  1)-'.,.. 
Les  fonctions    /î,  /î^,  /3^  ...  sont  déterminées  par  Téquaticm 

en  posant  successivement  ??  =  1,  2,  3  .  ,  .  w  —  1  et  en  remarquant  que 
/?.  =  0.     On  obtient  par  là 

/îw_3  =  *-/'«- 2  Pw— 2  ~T~  /''w-  1  7 
/î«_.4  =  2/f  „_3  /î„_3  -f-  /î„_2  7 


Ces  équations  donnent 


•       • 

1% 

2,«'4/^  +  /Î5, 

^ 

2//,/?,  +  /?,, 

A 

—  2//«/?ï  +  /'Î3, 

/î 

—  2/<,/^,+/îî. 

1^. 

•    • 

« 
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,4- 
1^- 

-3 

-2 

2.",- 

s 

-2 

1 

fin- 

-Sî 
-1 

-i 

2."„. 

-1* 

-i 

On  en  tire  par  des  substitutions  succassives: 


,1  =  2".  +  V,  +  .,' 


2//3  ^  • . 


2."«_i 


On  aura  donc  les  valeurs  de    /?  et  de  /î^   en  ti'ansfoinnant  cette  fraction  con- 
tinue en  fraction  ordinaire. 


6. 

En  substituant  dans  l'équation 

pour    î'    sa  valeur    ( — l)"*~\s^,    on  aura 

i>îiV-ç*7A  =  (-l)— «., 


où 


donc 


q   — '»  T-  ^    —  ^-h    ,  > 


/* 


or 


pur  conséquent, 


p'—t-i.-^-     1 


L'(3(iuation 
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y  h 


iV    +    n^N 


donne 

-  -r- 

i 
donc  en  supposant    m    infini 


"1  l/''^i    I       *' 


donc 

^*  "^  2jus  +  etc. 
Ou  trouve  donc  les  valeurs    de    p^    et    de    q    par   la   transformation    de    la 

fonction    y  ^     en  fraction  contimie.*) 


Soit  maintenant    t;  =  a,    Ton  aura 

Donc  si  réquation 

p\N —  q^  li^=:aj 

est  résoluble,  il  faut  qu'au  moins  une  des  quantités, 

•',       1)       2    •   •   •    "mj    ew./«, 

soit  indépendante  de    x. 

D'autre  part,  lorsqu'une  de  ces  quantités  est  indépendante  de  ;c,  il  est 
toujours  possible  de  trouver  deux  fonctions  entières  p^  et  q  qui  satisfas- 
sent à  cette  équation.  En  effet,  lorsque  s^=:aj  on  aura  les  valeurs  de 
Pi    et   de    q    en  transfonnant  la  fraction  continue 

*)  L'équation  ci-de»su8  n'expriiiie  pas  une  cgalitë  absolue.  Elle  indique  seulement 
d'une  manière  abrégée,  comment  cm  peut  trouver  les  quantités  ^i ,  fi,  fii,  fi^  .  .  . 
Si    toutefois    la    fraction    continue    a    une    valeur,    celle-ci    sera    toujours    égale    a 
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en  fraction  ordinaire.  Les  fonctions  .s-,  .Sj,  ,s^,  etc.,  sont  en  général,  connne 
il  est  aisé  de  le  voir,  du  degré  n  —  1 ,  lorsque  Xli^  est  du  degré  2n. 
L'équation  de  condition 

donnera  donc  n  —  1  équations  entre  les  coefficiens  des  fonctions  N  et  li^  ; 
il  n'y  a  donc  que  7i  -f-  1  de  ces  coefficiens  qu'on  puisse  prendre  arbiti'aire- 
nient,  les  autres  sont  déterminés  par  les  é((uatîons  de  condition. 


8. 

De  ce  ((ui  précède,  il  s'ensuit  ((u'on  trouve  toutes  les  valeurs  de  Jii  et  de 
Nj  qui  rendent  la  différentielle  ^  ^  intégrable  par  une  expression  rie  la 
forme 

en  faisant  successivement  les  ((iiantités    .s,  .Si,  .Sj  .  .  .  .s„,    indépendantes   de  x. 
Puis(|ue    j/i^jt^y^    on  a  de  même, 


ou  bien 


JVR^.\  ^    .yVA-Viî. 


Oll 


^  ^  — '«  +  2/1+  /      ,      1 


1 


en  supposant    .v^    éjçal  à  une  constante. 

Ijw    ((uantités     Ii^,   A',  yyj    et    q    étant  ainsi   déterminées,    on    trouve    (f 
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par  réquation  (5).     Cette  équation  donne,    en    n\ettant    p^N    au  lieu,  de  p^ 
et    (I    au  limi   de    -  .>  > 

Il  s'ensuit  que 

{t{f  =  (tp,  4-  rViST—  1  —  ,rq  =  (tj)  —  irq—l. 

Or  on  a  vu  que    {Jp  —  <fq  =  /?,    donc 

â(f  =  » —  1, 

Donc   si    la    fonction    li    ou    liiN    est   du    degré    2n,    la   fonction    p    sera 
nécessairement  du  degré    n  —  1. 


9. 
Nous  avons  vu  plus  haut  que 

mais  on  petit  toujours  supposer  que  la  fonction    N    est  constante.     En  effet 
on  a 

et  par  conséquent, 

f  e^  ^1  w (  PiVA^îVii.  r ^  ,  w P'^'± l'J^'  +  '2p,qYit,A . 

J  VAN  ^{piVN—qVRj  *      ^  p*N+q*lti  —  2piqVJiiN' 

ou,  en  faisant    p\N-\-q^Iti=p'    et    2piq  =  q', 


pçdr  ^  p'  +  q'VR 

J     VR  ^    p'  —  q'^R 


p'  —  q'VR 

Il    est  clair  que    ^>'    et    q'    n'ont   pas    de   facteur  comnmn;    on    peut   donc 
toujours  poser 

Au  lieu  de  l'équation    p^N —  q^Iii  =  1,    on  a  aloi*s  celle-ci, 

p"'  —  q"It=l, 

16 
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dont  on  obtient  la  solution  en  faisant    ^V=  1    et  mettant    H   au  lieu  de   i?,. 
Ayant    A'^=  1,    on  voit  aisément  que 


dt>nr 


V 


i4^ 


\ 


i  =  li]    ^  =  r;    A'  =  r*-f.ç; 


'^'z=r4-    ^  1 


1                             -r- 

/,»— ,.*-|..s., 

«-a;  '•1. 

r—.swi-j-f. 

»•,    *•  —  if. 

N,        1  -l-4f /f , 

l(.             Al 

'•i— 'S."i-r^^ 

r,_/-,  — 2*„ 

s— ^^-f-^^«'i- 

»*  •  •  •  '. 

Il-  =  r.  . 


c*, 


'    ^/^ 


*'• 


^f: 


-I 


'•— 1  =  "*- 1  '^—1 — ^.-i  - 


M        t 


m       1 


rf. 


=  ^^\.  -i  —  ^^m  .1  "  — l  = 


•L 


Avnnt  dorenuîno    les  ^^unuiiu^     /•,    %  m,  « ,  •  •  .  ii^_.     ji»;ir  ers  t^j^uari««:i^    on 


uum 


i:* 


\ 


X      vh 


I 


/ 


.'  »  A' 


K  if 


/•  ^ 


:  »  A' 


V 


k  «  »  »< 


it  A'=l 
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10. 


Oïl  peut  donner  à  Texpression    log  ^-- ---  "■  ^       '  m^^  forme  plus  sîinple, 

PiyN—qyBi 


savoir, 


+  log    — ^-    +  log     -  -  v^ H h  log 


ce  qu'on  peut  démontrer  comme  il  suit.     Soit 


a 


:=^+2«    1 


on  a  par  la  théoi'ie  des  fractions  continues, 

(a)  «„  =  «„_,  +  2  ji„_,  a,_i , 

(b)  /?,.  =  /?„_.»  +  2."»-i  ^«-1  • 
De  ces  écpiations  on  tire,  en  éliminant   /'„_i, 

«»,  t^m-l  /?M  «..-1  =  («»  -1  /^«  -i  /^m-1  ««  -ï  )  1 

donc 

ce  qui  est  connu. 

Les  deiix  équations    (a)    et    (b)    doi'inent  encore 

.     /?; = /îi_, + 4/î„_,  /?„..,  /!„..,  4-  4.,i  *_,  /?:_. . 

Il  s'ensuit  que 

«:  js^-  ftiii, = «L»  iv'-  /?:-»  Jii 

+  4,«„_,  («„_,  «„_,iSr-  ^„.,.  /?„._,iïO  +  4//i_,  (at_.  N-  ftl_,  li,). 
Or  on  a 

16* 
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donc,  en  substituant, 

5«  =  ^"^n-t  +  4(—  1)"-'  ,u^i  («„_!  a^_^N—  (3^_,  /?„_2^i)  —  if*L-i  *'—i. 
Mais,  d'après  ce  qui  précède,  on  a 

donc 

'•-,  =  (-  1)"-*  («»- 1  «.-»iV-  /î-i  /î„-îi^,). 
Soit 

on  aura  en  multipliant, 

mais  on  vient  de  voir  qu'on  a 

««/?«_!  -«_,/?.  =  (- 1)'--»,    a^a^,N-ft^li^_,R,  =  {-  l)-r„; 
on  tire  de  là 

et  de  la  mêyie  manière, 
on  en  tire  en  divisant. 


• 


OU,  en  multipliant  par    -J—^^» 

En  faisant  successivement    w  =  1,  2,  3  .  .  .  w,  on  aura, 

j2i_ ri  +  Vit     2o_ 

^i'         n  —  Vif    V 
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yji  I 


9 


r„  +  Vu     Zm-\ 


> 


Zm  r^ ^R     ^m-l 

d'oïl  Ton  tire, 

Zm__   zo    r,  +  VR     r^  +  JR    r^  +  'y/R L^_  +  ^_^^_  . 

Zm'  ~    V     n  —  iR      n  —  Vïi      ^3  —  Vli  »  m  —  Vu 

Or  on  a 

et 
donc 

a«yiv+ /îf^yîîi  _  <.yiV+ Vfii    n+v'B    r,+yïî       r„+y^ 


,     -.    -  -  . .     ,  —      a  ■  •      •      • 


et  en  prenant  les  logarithmes 

a»yiv'+/î»y/ïi 


(26)  log 


a„^/ N  —  ^„^/'R\ 


=  H  ,;y.v-  yi;  +  ^^^  ;::3y]i  +  ^'^g ,,  Z  yl  +  •  '  •  +  '-g  ^iT^Ty^^ 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 


11. 

En    diiférentiant  l'expression    z  =  log    "  ,—  "^  ^"      *     on  aura,  après  les 

réductions  convenables, 

^  _  2(«,  rf/g,  —  /?,  da„)  NRi  —  «,|?,J-Ri  dA^—  NdR^) 

'    ■    (a*N-^lR,)V^Ri 
Or  on  a 

donc  en  faisant 

(27)       (_!)->.  =  2  (  „.^  -  A  ■':^  1  ^J^,  -  «./».  (  -^-'^?^ , 
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yii 


on  aura 


ch  =  ^-       ''" 


^«    VA^ffi 


et 


donc 


/ 


ou  bien 


(28)      />  -f:^  =  log  ^^;^^^  '^^^^^  +  log -T^  ±i^^  +  .  .  . >  log  '•- 


-  VU 


Dans  cette  expression  .s,„  est  tout  au  plus  du  dejçré  {n — 1)  et  p„  est 
nécessairement  du  degré  {n — l-|-()\s,„),  ce  dont  on  peut  se  convaincre  de 
la  manière  suivante.     Fax  difierentiant  l'équation 

(29)  „i^^-iSlL\  =  (-ir-\<;^, 

on  trouvera  la  suivante 

OU,  en  nuiltipliant  par    «^iV, 

a'„N{2Nda^Jf-a^dX)-  2a„,i„dli„NJi,  -  i3*„a^Ndh\  =  (-  1)'"  '  a^Nds^. 
^lettant  ici  à  la  place  de    a^Nj   sa  valeur  tirée  de  Técpiation  (29),    on   aura 

(-  ir-h,{2Nda^  +  «„  dN)  +  (i^  [2Mi,ft„dcL„  +  ujijt,  dX-  2a„ d,S,Nl!, 

- l-S^a^Ndlf,]  ^  (-  1)"  -'«„.V</..,, 
c'est-à-dire, 

^«  [2 («„  d(i^  -  /t  daj  Nh\  -  H^ii^  {11,  dN-  NdJi,)] 

=  (- 1)"-'  [.V,  {2Nda„  +  «„  dN)  -  a^Nds„\ . 

Eu  vertu  de  l'équatiou  (27)  le  preuiicr   membre   de   cette   équatiou  est  égal 
à    /?„( — 1)"~^ (f^djc]    donc  ou  aura 


(30)  ^.p^  =  ,  I .__.  +  . .-;^_.,_„. 


'2N<la„    ,     a^dN  \  Nds^ 
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Puisque    ()\s'„<^w,    le    second    membre   de   cette  équation  sera  nécessairement 
du  degré     [(h,^-^âN-\-{fa^ — 1),    comme  il  est  facile  de  le  voir;  donc 

Or  de  l'équation  (29)  il  suit  que 
donc 

^yp». = ^y^*?«  +      [y-   —1; 

ou,  puisque  (yN-[-âIii=:2nj 

<^(>m  =  ^y''^w  +  w  — I7 
c'est-à-dire  que    p«    est  nécessairement  du  degré    (cÎ.*î„, -|-w  —  1).     Il  suit  de 
là  que  la  fonction       -     est  du  degré   {n — 1). 


'm 


Faisant  dans  la  fonnule  (28)  N=  1,  on  aura  f^  =  ?•,  et  par  conséquent 

J   8^y  R  r  —  yR  i\  —  yR  r„  —  yR 


oii,  suivant  l'équation  (30), 


îa„  (U„, 


rn^  +  VR 

rn^-VR 


L'équation  (28)  donne,  en  faisant    s„  =  a, 

où    /?.p.  =  a[2xV'J^;-t-«.-;'^), 
et  lorsque  iV  =  1 , 

r^m^^A*         1         r  +  VR    ,    .        r.+Vlî    ,  ,     ,         i\,  +  VR 


V  2     da„ 

D'après  ce  qui  précède,  cette  formule  a  la  même  généralité  que  la  for- 
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}/R 

mule  (32),  et  donne  toutes  les  intégrales  de  la  fomie  /  7-  '  o^  P  ©*  J^ 
sont  des  fonctions  entières,  qui  sont  exprimables  par  une  fonction  logarith- 
mique de  la  fonne    log  -       ^   --  • 

p — qy  R 


12. 


Dans  réquation  (28)  la  fonction      —    est   donnée    par    l'équation    (30). 

Mais  on  peut  exprimer  cette  fonction    d'une   manière  plus  commode  à  l'aide 
des  quantités    ^1,    i\^    i\^   etc.   ,u,  //i,   //j,    etc.     En  eiîet,  soit 


2-  =  losr  -    ^ 


n-^/R 
on  aura  en  différentiant, 

ou  en  réduisant, 

Or  nous  avons  trouvé  plus  haut 

donc  en  multipliant  par    s^_i^ 

c'est-à-dire. 
Mais  on  a 

donc  en  substituant  cette  quantité, 
d'oîi  l'on  déduit  par  ti'ansposition. 


SUK  L  INTÉGRATIChN  DK   LA  FOKMULK  DlFFtKKNTIKLLE     ' "'^     ote.  129 

Il  sait  rie  cette  éf|iiHtî(>ii  que    '*,; -f- ^« '^i  i    ^  ^'^  inéiiie  valeur  pour  tous 
les     ///     et  par  couséqueut  que 

or  nous  avons  vu  plus  haut  que     t'I  -{-  a\s,  iz=  //,    et  par  suite, 
(34)  /<^--r^  4- ««««-.. 

Substituant  cette  expression   pour    li    dans    l'équation    (33'),    on    aura  après 
les  réductions  convenables 

mais  piusque  /«  =  iJ.sv„_i//w_i  —  >'«_i7     le   terme —       -      se    transiorme 

*w— 1    y  R 

en    — 2if«  1     "•""* -L    "'*""-*     *"  "*  .     On  obtient  donc 
et   en  intégrant 

<»»)  i'"::  ;■« = -  ^-  +i'(^*-  -  ^■"-  *-)  y ^ +Jt7  v«  ■ 

C'ette  expression  est,  connue  on  le  voit,    une  fonnule  de  réduction  pour 

*"  _  "•  .      (jjji«  elle  doime  Tintégrale    /      **     *" 
^m   y  M  J    *w    Vu 

par  une  autre  intégrale  de  la  même  fonne  et  par  une  intégrale  de  la  forme 

'  t(Lr 

oh    t    est  une  fonction  entière.     ^Mettant  dans  cette  fonnule  à  la  place 
VR  ^ 

de  m  successivement  ///,  m  —  1,  m  —  2  .  .  .  3,  2,  1,  on  obtiendra  m  équa- 
tions semblables,  dont  la  sonnne  donnera  la  fonnule  suivante  (en  remarquant 
que     rQ  =  2su  —  ry=zf^N    en  vertu  de  l'équation     /'i -[-^i^=2.su) 

r  ff^m      fut  ,         i  I  I  I     -,   \    I      /'^'^    ^^^ 

J    ^m    VR  V  1-r  --r  3-r  '    "^  '  j   «   yi^ 

4-  /  2  (c/r,  +  c//-^  4"  •  •  •  +^''«.  — /'^^^'  — /'i  A—  •  •  •  — /'«-i^^^».-i)   , 


i 


va 


/'    7         i       X*^ 

On   peut  encore  réduire    l'intégrale     l  \     '       ^^^^     différentiant    l'ex- 

pression 

17 
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VA" 

^  i^^/N-^/R, 

on  aura  après  quelques  réductions, 

Or  ou  a 

substituant  donc  cette  valeur  de    i»'i     dans  l'équation  ci-dessus,  on  trouve 


dz  =  {2Ndt,  + 1,  dN)  - }   —  ^^    '■  ^- 


donc  en  intégrant 


/ds      V 
'"    /"      se  transfonue  par  là  en  celle-ci, 
^m   "y  R 


j 


ou,  en  mettant  à  la  place  des  (quantités    2,   2j ,    2^  ,  .  .    leurs  valeurs, 

(36)  f''^"'-  ''; 

^    '  J  "m  yR 

~  vr  ^"^ '^'^ "'" ^''      •" *''■' "I ^ ^'■"' ~ '"  ^•''"  ~ '"1  *'*■' •"— » ^'•''— « ^ 

^  ,y,Y_y/f^        "r.-v/f       ^'-.-y/f  ^  ,.„_yif 

Cette  tbnnule  est  entièrement  la  même  (jue  la  Ibnimle  (-8);  elle  donne 
(37)  -^-c/x  =  —  -'"''*'" 


^M  '"^tn 


-\~2{Ndt,-{-lt,dN-\-dr,-\ \-dr„~ud,s u^-,d,s^  .,). 

Mais  l'expression  ci-dessus  dispense  du  calcul  des  fonctions    «„    (^t   ^V„ . 
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yn 

/élu  4» 

"*     *"      (lîspa- 
^m  y  R 

raît  et  Ton  obtient  la  foniiule  suivante: 

Si  dans  l'expression  (30)  on  fait    N=  1 ,    on  a    t^  =  r,    et  par  suite 

/d>s      r  r  2 

—  loo-  -  -     —  loff  ^    '      ,      _  .  .  .  —  W , 

^   v  —  iR  ^    v^  —  iR  ^   r„  —  VR 

et.  si  Ton  fait    .s„  z=  a  : 

(40)  /  -   ^^  {dr  -^dr,-] [-  dr„  ~  fi  ds  —  ft,  ds,  —  ...  —  (/^_,  d8„_i  ) 

,         r  +  Vi^     .     ,  .    '7.,+yi2    .  .,         r„  +  V'R 

En  vertu  de  ce  qui  précède,    cette   formule    a    la   même   généralité  que 

/     ?     où 

t   est  une  fonction  entière,    qui    peuvent  être  exprimées  par  une  fonction  de 
la  tonne     loof  ---  — 


^      -oVii 


13. 


Nous  avons  vu  ci-dessus  que 


l/^>-^4-^  1 

donc,  lorsque    N=  1 , 


17* 
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W» 


•     '^  :?«,  +  ,       .      1 


En  gtînéral  les  quantités  ii^  i/,,  /z^,  /^,  -  .  .  sont  différentes  entre  elles. 
Mais  lorsqu'une  des  (luantîtés  .s-,  s^ ,  s^  .  .  .  est  indépendante  de  r,  la  frac'- 
tîon  coTitinue  devient  périoi/iqNf'.     On  peut  le  démontrer  connue  il  suit. 

On  a 
donc,  lorsque    .s„  =  nr, 

Or  ih\^i  =  âr^  (h<Ciâr^  'l*X»fi<C^^^S  donc  cette  écpiation  ne  peut  subsister 
i\  moins  qu'on  n'ait  en  même  temps, 

Or,   puisque    fi^^^  =  E  \    ""*^*       on  a  de  même 


nuus 


is    fi        =  u ,    donc 


«^-.fi  =  ^/'. 


On  a  de  plus 

dtmc  ayant    .s*^  =  ^,    r^^i  =  r,    fi^^^  =  au^    on  on  ccmdut 

•^«f  s  ~  ^  (1  +  ^fff*  —  4/1  *n)  : 
or    .«5,  r ~  1  -[-  4ur  —  4  ii*.s\    doiu» 

On  a  de  même 

donc,  puisque    i\  r=  2ii,«î  —  r. 
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(lT>h  l'on  tire 


,,„,,=  fc'/'*-+^^—  VaW'-.  1 


=     -Ë 


M-f:! 


donc 


/'w  +  S  - 


tf 


Kii  continuant  ce  procède  on   voit  sans  peine  (pi'on  aura  en  {çénéral 


(41) 


—  ..  +  1.S 


I    ."-  +  »  = 


«-1      ^ 


^"-\"«-l. 


Le  signe  supérieur  doit  être  pris  lorsrpie    n    est    pair    et    le    signe    inférieur 
dans  le  cas  contraire. 


Mettant  dans  Téquatioii 


'm   r '**'»  -1  •***"»  —  '"   \  '*** 


a    à  la  place  de    .s*„,     on  aura 


Il  s'ensuit  que 


Or  on    a     u. 


c'est-à-dire 


On  a  de  plus 


( ^  «  —  r){ r^  -\-v)  =  s  —  ns^_, . 


f'm 'S       •***«     1 


a 


E  i    "*    ?     donc 


/'« 


=  ^  En 


/'m 


a 


1 


a 


r. 


^  W       I       ^W-l  ^•*'w— 1  /'»!-  1  1 


c'est-?i-dire,  puisque    r^  =  r,    s^_^  = 


a 


2. 


'•  +  'Vi=  ^,  /'«--i 


Mais    r  -j-  ?*i  =  2s u ,    donc 


'V— 1  '*! 


2m 

a 


—  i\-=  "  (."«-1  — «.")• 
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On  a 


e/est-à-dire,  puisque    .s-„_i  =   '   ? 


Or  nous  avons  vu  (pie 

donc  en  substituant, 

2  {/„_,  +  rj  (/^„ .  1  —  ^i<  )  =  ns^  —  s„^^ . 

(Jette  équation  donne,  en  remarquant  que    c^(/'„,_i -}- ^*i)]>^^(^«*^i  —  ^-2)^ 
et  par  conséquent 

'ml  -—  '*!  • 

Par  un  procédé  semblable  on  trouvera  aisément, 


et  en  général 


(42) 


^*»i     2  '*2  î       •**»!     3  •*^2  7       /'m— 2 ' 


?'«_„ ^„  ^       '^^m-w ^^  "     •''ii-l  ? 


/',«     „  =  ^'^\"«     1. 


14. 

A.     8oit   m   un  nombre  pair,    2k. 

Dans  ce  cas  on  voit  aisément,  en  vertu  des  équations  (41)  et  (42),  que 
les  quantités  r,  r, ,  /^  .  .  .  .s,  s^ ,  .%  .  .  .  17,  i/j ,  //^  .  .  .  foraient  les  séries  sui- 
vantes: 

0  1  ..2k-  2  2k— l  2k  2k^l  2k-\-2..4k—l  4/.-  4k-\-l  4k-^2  4Â^-f  3  etc. 
/•   i\  . .      /^  i\        r         r  }\      . .      /'j,        i\        /•     .  î      r  7\      etc. 

/'/'!..     ^;;.         ^///       -]{       a//  ^^«      ..     /f,        1/        r  //  fi,      etc. 
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13.     Soit    m    un  uoiiibrc  impair,    2h —  1. 
Uaiis  ce  cas  l'équatioii 

donne,  pour    fi  =  lvj 

.V;t  -1  =  (i-^  f^k  -1 7     clone    a  =  1 . 

Les  quantités    ?*,    r^    etc.  s,   s^  etc.   //,   i/^  etc.   fonnent  les  séries  suivantes: 

..  2k  — 2  2k— 1     2k   2k-^l     etc. 

.  .         Ti  r 

.  .         ,s*  Il 

.  .         u  r 

On  voit  par  là  (jne,  lorsqu'une  des  quantités  ,s,  s^ ,  s^  .  ,  .  est  indépen- 
dante de  X,  la  traction  continue  résultant  de  ^li  est  toujours  périodique  et 
de  la  fonne  suivante,  lorsque    .s„,  =  r/: 


\f 

X 

.    • 

11/                    »Êé 

fi/           X 

#*/ 

'"-r 

r 

ri 

.    . 

'•*-» 

'■*-i 

'•*- 1 

'■*-* 

.s* 

•"•. 

.    • 

*'*-  2 

•'**-i 

•'•'*--* 

'■•'t-s 

.^ 

."i 

*    * 

."*  -* 

,"*_i 

."*-s 

."t-3 

r 

^•l 

etc. 

H 

*'l 

etc. 

/' 

/'l 

etc. 

^"='^■^"^1, 


"  ^«/'  +   2,.  1 

-4-  1 

«  ^  2a,i  + 


a 


+ 


+  1       1 

^"  +  2,-+   ' 


Lorsque    ni    est  impair,  on  a  de  plus    /^:=1,    et  par  suite 

La  réciproque    a    éj^'alement    lieu;    c'est-à-dire    (|ue,    lorscjue    la    fraction 

continue  résultant  de    \-  Il    a  la  tonne  ci-dessus,    .s,^    sera  indépendant  de    .r. 
En  eftet,  soit 


l'^fi  SUR  L IXTKGKATKIN   UE  LA  FORMULE  DIFFÉRENTIELLE     "''"^     eti- 

\/i 

r 


on  tire  de  Tëquatioii     /•,^r=r.s^i/^-|-f^^^, 


'  «  =  '^  '*»«  +  ^ 


Or,  puisque   ;\,^=:/„,  ^  —  2^»,  i,    '^^'^    ^^^«   i<C^'S    îl   ^"^^  clair  que 


On  en  tire 


et  par  conséquent    .s^z=((^    ce    qu'il  fallait  démontrer.      En    combinant    cela 
avec  ce  (jui  précède,  on  trouve  la  proposition  suivante: 

^'Lorsqu'il   est  possible  de  trouver  pour    p    une  fonction  entière  telle,  que 


/ 


"la  fraction  continue  résultant  de    ^It   est  périotlifiue,  et  a  la  forme  suivante: 

■-  +  1 

'    ^   2r  +    ,       ,        l 

^"  +  2,,,   +  etc. 

"et  réciproquement,  lorsque  la  fraction  continue  résultant  de  ^li  a  cette 
forme,  il  est  toujours  possible  de  trouver  pour  (>  une  fonction  entière  qui 
satisfasse  à  Téquation, 


»>!• 


i 


Vit        ^  y-\'n 


J^a  fonction    y    est  donnée  par  l'expression  suivante: 

'J  =  ''^l+  }     ,      1 


oj.  J37 
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Dans  cette  proposition  est  contenue    la    solution    complète    du    problème 
proposé  au  commencement  de  ce  mémoii'e. 


15. 

Nous  venons  de  voir  que,  lorsque  .s^f,_i  est  indépendant  de  Xj  ou  am'a 
toujours  ,Sf^z=zs^_2j  et  lorsque  s^,^  est  indépendant  de  x,  on  aura  .Sj^^^'^V-n 
où  c  est  constant.  La  réciproque  a  également  lieu,  ce  qu'on  peut  démontrer 
connue  il  suit. 

I.     Soit  d'abord    s^  =  Sf,_2j    ^^^  ^ 

^*— 1     I     ^k—l  *'*  -2  ^^^  ^k  ~|     ^k  ^k—1 5 

or   Hf^  =  tS^_ j ,    doi  ic 


^k ^k—l  • 


De  plus 


donc 


Mais 


^*  ''a— 2  ^^^  '^A  v'a  fh-s)     \     h  *A— 2« 


^k '  A— 1  J       ^V-2 ^A— 1     I      ^^A  -2  7 

donc,  en  substituant,  on  trouve 

^^  =  '^a(/^A  —  /'A-2)  +  ^A  +  ^  -2- 

Cette  équation  donne,  en  remarquant  que    ^^^^  <C '^''^ ,    ^^'^4-2  <C  ^X-2  7 


fh /'a— 2  7       ^A ^A— 2  • 


Or    rf^^i=ir^  —  2f^,    donc,  en  vertu  de  la  dendère  équation, 

^*A  +  l^^  ^*A— 1      I"  ^^A— 2  7 

et,  puisque    rj^_i  =  r^_2  —  '^h-t  ?    ^^^^  ^^^  conclut 


'*A  +  1 ^A-2- 
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On  a 

donc,  puisque    ï\^^z=i  r^_2^   Sf^=is^_^^    on  a  aussi 

En  combinant  cette  équation  avec  celles-ci, 
on  obtiendra 

Or  on  a    r;t^i  =  r;t_g,    et  r;t-2  =  ^*-s  —  ^^k-$j  P^i'  conséquent 
Il  s'ensuit  que 

f^k^l  ^^^  /'a— 3  ?      *A  +  1  ^^^  ^A— 3' 

En  continuant  de  cette  manière,  on  voit  aisément  qu'on  aura  en  général 

^A + n  ^^^  '  A— n— 1  î       /  '  A + n  ^^^  f^k—n—i  J       **^k + n  ^^-^  *'a— n— «  • 

En  posant  dans  la  dernière  équation    n  =  k  —  1 ,    on  trouvera 

Or  il  est  clair  (jne    .s_i    est  la  même  chose  que  1;  car  on  a  en  général 

donc  en  faisant   7n  =  0^ 

mais    ii!= /•*-["*' 7    donc    6_i  =  l,    et  par  conséquent 

U.     Soit  en  second  lieu    ,s-^  =  c.s^t-M    ^^^  '^ 

^  A  ^^  /^A  ^A  "T~  ^A  î 
^*A-1  =^^  /'a— 1  **A— 1  "r  *A— 1  7 
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donc 

Or   r,.  —  r;,_i  =  —  2f,._i ,    donc 

Cette  éqnation  donne 

_  1^  _ 

/'a  —  ~    /'*-i  j     ^k  —  —  **— 1  • 

Donc  des  équations 

^k       ^t— 1  =^       ^^k—\  7     ^*+i       ^*  ^^  —  ^f*  J 
on  déduit  en  ajoutant 

On  a  de  plus 

et,  puisque   r;t^.i  =  r;t_i    ^t    Sf,  =  cSf,_^^    on  en  conclut 

_  1 

^1  +  1  _'^it— 2* 

(y 

En  continuant  de  cette  manière,  on  aura, 

*^2k ^        J 

c'est-à-dire  que    %    est  indépendant  de    x. 

Cette  propriété  des  quantités  5,  .Sj,  s^  etc.  fait  voir  que  Téquation 
s^  =  a  est  identique  avec  Téquation  s^  =  a-^Sf,_i  et  que  l'équation  %_i=l 
est  identique  avec  Téquation  Sj,  =  s,^_2.  Il  s'ensuit  que,  lorsqu'on  cherche 
la  fomie  de  li  qui  convient  à  l'équation  %=iz:a,  on  peut  au  lieu  de  cette 
équation  poser  Sj^  =  a~^Sj^_ij  et  que,  lorsqu'on  cherche  la  forme  de  li  qui 
convient  à  l'équation  s^f,_^  =  1  ?  î^  suffit  de  faire  .Ç;^  =  s^..^ ,  ce  qui  abrège 
beaucoup  le  calcul. 


16. 

En  vertu  des  équations  (41)  et  (42)  on  peut  donner  à  l'expression  (40) 

une  forme  plus  simple. 

18* 
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a)     Lorsque    m    est  pair  et  égal  k    2fc,    on  a 


(43) 


(44) 


/ 


b)    Lorsque   m   eut  impair  et  égal  à   2k  —  1 ,   on  a 
2 

,        r-^iR    .    ,        r.  +  yïi    ,  .    ,         n-i  +  YR 


17. 

Pour  appliquer  ce  qui  précède  à  un  exemple,  prenons  l'intégrale 

qd-x 


/- 


Ou  a  ici  ait  =  4 y  donc  les  fonctions  .s-,  Aj,  .s\,,  .Sg  .  .  .  sont  du  premier  degré, 
et  par  suite  Téquation  s^  =  const.  ne  donne  qu'une  seule  équation  de  condi- 
tion entre  les  quantités,  a,  /î,  y^  (V,  f.   . 

Faisant 

on  aura 

r  =  X*  -[-  aa:  -[-  i,    ,ç  =  c  -|-  ex. 

Pour  abréger  le  calcul,  nous  ferons  c  =  0.  Dans  ce  cas  on  a  s  =  eXy  et 
par  conséquent, 

c'est-à-dire 

ii=z ,     ê  =  b. 

'  e     ^     e 

De  plus 

)\  =  r  —  2e  =  x^-\-  ax  -\-h  —  2h=ix^-\-ax  —  />, 
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s,=  l-\-Aefi  =  l-^éb^     =~^x~{-     ^    +1, 


a«     ,       e* 


*i  —  '*!  —  ."r''i  —  4/,  +  io/,i  ^  *  ' 

Soit  maintenant  en  premier  lieu   Sj  constant.     Alor>î  l'ëcjuation 


•^•i  =  -  -^  +  -.;  +1 


-;r"j 

donne 

par  conséquent, 

r  =  x^  -\-aXj 


r  ^   /  7        1      j\       1        r  +  V/i 
JVi2^  ^'        '  ^    r  —  Vll 


ou,  puLsque    /(=  >    s=:rj 


><'»• 


J  V(.r^  +  (ury  +  f?.r  """    ^^^    .r*  -|-  fi,r  —  V i^  ' 


Cette  intésTale  se  trouve  aussi   facilement    en    divisant   le    numérateur  et   le 
dénominateur  de  la  différentielle  par    Yx. 

Soit  en  deuxième  lieu    .s^  constant.     Dans  ce  cas  la  fonnule  (43)  donne, 
k   étant  égal  à  Tunité, 

L^(*+i*, -,..*)=%  :+:;i+iv  l'iii- 


Or  réquation   «,  =  const.    donne   Si  =  cs^   donc 


4b      ,    iah   ,    - 

-  -  x-A —      +  l  =  rex. 
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y// 
L'équation  de  condition  sera  donc  -j-l=0,    c'est-à-dire 

donc 

]i=(x'^ax-{-hy—4nhx. 

J)e  plus,  ayant    ft  =  '       -5     r  =:x^  -^ax-\-hy     i\  =  x^  -\-ax  —  />,     on    aura 
la  formule, 

r  U.V  +  a)  (In  .        .r  «  +  (ur  +  />  +  Vit    ,     ,  ,        .r  *  +  a.r—h  A-V  It 

Soit  en  troisième  lieu   s^  constant.     (>ette  équation  donne  s^=.%^  c'est-à- 
dire 


ae     ,      e^ 


On  en  tire 

e=  —  2h{a±Ya''^U). 

La  fonnule  (44)  donne  par  conséquent,  puisque  A;  =  2, 

(5.r  +  I  a  +  I  yâ^lj:- 47>)  (Lv 
Y(^^2  _|_  ^.,.  _^  hy—2lKe  {a±-Va^  +  4/0 

^    .,.i4.a.r  +  />  — y/<?    '        *^   .r^  +  a.r  — A  — yif 

Si  par  exemple    a  =  0,    />=!,    on  aura  cette  intégrale: 

Soit  en  (luatrième  lieu    .S4   constant.      (îela    donne    s^z=iesi^    c'est-à-dire 
On  en  tire,  en  comparant  les  coefficiens  et  éliminant  ensuite    r. 
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\U 

{e  -y  4  ab)  *=l^b^~e  {e  +  4  ah) , 
En  vertu  de  cette  expression  la  fonnule  (43)  donne, 

(0.,.  +  |a  —  J  Va*  +  8/>  )ilv  _  .        .!•-  +  iue  +  />  +  Vi^ 

y(;f24.  cwr-f  />)^--//(3ce+  ya*+  8^) .r  -«^^^  +  a,c  +  />  —  V /^ 

.,r*  +  (uv  —  h  +  ^/R     ,     ,  ,        .«?«  +  <f.*;  +  1  a  (a  —  Va*  +  H/> )  +  V  /J 

Si  Ton  fait  par  exemple    a  =  0,    />  =  ^,    on  obtiendra 


/ 


y j,.4  _|:  .pï  -j:  .c  +  ^      «    ^  j;*  +  j  _  y.c*  .j:  ^^  +  ,r  +"j 


On  peut  continuer  de  cette  manière  et  trouver   un  v  plu»  grand  nombre 
d'intégrales.     Ainsi  par  exemple  l'intégi'ale 


V(- 


peut  s'exprimer  par  des  logarithmes. 


/ 


p  +  q^R 


s'exprimer  par  une  fonction  logarithmique   de  la  forme  log  -         •        On 

p  —  qy  R 

pourrait  rendre  le  problème  encore  plus  général,  et  chercher  en  général  tou- 
tes les  intégrales  de  la  fonne  ci-dessus  (|ui  poun^aient  s'exprimer  d'une  ma- 
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iiière  quelconque  par  des  logarithiues;  mais  on  ne  trouverait  pas  d'intégrales 
nouvelles.     On  a  en  eftet  ce  théorème  remarquable: 

„Lorsqu'une    intégrale    de    la    fonue     /    /"    '    ^^    p    et    li    sont    des 

^fonctions  entières  de    x*,    est  exprimable  par  des  logarithmes,  on  peut 
^toujours  Texpriiner  de  la  manière  suivante: 


/ 


VR  ^  r  —  qVJt 


„oîi   A    est  constant,  et  jj   et   q   de»  fonctions  entièi'es  de   «." 
Je  démontrerai  ce  thëorème  dans  une  autre  occasion. 


XII. 


r        r  /         / 


MEMOIRE  SUR  UNE  PROPRIETE  GENERALE  D'UNE  CLASSE  TRES 

ÉTENDUE  DE  FONCTIONS  TRANSCENDANTES. 


Présenté  k  rAcadémio  des  sciences  à  Paris  le  30  Octobre  1826.     Mémoires  présentés  par.  divers  savants 

t.  VU,  Paris   1841. 


Les  fonctions  transcendantes  considérées  jusqu'à  présent  par  les  géomè- 
tres sont  en  très-petit  nombre.  Presque  toute  la  théorie  des  fonctions  trans- 
cendantes se  réduit  à  celle  des  fonctions  logarithmiques,  exponentielles  et 
circulaires,  fonctions  qui,  dans  le  fond,  ne  forment  qu'une  seule  espèce.  Ce 
n'est  que  dans  les  derniers  temps  qu'on  a  aussi  commencé  à  considérer  quel- 
ques autres  fonctions.  Panni  celles-ci,  les  transcendantes  elliptiques,  dont 
M.  Legendre  a  développé  tant  de  propriétés  remarquables  et  élégantes,  tien- 
nent le  premier  rang.  L'auteur  a*  considéré,  dans  le  mémoire  qu'il  a  l'honneur 
de  présenter  à  l'Académie,  une  classe  très-étendue  de  fonctions,  savoir:  toutes 
celles  dont  les  dérivées  peuvent  être  exprimées  au  moyen  d'équations  algé- 
briques, dont  tous  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  d'une  même 
variable,  et  il  a  trouvé  pour  ces  fonctions  des  propriétés  analogues  à  celles 
des  fonctions  logarithmiques  et  elliptiques. 

Une  fonction  dont  la  dérivée  est  rationnelle  a,  comme  on  le  sait,  la 
propriété  qu'on  peut  exprimer  la  sonnne  d'un  nombre  quelconque  de  sem- 
blables fonctions  par  une  fonction  algébrique  et  logarithmique,  quelles  que 
soient  d'ailleurs  les  variables  de  ces  fonctions.  Ue  même  une  fonction  ellip- 
tique quelconque,  c'est-à-dire  une  fonction  dont  la  dérivée  ne  contient  d'autres 
in'ationnalités  qu'un  radical  du  second  degré,  sous  lequel  la  variable  ne  passe 

pas  le  quatrième  degré,    aura   encore   la   propriété  qu'on  peut  exprimer  une 
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somme  quelconque  de  semblables  fonctions  par  une  fonction  algébrique  et 
logarithmique,  pourvu  qu'on  établisse  entre  les  variables  de  ces  fonctions 
une  certaine  relation  algébrique.  Cette  analogie  entre  les  propriétés  de  ces 
fonctions  a  conduit  l'auteur  à  chercher  s'il  ne  serait  pas  possible  de  trouver 
des  propriétés  analogues  de  fonctions  plus  générales,  et  il  est  parvenu  au 
théorème  suivant: 

„Si  l'on  a  plusieurs  fonctions  dont  les  dérivées  peuvent  être  racines 
„d'une  même  équation  algébrique^  dont  tous  les  coefficients  sont  des  fonctions 
^^rationnelles  d'une  même  variable,  on  peut  toujours  exprimer  la  somme  d'un 
„nombre  quelconque  de  semblables  fonctions  par  une  fonction  algébrique  et 
^^logarithmique^  pourvu  qu'on  établisse  entre  les  variables  des  fonctions  en 
„question  un  certain  nombre  de  relations  algébriques}^ 

Le  nombre  de  ces  relations  ne  dépend  nullement  du  nombre  des  fonc- 
tions, mais  seulement  de  la  nature  des  fonctions  particulières  qu'on  considère. 
Ainsi,  par  exemple,  pour  une  fonction  elliptique  ce  nombre  est  1;  pour  une 
fonction  dont  la  dérivée  ne  contient  d'autres  irrationnalités  qu'un  radical  du 
•second  degré,  sous  lequel  la  variable  ne  passe  pas  le  cinquième  ou  sixième 
degré,  le  nombre  des  relations  nécessaires  est  2,  et  ainsi  de  suite. 

Le  même  théorème  subsiste  encore  lorsqu'on  suppose  les  fonctions  mul- 
tipliées par  des  nombres  rationnels  quelconques  positifs  ou  négatifs. 

On  en  déduit  encore  le  théorème  suivant: 

„0n  peut  toujours  exprimer  la  somme  d'un  nombre  donné  de  fonctions, 
„qui  sont  multipliées  chacune  par  un  nombre  rationnel,  et  dont  les  variables 
„sont  arbitraires,  par  une  somme  semblable  en  nombre  déterminé  de  fonctions, 
„dont  les  variables  sont  des  fonctions  algébnques  des  variables  des  fonctions 
„données." 

A  la  fin  du  mémoire  on  donne  l'application  de  la  théorie  à  une  classe 
particulière  de  fonctions,  savoir,  à  celles  qui  sont  exprimées  comme  intégra- 
les de  fommles  différentielles,  qui  ne  contiennent  d'autres  irrationnalités  qu'un 
radical  quelconque. 


1. 

Soit 

une  équation  algébrique  quelconque,  dont  tous  les  coefficients  sont  des  fonc- 
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« 

tions  rationnelles  et  entières  d'une  même  quantité  variable  x.  Cette  équa- 
tion, supposée  irréductible,  donne  pour  la  fonction  y  un  nombre  n  de  for- 
mes difterentes;  nous  les  désignerons  par  y\  y"  .  .  .  y^'*^  en  consei-vant  la 
lettre   y   pour  indiquer  Tune  quelconque  d'entre  elles. 

Soit  de  même 

(2)  Oy  =  q,-\-  q,y  -\-q,y'-\ \-  î^.y""  * 

■ 

une  fonction  rationnelle  entière  de  y  et  x,  en  sorte  que  les  coefficients  g^oj 
qiy  5a  .  .  .  Çrt_i ,  soient  des  fonctions  entières  de  x.  Un  certain  nombre  des 
coefficients  des  diverses  puissances  de  x  dans  ces  fonctions  seront  supposés 
indéterminés;  nous  les  désignerons  par  a,  a\  a",  etc. 

Cela  posé,  si  l'on  met  dans  la  fonction  Oy^  au  lieu  de  y,  successive- 
ment y\  y"  ,  .  .  y^'*\  et  si  l'on  désigne  par  r  le  produit  de  toutes  les  fonc- 
tions ainsi  formées,  c'est-à-dire  si  l'on  fait 

(3)  .         r  =  <9t/'. %'....  V"\ 

la  quantité  r  sera,  comme  on  sait  par  la  théorie  des  équations  algébriques, 
une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x  et  des  quantités    a,  a',  a'',   etc. 

Supposons  que  l'on  ait 

(4)  r  =  F^x.Fx, 

FqX  et  Fx  étant  deux  fonctions  entières  de  x,  dont  la  première,  F^x^  est 
indépendante  des  quantités    a,  a',  a",    etc.;  et  soit  • 

(5)  Fx  =  0. 

Cette  équation,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quan- 
tités a,  a\  a^,  etc.,  donnera  x  en  fonction  de  ces  quantités,  et  on  aura, 
pour  cette  fonction,  autant  de  formes  que  l'équation  Fx  =  0  a  de  racines. 
Désignons  ces  racines  par  x^^  ^a  •  •  •  ^^^  et  par  x,  l'une  quelconque  d'entre 
elles. 

L'équation  Fx  =  0,  que  nous  venons  de  former,  entraîne  nécessairement 
la  suivante  r  =  0,  et  celle-ci  en  amène  ime  autre  de  la  forme 

(6)  d7j  =  0. 

En  mettant  dans  cette  deiniière,  au  lien  de  x,  successivement   Xi,  a*,  .  .  .  a:^, 

19* 
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et  désignant   les   valeurs   coiTespondantes  de   //   par    //j ,  y^  .  .  .  y,^ ,    on  aura 
les  //  équations  suivantes: 

(7)  Oy,  =  0,    dy,  =  O....0y^,^-:.O. 


2. 

Cela  posé,  je  dis  que  si  Ton  désigne  par  /{x^  y)  une  fonction  (juelcon- 
que  rationnelle  de   x   et    y,    et  si  Ton  fait 

(8)  dv=zf{x,,  y,)dx,-{-f{;x,,  y^)dx,-^ h/K?  !U)dx^^ 

la  différentielle   dv   sera  une  fonction  rationnelle  des  quantités  a,  a\  a",  etc. 

En  effet,  en  combinant  les  équations  dy  =  0  et  ;f?/=z=0,  on  en  peut 
tirer  la  valeur  de  ?/,  exprimée  en  fonction  rationnelle  de  x  et  des  quantités 
a,  etc.;  en  désignant  cette  fonction  par    p,    on  aura  donc 

(9)  y  =  (f     et    f{x,  y)  =f{x,  p) . 

Mais  en  différentiant  Téquation   Fx=zO^   on  aura 

rx.dx-^dFx  =  0, 

en  désignant,  pour  abréger,  par  F'x  la  dérivée  de  Fx  par  rapport  à  x  seul, 
et  par  dFx  la  différentielle  de  la  même  fonction  par  rapport  aux  quantités 
a,  a\  a",  etc.     De  là  on  tire 

(10)  Jx  =----; 

et  par  c(mséquent 

(11)  fix,  y)dx  =  -^ipf-âFx  =  <p,x, 

où  il  est  clair  que  (p^x  est  une  fonction  rationnelle  de  ic,  a,  a\  a",  etc. 
Au  moyen  de  cette  expression  de  la  différentielle  f{xj  y)dxj  la  valeur  de 
dv  deviendra 

dv  =  (p^Xi-{-(p^x^-^ -{-(p^x^. 

Or,  le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  rationnelle  des 
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quantités  a^  a\  a"  .  .  .  x^^  x^  .  .  .  x^^  et  en  outre  symétrique  par  rapport  à 
ar,,  x^  .  .  .  x^'^  donc  dv  peut  s'exprimer  par  une  fonction  rationnelle  de  a^ 
a\  a"  .  .  .  et  des  coefficients  de  Téciuation  i'x  =  0;  mais  ces  coefficients 
8(mt  eux-mêmes  des  fonctions  raiionnelles  de  a,  a\  etc.;  donc  dv  le  sera  de 
même,  comme  on  vient  de  le  dire. 

Si  maintenant  dv  est  une  fonction  différentielle  rationnelle  des  quan- 
tités a,  a'  a''  .  .  .  son  intégrale  ou  la  quantité  v  sera  une  fonction  algébri- 
que et  logarithmique  de  a,  a\  a"  .  .  .  .  L'équation  (8)  donnera  donc,  en  in- 
tégrant entre  certaines  limites  des  quantités  a,  a',  a"  .  .  . 

(12)  ff{x, ,  y,)dx,  -\-ff{x, ,  y,)dx,  -| h//K  '  // J^^^  =  ^S 

ou  bien,  en  faisant 

(13)  ff{x, ,  yi)dx,  =  ifj^x,  ;  ff{x^ ,  y,)cZa:2  =  V'.a:,  . . .  ff(x^ ,  y^)dx^,  =  tp^x^, , 

(14)  tp,x,  -f  V/gara  4-  V^ja:,  -\ [-  r/^^a:^  =  v. 

Voilà  la  propriété  générale  des  fonctions  ipiX^^  V^s^^a?  ^^c*?  ^^^^  nous 
avons  énoncée  au  commencement  de  ce  mémoire. 


3. 

Les  foiTues  des  fonctions  tpiXi^  %x^j  etc.,  dépendent,  en  vertu  des 
équations  (13),  de  celles  des  fonctions  ^i,  y»  •  .  -  3^;*.  Ces  dernières  ne  peu- 
vent être  choisies  arbitrairement  parmi  celles  qui  satisfont  à  Téquation  ;fy=0; 
elles  doivent  en  outre  satisfaire  aux  équations  (7);  mais  comme  on  a  plu- 
sieurs variables  indépendantes,  a,  a',  a''  ...  il  est  clair  qu'on  peut  établir 
entre  les  formes  des  fonctions  ^i ,  ^a  .  .  .  y^ ,  ^^  nombre  de  relations  égal  à 
celui  de  ces  variables.  On  peut  donc  choisir  arbitrairement  les  formes  d'un 
certain  nombre  de  fonctions  yi ,  y»  .  •  •  y^,  ;  mais  alors  celles  des  autres  fonc- 
tions dépendront,  en  vertu  des  équations  (7),  de  celles-ci  et  de  la  grandeur 
des  quantités  a,  a',  •  .  .  .  Il  se  peut  donc  que  la  quantité  constante  d'inté- 
gration contenue  dans  la  fonction  v  change  de  valeur  pour  des  valeurs 
différentes  des  quantités  a,  a\  a"  .  .  .]  mais  par  la  nature  de  cette  quantité, 
elle  doit  rester  la  même  pour  des  valeurs  de  a,  a\  a"  .  .  .  contenues  entre 
certaines  limites. 

Les  fonctions   a^j ,  x^  .  .  .  x^,^    sont   détemiinées   par   l'équation    Fx  =  0  ; 
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cette  équation  dépend  de  la  fonne  de  la  fonction  dy;  mais  comme  on  peut 
varier  celle-ci  d'une  infinité  de  manières,  il  s'ensuit  que  l'équation  (14)  est 
susceptible  d'une  infinité  de  fonnes  différentes  pour  la  même  espèce  de  fonc- 
tions. Les  fonctions  x^^  ^2  •  •  •  ^/i  ?  ont  encore  cela  de  très-remarquable  que 
les  mêmes  valeurs  répondent  à  une  infinité  de  fonctions  différentes.  En  effet 
la  forme  de  la  fonction  /(x,  y),  de  laquelle  ces  quantités  sont  entièrement 
indépendantes,  est  assujettie  à  la  seule  condition  d'être  une  fonction  ration- 
nelle de   X   et  y. 


4. 

Nous  avons  montré  dans  ce  qui  précède  comment  on  peut  toujours  for- 
mer la  différentielle  rationnelle  cZr;  mais  comme  la  méthode  indiquée  sera 
en  général  très-longue,  et  pour  des  fonctions  un  peu  composées,  presque  im- 
praticable, je  vais  en  donner  une  autre,  par  laquelle  on  obtiendra  immédia- 
tement l'expression  de  la  fonction    r    dans  tous  les  cas  possibles. 

On  a  par  l'équation  (3) 

r  =  ey\ey"  .  .  .  dy^"\ 

« 

donc,    en    différentiant  par  rapport    aux  quantités    a,    a',    a",    etc.,    on    ob- 
tiendra 

or,  on  a    6y=zOj    donc  le  second  membre    de   l'équation   précédente    se    ré- 
duira  à    ^-^Oy^    et  l'on  aura  par  conséquent 

•7 

By       '' 
Maintenant  on  a 

r=:FQX.Fx^ 

où    t\x   est  indépendante  de    a,  a\  a",  etc.;    donc,    en   différentiant,   on  ob- 
tiendra 

dr  =  F^x.âFx 
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et,  par  conséquent,  en  substituant  et  divisant  par   FqX^    on  ti'ouvera 


âFx  = 


.dey 


FqX  .  6 y 

Par  là,  la  valeur  de 

,  dFx 

deviendra 

et  en  multipliant  par  /(x,  y) 


f{x,  y)dx  =  -  -^-^^  /{x,  y)  -;-  âdy. 


En  remarquant  maintenant  que  -^^  s'évanouit,  car  autrement  on  au- 
rait y^''^  =  yj  il  est  clair  que  l'expression  de  f(x^y)dx  peut  s'écrire  connue 
il  suit: 

f{x,y)dx=: 

-  F^F^  î/(-'^^)  w  ^^^'  +-^("'^''^  iy-^^y'+  •  •  •  +/(-'^"^)  ë^^y'^'  î  • 

Pour  abréger,  nous  désignerons  dans  la  suite  par  ^F^y  toute  fonction  de 
la  forme 

F^y'-^F,y"  +F,y"'-^  •  •  •  '^-F^y^"^; 

et  par  là  la  valeur  précédente  de  f{x^y)dx   deviendra 

(15)  f{x,y)dx=-yj^,-^2:f{x,y)^dey. 

Cela  posé,  soit  x'V  1^  dérivée  de  XU  prise  par  rapport  à  y  seul,  le  pro- 
duit fip^'i'lDxy  sera  une  fonction  rationnelle  de  x  et  y.  On  peut  donc 
faire 

où  P  et  Pi  sont  deux  fonctions  entières  de  x  et  y.  Mais  si  l'on  désigne 
par    T  le  produit   P\f  .Py"  .  .  .  Py^"\    on  aura 
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l'y  ~  T  ^^y  Fy  ' 

T 
or        -     peut  toujours  s'exprimer  par  une  fonction  entière  de   x    et  y^   et  T 

par  une  fonction  entière  de   x^    donc  on  aura 

P.y  _  T, 
Py  —  T' 

où  1\  est  une  fonction  entière  de  x  ç>t  y\  mais  toute  fonction  entière  de 
X   et  y   peut  se  mettre  sous  la  fonne 

(16).  t^^t^y^t^,/^ j_,_^^«-,^y;(^^  y)^ 

OÙ  Iqj  fi  .  .  .  in-ij  sont  des  fonctions  entières  de  x  seul.  On  peut  donc 
supposer 

f^x   étant  une  fonction  entière  de    x   sans   y. 
De  là  on  tire 

(17)  f(x,y)  =  P^. 

t 

En  substituant  maintenant  cette  valeur  de  y(.c,  y)  dans  l'expression  de 
f{Xj  y)  dx   trouvée  plus  haut,  il  viendra  ^ 

Dans  le  second  membre   de  cette  équation  la  quantité  ^K-c,  y)~H~    ^^* 
ime  fonction  entière  par  rapport  à   a;    et   y;    on  peut  donc  supposer 

où  li^^^y  est  une  fonction  entière  de  x  et  y,  dans  laquelle  les  puissances 
de  y  ne  montent  qu'au  [n  —  2)*  degré;  Rx  étant  une  fonction  entière  de 
X   sans   y.     On  aura  donc 


ïy     ^y     "^  xy    ^  xy 
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Or,  on  a 

x'y'  =  {y'-y''W~y"')-"{y'-y^'').       .    ' 
xY={y''-y'){y''-y"')  •  ■  •  {y"-y^%  etc.; 

donc,  d'après  des  formules  connues, 

xy  xy 

Par  conséquent 

(19)  2:'^'-^'y^^-^âey  =  iix. 

^    ^  xy    ^y     ^ 

La  fonction    2!'      ,     --^^Oy   peut  donc  s'exprimer  par  une  fonction  entière 

de   X   seul  sans   y.     Les  quantités  a,  a\  a"    etc.    d'ailleurs  y  entrent  ration- 
nellement. 

Par  là  l'équation  (18)  donnera 

En  mettant  dans  cette  équation  au  lieu  de   x   successivement   a^j ,  ic,  .  .  .  a:  , 
on  obtiendra   ,a   équations  qui,  ajoutées  ensemble,  donneront  la  suivante: 

^    ^  fi^i'X'yi     '     fi^i'X'yi     '    '  *  *   '     f2x^.x% 

Rxi  Rx^  Rxfji 

Si  donc  on  désigne  par   2F^x   une  somme  de  la  forme 

F,x^^F,x^^F,x^-\ h^i^A.7 

l'expression  de    dv   pouiTa  s'écrire  connue  il  suit: 

(22)  dv  =  —  2:~. ,f ""   „.   > 

^      ^  fiX.FoX.F'x 

Cela  posé,  soient 

i^oa:  =  (a:-/90^'(a:-/î,)^'  .  .  .  {x-ftaY^, 

(23)  {  f,x  =  {x-  /90-  (^  -  /?,)"••  ...  (a:  -  /îa)-"^, 

ifa:=(a:—yîi)*' (a;  — /?,)*«  .  .  .  {x  —  (i^y^R^x, 

20 
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/?!,  /îg  .  .  -  /?«?  étant  des  quantités  indépendantes  de  a,  a\  a''  etc.; 
fiij  fi^  .  .  .  m^^  m^  .  .  .  k^^  fc^ ,  etc. ,  étant  des  nombres  entiers,  zéro  y  com- 
pris; et    BiX    étant  une  fonction  entière  de   x. 

En  substituant  ces  valeurs   de    FqXj  f^x^  Rx   dans   l'expression   de    dv^ 
elle  deviendra 

a  i?  =  —  2 


OU  bien  en  faisant,  pour  abréger, 

(24)  ,u, -|- 7«i  —  ^^  =  »', ,   /t, -|- wi,  —  À;,  =  »/,,... /i„ -j- TO„  —  A;„  =  K»  , 

(25)  A{x  —  p.Y'  {x  —  /î,)".  ...  (a;  -  /î^)"»  =  e,x  : 
Maintenant  on  peut  toujours  supposer 

où  R^x  et  -Ba»;  sont  deux  fonctions  entières  de  Xj  le  degré  de  la  dernière 
étant  plus  petit  que  celui  de  la  fonction  O^x]  en  substituant,  il  viendra 
donc 

(27)  dv  =  -T^'''        -     ^^^ 


La  fonction    — ^  ~Jr-    peut  se  trouver  de  la  manière  suivante. 

Puisque   iCi ,  x^  .  .  .  x^   sont  les  racines  de  l'équation  Fx  =  0 ,    on   aura, 
en  désignant  par    a    une  quantité  indéterminée  quelconque, 

1    _      1  l_j 1 1_   ,  .        1         j_ 

B^a        a — x^  F'x^    'a — x^  F'x^  "•       '  '  "•    a  —  Xf^  Fx^^  ' 

c'est-à-dire 

(28)  |-=^^^1--.1_, 

^      ^  ta  a  —  X  F X 

d'où  l'on  tire,    en  développant   —    -  suivant  les  puissances  descendantes  de  a. 
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A.=l:s:_L  I   i  ^J'-j l_J_^_^ j , 

Fa         a        F'x  ^  a*       F'ar  ^  l^a-+i  ^  F'.r     >  ' 

d'oi\  il  suit  que    ^j^—    est  égal  au  coefficient  de    —^:^    dans  le  développe- 

M  tir  ex 

ment  de  la  fonction     v,    5    ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  celui  de    —  dans 

le  développement  de    ^,---     En  désignant  donc  par    UF^x    le   coefficient  de 

dans  le  développement  d'une  fonction  quelconque  F^x^    suivant  les  puis- 
sauces  descendantes  de   Xy^    on  aura 


De  là  il  suit  que 


en  désignant  par   F^x   une  fonction  quelconque  entière  de  x.     On  aura  donc, 
en  mettant   R^x^ 

(29)  ^§?=/74^; 


F'x  Fx 


mais  ayant 


on  aura  aussi 


rr  -  —^   /7  -?^- u  /7  ^*'^ 

êix.Fx~       e\x.Fx^        Fx  ' 

Or,    le  degré  de   R^x   étant  moindre  que    celui    de    ô^x^    il    est   clair   qu'on 
aura 


77     ^^"^    =0 


donc 


20* 


156  MÉMOIRE  SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  GÉNÉRALE  «te. 

Le  second  terme  du  second  membre  de  Téquation  (27),  savoir  la  quan- 
tité   2- — ~7^7-j    se  trouve  comme  il  suit: 


Soit 


—  —  "~~~      -  -         I    ^— ^^ I     •  •  •  ■  I 


B,x        «  — /Si    '    («  —  /S»)*    '  '    («  — /îi)' 


OU  bien,  pour  abréger, 


on  aura 


où 


t 

pour   x  =  /i]    c'est-à-dire 

en  désignant  par    d/''^x   la    ?^*    dérivée  de  la  fonction    d^x   par  rapport  à  x^ 
et  par   r(y-["l)    ^^  produit   1.  2.  3  .  .1  (î/ —  l).y. 

En  substituant  ces  valeurs  des  quantités    A^^  A^  .  .  .  A^^   il  viendra 


-  ■=.  ^    i  ) • 

Maintenant  on  a,  en  désignant -r    par  g', 

1        _  rfy 1         _   1    d*q  .        1        _^    1     fl!''-iî  . 


-T,;  » 


(x  —  tiy~dfi         {x  —  tiy~2    d(i^'        ^  (a^  —  ^y—  Tv    dfi^-^  ' 

donc  Texpression   de    ^ —   peut  s'écrire  comme  il  suit: 
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(  d*-^p       |_  »'  —  1  d''-*p  dq 

"»,.r   —  rv    \         (y  _J)  (y  _  2)  dr-^p  d*q  ,        dy-^q 

(.  "T  1.2  dif-''  dji*    r  •  '  *  TF(fpy-i   f 

Or  la  quantité  entre  les  accolades  est  égale  à       .A-{i    donc 


/2s^_       ,     1     dy-^^pq) 
6i.r  Tv       (ip-^     ' 

d'oîi  l'on  tirei'a,  en  substituant  les  valeuivs  de  p    et   ^,    et    remarquant    que 

ei.r'~     *'  d,i  "-»  )  ei<-> (i .  (.r  — /ï) 

Mm  e^    A*  mmtt    0** 

En  substituant  cette  expression  au  lieu  de      -  -    dans  la  fonction  JS*—     -^^^  > 
il  viendra 

ou  bien 


OiX.F'x  rfj:?"-»  I  fl,W|S       (x— fi) F'x 

Or,  comme  nous  avons  vu  plus  liant  (28), 

1         _         1 

donc 

—  ^   V 


mais  l'équation 

donne,  si  Von  multiplie  les  deux  membres  par    {x  —  (iy ,    et  qu'on  fasse  en- 
suite  x  =  /ij 
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donc,  en  snbstitnant, 

Ayant  ainsi  trouvé  les  valeurs  de  -2"     *—    et   -2"- — ^p7->      l'équation     (27) 
donnera,  pour  la  différentielle    dv^   l'expression  suivante, 

.(33)  a.  =  -n^^^^+^'r§^l,\.,^,^[ 

ou  bien 

(34)  dv  =  —  /7-?i* {-  2' V  --'-  i .— ?î^-  ( 

(X  =  ^,,   /?....  ^„). 

Maintenant  on  a  (19) 

et  (23) 

E^x  =  Bx.{x  —  /?.)-*■  (a;  —  /?,)-*• .  .  .  (x  —  z?»)-*» ; 

donc  en  faisant,  pour  abréger, 

(35)  F,x .  {x  -  p,)-"'  {x  -  p,)-"'  ...{x-  p^y- 

=  {x  —  /î,)"'-*' {x  —  /î,)"'-*'  .  .  .{x  —  paY"-'»  =  F^x : 

R,x  =  F,x.Fx.2t^^^, 

et  en  substituant  cette  valeur  de   R^x   dans   l'expression    précédente   de   dv, 
on  obtiendra 

(36)  dv=-  77-?^-  2  m^  -"^  +  2'  V  ^  I  .^  :S-  ^^  ^*^- 

Sous  cette  forme  la  valeur  de  dv  est  immédiatement  intégrable,  car 
t\x^  O^x^  fi(x^  y)  et  x'y  ^^^^  toutes  indépendantes  des  quantités  a,  a',  a"  . . ., 
auxquelles  la  différentiation  se  rapporte.  On  aura  donc,  en  intégrant,  pour 
V   l'expression  suivante: 
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(37)  v=c-n^^f^io,e,+  ^:l-l,  j^-^/.fei».„g9, 

(i  =  A,  /9,  .  .  .  fi.); 
OU  bien  en  faisant,  pour  abréger, 

(38)  /»'«-zy 

et  remarquant  que  d'après  (23),  (24),  (25)  et  (35), 

(39)  v  =  Q-nifxJ^2:'v  ^l^^4^  ; 

voilà  l'expression  de  la  fonction  v  dans  tous  les  cas  possibles.  Elle  con- 
tient, comme  on  le  voit,  en  général,  des  fonctions  logarithmiques;  mais  dans 
des  cas  particuliers  elle  peut  aussi  devenir  seulement  algébrique  et  même 
constante. 

En  substituant  cette  valeur  au  lieu  de   v    dans  la  fommle  (14),    il  vi- 
endra 

(40)  rpiX,-\-xlf^x^^ )^rfj^x^  =  C—n(px-[-2'v-^^, 

ou  bien  pour  abréger: 

(41)  2:^x =c-  n<px  H-  2:y  ^;^^^\"- 

lorsqu'on  fait 

(42)  V^iiZ'i  +  f^2-^*2+ •  •  • +«A^iP;4  =  -2'ï//a;   et    2'=i2. 


5. 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  que  la  fonction   r  aurait  pour 
facteur  la  fonction 

Sinon  tous  les  exposants   ^a^,  /i^  •  •  *  !^a    ^^^^^   égaux  à  zéro,    il    en  résultera 


•    »     »    _». 
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nécessairement  certaines  relations  entre  les  coefficients  des  fonctions  Ço?  îi?  3a 
•  •  •  2n-iî  relations  qui  peuvent  toujours  s'exprimer  par  des  équations  linéai- 
res entre  ces  coefficients;  car  si  r  =  0  pour  x  =  /9,  il  faut  aussi  qu'on  ait 
une  équation  de  la  fonne  Oy=^0  pour  la  même  valeur  de  x\  mais  cette 
équation  est  linéaire.  En  général  donc  la  fonction  r  n'aura  pas  de  facteur 
comme  F^x^  c'est-à-dire  indépendant  des  quantités  a,  a\  a"  ....  Ce  cas 
mérite  d'être  remarqué: 

Ayant  (19) 

on  aura  en  général,  si  FqX=i\^  \=ih^z=.h^=i  .  .  .  =zzfc„=:0  (on  peut  faire 
la  même  supposition  dans  tous  les  cas);  on  aura  donc  en  vertu  de  (35) 
et  (25) 

F^x  =  l^   d^x  =  F^x.f^x=if^x^ 

la  valeur  (38)  de  (p^x  deviendra  donc  (en  remarquant  que  Vi=m^^  v^=i7ii^^ 
etc.,  et  désignant  v  par  m) 

ip,x=  ,  i^ 2 '^^^^  log  Oy, 
et  par  conséquent  la  fornmle  (41)  (en  désignant  par  B  la  valeur  de  y  pour 

x=/î) 

9 

Vi}\\r  le  cas  particulier  où  f^x=^(x  —  /?)"•,    on  aura  //""^^^  1 .2  . . .  w, 
donc  en  substituant 

(    +  r.2  ..7(m-l)  c/,ï-«  1^  -'x'B     ^"^  ^ 

Hi    /«r-T  1,  il   vient 
4'.t  Ht    m       0, 
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(4eî)  ^  CMhjMl  =  G-  ^/7:^'(^'-^>  log  ey. 

Daius  la  formule  (43),  le  second  membre  est  eu  général  mie  fonction 
des  quantités  a,  a\  a",  etc.  Si  on  le  suppose  égal  à  une  constante,  il  en 
résultera  donc  en  général  certaines  relations  entre  ces  quantités;  mais  il  y 
a  aussi  certains  cas  pour  lesquels  le  second  membre  se  réduit  à  une  con- 
stante, quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  des  quantités  a,  a'  a",  etc. 
Cherchons  ces  cas: 

D'abord  il  est  évident  que  la  fonction  f^x  doit  être  constante,  car  dans 
le  cas  contraire  le  second  membre  contiendrait  nécessairement  les  quantités 
a,  a',  a"  .  .  .,  vu  les  valeurs  arbitraires  de  ces  quantités. 

En  faisant  donc  f^x  =  1 ,    il  viendra 

J2-  r/ifeiO  dx  =  G-  :^77 A(-!ii!)  log  ey. 

Or,  en  observant  que  ces  quantités  a,  a',  a",  .  .  .  sont  toutes  arbitraires,  il 
est  clair  que  la  fonction  -2*— ~-^log  ôy,  développée  suivant  les  puissances 
descendantes  de   a>,    aura  la  forme  suivante: 

i?logx  +  Aa:-+^,x''.-'+  .  .  .  +^^.  +  ^^4-éj^*-f  .  .  ., 

U  étant  une  fonction  de  x  indépendante  de  a,  a\  a",  etc.,  ^i^  un  nombre 
entier,  et  Aq^  A^^  ...  -4^^,  -4^,+i5  etc.,  des  fonctions  de  a,  a',  a'\  etc.; 
donc  pour  que  la  fonction  dont  il  s'agit  soit  constante,  il  faut  que  u^  soit 
moindre  que  —  1  ;  et  par  conséquent  la  plus  gi'ande  valeur  de  ce  nombre 
est  — 2. 

Cela  posé,  en  désignant  par  le  symbole  hli  le  plus  haut  exposant  de 
X  dans  le  développement  d'une  fonction  quelconque  U  de  cette  quantité, 
suivant  les  puissances  descendantes,  il  est  clair  que  /Iq  sera  égal  au  nombre 
entier  le  plus  grand  contenu  dans  les  nombres: 

i/iO«',y')     I  /i(^>  y")  I /.(•«,  ^^"0. 

ri —, —  >     ri r~r, —  '    •  '  '  fl  —  j-j-. —  , 

xY  xY  xY''^    ' 

il  faut  donc  que  tous  ces  nombres  soient  inférieurs  à  l'unité  prise  négative- 
ment. 

Or,  si   -ô"    est  une  fonction  de    a:,    on    aura,    comme    il    est  aisé  de  le 


voir. 
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■ 

Kl 

par  conséquent 

(47)         hf,{x,y'Xhx'y'-h   hM-c,f)<hxY-l, 

...hf,i:x,y<'>)<:hxy'>-l. 

De  ces  inégalités  on  déduira  facilement  dans  chaque   cas    particulier  la 
fonne  la  plus  générale  de  la  fonction  fi{x^  f/). 

Connue  on  a 

XY={y"-y'){y'--y"')  •  •  •  {y''-y^%    etc., 
il  s'ensuit  que  . 

^   ^      hxY=Ky''-y')-\-Ky''-y"')^ \-Ky''-y'%  etc. 

Supposons,  ce  qui  est  permis,  que  l'on  ait 

(49)  hj':^hy%   hf:^hy"\   hy"'-^hy"",  .  .  .  h7/''-'>^hyC\ 

de  sorte  que  les  quantités  hy^  hy'\  hy"\  .  .  .  suivent  Tordre  de  leurs  gran- 
deurs en  commençant  par  la  plus  grande.  Alors  on  aura,  en  général,  ex- 
cepté quelques  cas  particuliers  que  je  me  dispense  de  considérer: 

Ky'-y")=h'.  Ky'-y"')=h',  Hy'-y"")=ky' 

•  ■'Hy'—y^''^)=hy\ 

h(y'--y')  =  hy',  Hy" -y'")  =  hy%  hiy" -y"")  =  hy'' 

(50)  (  ...h{y''-y<''>)  =  hy", 

Hy"'-y')=hy\  Hy"'-y'')=h%  h{y"'-y"")=hy"' 

...h{y"'-y<''>)  =  hy"\ 
Ci/C'*,  et/C/a 

Si  ces  équations  ont  lieu,  on  se  convaincra  sans  peine,  en  supposant 

(51)  M^^y)  =  to-\-tiy-\-Uy*-\ \-tn-iy'-\ 

que  les  inégalités  (47)  entraînent  nécessairement  les  suivantes: 

(52)  Kt^y'-XhxY-h   HUj"')<hxY-h 

Ht,y""')<hxY"-h  ••• 
m   étant  Tun  quelconque  des  nombres  0,  1,  2,  .  .  .  n  —  1. 
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D'oh  Ton  tire,  en  remarquant  que 

les  inégalités 

hi^<hx'y'-mhy'—\,  ht^<ih x'y"  —  mhy" -  l , 

.  .  .  ht„<^hxY'^  —  vihy(''>—l. 

Or,  au  moyen  des  équations  (48)  et  (50),  on  aura 

''XV    —      rahy'      — l  =  (n  —  7n — 1)%' — 1, 
kxY   —      mhy'     —l=(n  —  m  —  2)hi/[-{-hy'—l, 
hxY"  —     mhy'"    _l  =  (n  — 7/1  — 3)A^'''-|-%'-t-A?/"— 1, 
etc., 

^^/y  f«-«-u  _  ^A^f«-«-i)  _  1  —  Ayf«-«-i^  ^  hy'  +  hy"  -| ^  Ay^"-"-«^  —  1 , 

^^'yC«-«)  —  w^y^"""*^  —  l=hj'  -^-hy"-^ _[-Ayr«-«.-i;_  1^ 

/^^'yr»-«+i;_^^yr«-«+i;  _  i  _  _  hy^^'^-^^^ ^hy' -^hy"  -\ [-Ay^«— ^_l, 

etc., 
^hx^^  —    mh7/^>     —i  =  —  mhy^''>'\-hy''\-h7/'] -^hy('^'>—l. 

En  remarquant  donc  que  les  quantités   hy\  hy''^  .  .  .  suivent  Tordre  de 
leurs  grandeurs,  il  est  clair  que  le  plus  petit  des  nombres 

hx'y'  —  mhy'—lj  h^'y"  —  mhy''  —l^  etc.,   A/'y^"^  — mAy^"^— 1 
est  égal  à 

Donc  la  plus  grande  valeur  de   ht^   est  égale  au  nombre  entier  immé- 
diatement inférieur  à  cette  quantité,  et  on  aura 

(53)  ht^  =  hy' J^hy" -\ \- hy<--'> -  2  +  f__. , 

où   «n-m-i    ®8t  le  nombre  positif  moindre  que  l'unité   qui   rend  possible  cette 
équation. 

Cela  posé,  soit   hy' =  — ^y    m'   et   /t'    étant  deux  nombres  entiers  et  la 
fraction   — y   réduite  à  sa  plus  simple  expression,  alors  il  faudra  que  Ton  ait 


in 


hy'  =  hy''=^hy"'=^>-.=hy^''>  =  -'~ 
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Car  si  une  équation  de  la  forme  XV  =  ^  ^^^  satisfaite  par  une  fopctîon 
de  la  fomie 

m' 

y=^Ax^  -\-  etc., 

cette  même  équation  est  aussi  satisfaite  par  les   /e'    valeurs   de   y   qu'on  ob- 

tiendra  en  mettant  au  lieu  de  x^', 

_L  JL  } 

1,  «1,  «2,  ...  «^'_i    étant    les    jti'    racines  de  l'équation    a^' — 1  =  0. 

Parmi  les  quantités  hy\  hy'\  .  .  .  A?/^"\  il  y  en  a  donc  ,u'  qui  sont 
égales  entre  elles.  Pe  même  le  nombre  total  des  exposants  qui  sont  égaux 
à  une  fraction  réduite  doit  être  un  multiple  du  dénominateur. 

On  peut  donc  supposer 


m 


hy'  =     hy"    =..-=hy<->=^, 


m" 


(54) 


hy<'-^'>  =  hy <''+*>  =  .  .  .  =  hy('->  =--;,■ , 


m'" 


où 


(55) 


hy<'->-»  =  hy('-'-*>=  '  ■  .  =hy<'->="-„n 
etc., 


k'  =  n\u'',  k''  =  n\it'^n\u"',  fc'''=:<u'-f<i//' +  n'>''';    etc. 

7^  =  ;^y  +  n>"  +  ^^'V-| {-n^y^; 


les  fractions       ,5      /^  '  •  •  •  -7^/    ^'^ont  réduites  à  leur  plus  simple  expression, 

et   7i\  /?/',  n^'\  .  .  .  71^^^    sont  des  nombres  entiers. 

Supposons  maintenant  dans  l'expression  de  A/„,  que  vi=^n — /r/"'^ — /*? — 1, 
(i  étant  un  nombre  moindre  que  /c^""*^^^  —  k^"\  c'est-à-dire  moindre  que 
^Ca+i;^^(«+i)^  il  viendra  alors 
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hy'     4-    hy"    -I yhy^"'^ 

-j-etc. 

or,  les  équations  (54)  et  (55)  donnent 


m 


hy'-^lu/J^  •  .  .  -^hy<->  =  k'-~-=n'm\ 


m" 


^ya'+v_j_Aya--+«_| \-hy<''->  =  {k''  —  lc')'„-  =  n''m\ 

etc., 

donc,  en .  substituant 

i   n'm' +  n"»»"  +  »/"7tt"' -| [-n<''>m(''> 

Quant  à  la  valeur   de    f/«;  ,  ^     il  est  clair  qu'en  faisant 

cette  quantité  -4^**^'^  sera  le  plus  petit  nombre  entier  positif,  qui  rend  le 
nombre  ^m^"+^^-|"-^?^^^    divisible  par  /t^""*"*^;   on  aura  donc 

(57)        ^^„_,f«)_^„i  =  j         it?m|«+^^  +  ^r«+i; 

En  faisant  dans  cette  équation    «  =  0,    il  viendra 

donc  si  -^ — ~ — ^-<^2j  ht^^^^^  est  négatif,  et  par  conséquent  il  faut  faire 
f^_^_i  =  0;  car,  pour  toute  fonction  entière  t^  ht  est  nécessairement  positif, 
zéro  y  compris.     Or,  en  faisant   /î=0,   on  a  toujours       -^      -<C2;  donc 
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t,^_i    est  toujours  égal  à  zéro,  c'est-à-dire  que  la  fonction   fi{x^  y)    doit    être 
de  la  forme 

(58)  Ux,  y)  =  /,  +  ^y  +  /,y*^ h  W-iy""''-'' 

oh   /?',    étant  plus  grand  que  zéro,  est  détemiiné  par  Téquation 

/9',«'  +  A' a-  _  g 

« 

d'où  il  suit  que   ft'    est  égal  au  plus  grand  nombre  entier  contenu    dans    la 
fraction  -,  4-  1. 

m       ' 

Une  fonction  telle  que  fi{x^  y)    existe    donc  toujours   à   moins    que   /î' 
ne  surpasse   n  —  1 .     Pour  que  cela  puisse  avoir  lieu,  il  faut  que 


m 


;--|-l=7l-|-«, 


oh   t   est  une  quantité  positive,  zéro  y  compris;  de  là  il  suit 

m'  1 

fi'         n  — 1  +  6 

Or,  la  plus  grande  valeur  de   ^'    est   n,    donc  cette  équation  donne 

m'            1  vi'         1 

-,-  = ^    ou   -,  =  --. 

fi  n  —  1  ^  n 

Or,  je  dis  que  dans  ces  deux  cas  l'intégrale    (/{x^  y)  dx  peut  s'exprimer 
au  moyen  de  fonctions  algébriques    et   logarithmiques.      En    effet,   pour   que 

— 7-î    qui  est  le  plus  grand  des  exposants    ky'^  hy'*^  ...  Ay^"\    ait   une   des 

deux  valeurs ^>  -  ?  il  faut  que  l'équation  /y  =  0,  qui  donne  la  fonc- 
tion y,  ne  contienne  la  variable  x  que  sous  une  forme  linéaire.  On  aura 
donc 

xy  =  P-\-xQ, 
oh.   P  et    Q    sont  des  fonctions  entières  de   y;    de  là  il  suit 


et 


F       j         PdQ—QdP 


»  »         » 
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OÙ  il  est  clair  que    U    est   une    fonction    ratioinielle    de    y\    par   conséquent 

rintegrale    1  Rdy^    et  par  suite    1  f{x^y)dx^   peut   être    exprimée  au  moyen 

de  fonctions  logarithmiques  et  algébriques. 

Excepté  ce  cas  donc,  la  fonction  fi{x^  y)  existe  toujours;  en  la  substi- 
tuant dans  réquation  (46),  elle  deviendra 

(59)  j^  r(<o  +  ^ly  H h  tn-fi'-i y^--^'-'^) dx  ^  ^ 

Un  cas  particulier  de  cette  équation  est  le  suivant: 

(60)  2J^-^  =  C. 

oh   k   et   m   sont  deux  nombres  entiers  et  positifs,  tels  que 

(61)  ^<„_^,_1; 

&<-l  +  «W  +  n''m''+  .  .  .  +«Wmf''^  +  i^'^;'; 

et  il  est  clair  que  cette  fonnule  peut  remplacer  la  fonnule  (59)  dans  toute 
sa  généralité. 

Puisque. le  degré  de  la  fonction  entière  t^  est  égal  à  ht^^  cette  même 
fonction  contiendra  un  nombre  de  constantes  arbitraires  égal  à  ht^-\-\,  La 
fonction  fi{x,  y)   en  contiendra  donc  lin  nombre  exprimé  par 

ou  bien,  comme  il  est  aisé  de  le  voir, 

hto-{-hti-\-  •  •  •  +^W-i+  •  •  ■  +'*'«-»  +  »—  1- 

En  désignant  ce  nombre  par  y,  on  trouvera  aisément,  en  vertu  de 
l'équation . qui  donne  la  valeur  générale  de   ht„, 

Al     ,     m'J-  ^     ,     2m'  +  Ai'     ,  ,       (nV— l)m'  +  ^V^._i 

>'  "T"       ft'       "T"      fi'         r-*'-r  ^' 

~^  fi"   "T"        fi"         "T         fi"'         r'''-T-  -^^» 

_  +  n'm'n''ft" 

z'  —  \    _|    A'"    ,    »n"'-\-Ai"'   .    2,n'"-\-Ar    ,  _,    (»">"' — !)»«'"  +  A'\...^^^ 

"    /«"'"!""      jw'"        ~t"         /"         "t  ■    '  /" 


+   •   •   •   • 
-n+1; 
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or,  en  remarquant  que  7/^'  et  u\  sont  premiers  enti'e  eux,  on  sait  par  la 
théorie  des  nombres  que  la  suite  A^' ^  -4/,  A^\  A^'  .  .  .  ^'„'^_i,  contiendra 
n     fois  la  suite  des  nombres  naturels  0,  1,  2,  3,  ...//' — 1,    donc 

de  même 

A," -^  A," -^  A," -\ [-^'V.-_,  =  «"(0+l  +  2H h.»"-!) 

—  n     --g , 

etc. 

En  substituant  ces  valeurs  et  réduisant,  la  valeur  de   y   deviendra 

_  „  _|_  1  _|_  ^m'n'{n'fi'  —l)-\-\  7i'{fi'  —  1)  +  J  m"  n"  {n"  fi"  —  1) 

)   -|- «'/«'«".«" + {n'm'-\- «"/Ai") «">'"+  {n'm'  +  «"m" + «'"/«'" ) «'">"" 

ou  bien  en  remai'quant  que 

n  =  n\u'-\-n''fi''-\ \-n''>fi">, 

(62) 

"  '"  — 2 —  "1"  **  '"  r"  ^*  "*"  ~~2~  /  •"  "  '"  \ '"  "  "'      '"' — 2 — ) 


"  —  ...  — l.,M —  '" 


2 

n'(m'  +1)  _  »t"  (/«"  -1-_1)  _  n"'(m"'  +  1)  _  _   nW(wtW+l) 

'      2  2  ""      2  ■     ■  2 

Connue  cas  particuliers  on  doit  remarquer  les  deux  suivants: 
1.    Lorsque 

Dans  ce  cas   ê  =  1 ,    et  par  conséquent 

(63)  y  =  w/t— 2 ^   ~2        • 

Si  en  outre   fi' ^=.n^   on  aura   /i'=i=l,    et 
(04)  ^  =  („_i)!^^. 


+  1- 
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2.    Lorsque  toutes  les  quantités    ^^y\  ^y'' ^  •  •  •  ^y^"^    sont   des  nombres 
entiers.     Alors  on  aura 

et  si  Ton  fait  de  plus 

n'  =  n"  =  •  •  •  =  n^^^  =  1 , 

on  aura   €  =  7i,    et  par  conséquent  en  substituant, 

(65)  y  =  (w— l)m'4-(n— 2)w"  +  (n— 3)m'''-| 

+  2w^— *^+7W^'^^^— n+l; 

c'est-à-dîre,  en  remarquant  que   m'=^hy'^  m" ■=-liy" ^   etc. 

(66)  y  =  {n—  \)hy'  +  (w  —  2)Ay"  +  (n  —  ^)liy"'  -\ 

J^  2hy<--^^  +  hy<--^>  —  n  +  1 . 

Dans  le  cas  où  tous  les  nombres  hy\  hy"  ^  ...  hy^"^^^  sont  égaux 
entre  eux,  la  valeur  de  y   deviendra 

(67)  y  =  !fci)Ay'_„+i  =  (n_i)(-^_l). 

La  formule  (59)  a  généralement  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  des 
quantités  a^  a\  a^^  .  .  .  toutes  les  fois  que  la  fonction  r  n'a  pas  un  fac- 
teur de  la  forme   FqX'^    mais  dans  ce  cas  elle  a  encore  lieu,  sinon   FqX   et 

>-,^—  V    s'évanouissent  pour  une  même  valeur  de   x.      Alora  la  formule  dont 

/i(^,y)  ^    ^^ 

il  s'agit  cesse  d'avoir  lieu,    et   on    aura  au  lieu  d'elle   la   fonnule  (40),   qui 
deviendra,  en  faisant  /^x  =  1 , 

c'est-à-dire,  en  remarquant  que 
Maintenant  on  a  (19) 


22 
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d'où  il  suit  que  si    ^^>^^^    consei*ve  une  valeur  finie  pour  x*  =  /]fi,   la  fonc- 

^  xy 

tion  entière    Kx   aura    (a;  —  /?i)^'   pour  facteur,  donc 

fcj  =  jÀ^     et     y^  =  Ui^  —  ki  =  0. 

Par  là  on  voit  que,  dans  le  second  membre  de  Téquation  précédente,  tous 
les  tenues  relatifs  à  des  valeurs  de  /3,  qui  ne  rendent  point  infinie  la  va- 
leur de  — --T  D     '    s'évanouiront  ;    par   conséquent   ledit   nombre    se   réduit    à 

une  constante,  si    FqX   n'a  pas   de  facteur  commun   avec    -77^  r  • 


6. 

Reprenons  maintenant  la  formule  générale  (14),  et  considérons  les  fonc- 
tions u^i ,  a;, ,  iCg ,  .  .  .  x^.  Ces  quantités  sont  données,  par  l'équation  Fx  =  0 , 
en  fonctions  des  quantités  indépendantes    a,  a',  a'',  etc.;    soient 

x-i=/i(a,  a',  a",..  .);  x^=fi{a,a\a%...)]  . . .  ic^=/^(rt,  <  a", . . .). 

Si  maintenant  on  désigne  par  a  le  nombre  des  quantités  a,  a\  a" ^  .  .  . 
on  peut  en  général  tirer  de  ces  équations  les  valeurs  de  a,  a',  a",  .  .  .  en 
fonctions  d'un  nombre  a  des  quantités  Xi ,  x^  .  .  .  x^]  par  exemple,  en  fonc- 
tions de  iCi,  x^j  .  .  .  x^.  En  substituant  les  valeurs  de  a,  a\  a^,  .  .  .  ainsi 
détenninées,  dans  les  expressions  de  x^^^^  x^^^j  .  .  .  x^^  ces  dernières  quan- 
tités deviendront  des  fonctions  de  Xj ,  a^^  7  •  •  •  ^a  î  ®*  alors  celles-ci  seront 
indéterminées.     La  fommle  (14)  deviendra  donc 

(70)  v=  !   '^^^i  +  V'^^*"! 1"*^»^" 

OÙ  Xi,  X2J  .  .  .  x„  sont  des  quantités  quelconques,  a:„+i,  ic^+g,  .  .  .  x^  des 
fonctions  algébriques  de  x^ ,  x^ ,  .  .  .  a:^ ,  et  y  une  fonction  algébrique  et 
logarithmique  des  mêmes  quantités. 

Les  quantités  a,  a\  a'\  ...  et  x^^^^  ^a+x?  .  .  .  ^^  se  trouvent  de  la 
manière  suivante.     Les  équations  (7)  donnent  les  suivantes: 

(71)  Oyi  =  0,    dy,  =  0,  ...0y,  =  O, 

qui  toutes  sont  linéaires  par  rapport  aux  quantités  a,  a',  a",  ....  Elles 
donneront  donc  ces  quantités  en  fonctions  rationnelles  de  2^1,^1;  iCg,^^;  ^sj^sî 
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.  .  .  a:„,y„.  Maintenant  si  l'on  substitue  ces  fonctions  au  lieu  de  a^  a\  a" ^  . . . 
dans  réquation  i^ir  =  0,  la  fonction  Fx  deviendra  divisible  par  le  produit 
(x  —  x^{x  —  x^  •  •  •  {x  —  x^\    car  on  a 

Fx=^B(x  —  x^{x—x^  •  •  •  (x  —  x^{x  —  x^^^  '  '  •  (x  —  x^). 

Fx 
En  désignant  donc  le  quotient    7 ^7 ^t > r    par  F^^^x^  Vé- 

quation 

(72)  F^'^x  =  0 

sera  du  degré  /i — a,  et  aura  pour  racines  les  quantités  a?„+i,  .  .  .  x^. 
Quant  aux  coefficients  de  cette  équation,  il  est  aisé  de  voir  qu'ils  seront 
des  fonctions  rationnelles  des  quantités 

De  cette  manière  donc  les  //  —  a  quantités  iCa+i,  .  .  .  x^  sont  détenninées 
en  fonctions  de   x^^  x^^  •  •  •  ^a    par  une  même  équation  du  (//  —  a)'  degré. 

Les  équations  (71)  sont  en  général  en  nombre  suffisant  pour  détenniner 
les  a  quantités  a,  a\  a",  .  .  .,  mais  il  y  a  un  cas  où  plusieurs  d'entre  elles 
deviendront  identiques,     (^est  ce  qui  amve  lorsqu'on  a  à  la  fois 

car  alors 

Oyi  =  Oy^=  .  .  .  =0y,. 

Or  dans  ce  cas  on  aura,  d'après  les  principes  du  calcul  différentiel,  au  lieu 
des    k   équations  identiques, 

les  suivantes 

(73)  d;A  =  0,    '^;^'-  =  0,    '';*^^'.=:0,  ...^1  =  0, 

qui,  jointes  aux  équations 

%+i  =  0,  .  .  .  Oy„  =  0, 
détermineront  les  valeurs  de    a,  «r/,  .  .  .  a^"~^\ 

La  formule  (70)  montre  qu'on  peut  exprimer  une  sonnne  quelconque 
de  la  fbnne 

V^1^1  +  V^2^2H hfa^u 

22* 
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par  une  fonction  connue   v   et  une  somme  semblable  d'autres  .  fonctions  ;    en 
effet  elle  donnera 

(74)         V^iiCi  +  V^aa^aH h'/'«^«  =  ^  — (V^u+i^a+iH [-ffi^fi)' 


7. 

Dans  cette  formule  le  nombre  des  fonctions  V^a+ia;„+i,  î/;„+,a;«+g,  .  .  .  V/*^/* 
est  très-remarquable.  Plus  il  est  petit,  plus  la  formule  est  simple.  Nous 
allons,  dans  ce  qui  suit,  chercher  la  moindre  valeur  dont  ce  nombre,  qui  est 
exprimé  par   fi  —  a ,    est  susceptible. 

Si  la  fonction  FqX  se  réduit  à  l'unité,  tous  les  coefficients  dans  les 
fonctions  g^o,  ?m  î«7  •  •  •  2n-i  seront  arbitraires;  dans  ce  cas  donc  on  aura 
(en  remarquant  que,  d'après  la  forme  des  équations  (71),  im  des  coefficients 
dans  les  fonctions  q^j  q^^  ...  peut  être  pris  à  volonté  sans  nuire  à  la  gé- 
néralité). 

Si  FqX  n'est  pas  égal  à  l'unité,  il  faut  en  général  un  nombre  IiFqX 
de  conditions  différentes  pour  que  l'équation 

FqX  .  Fx  =  r 

soit  satisfaite;  mais  la  forme  particulière  de  la  fonction  y  pourrait  rendre 
moindre  ce  nombre  de  conditions  nécessaires.  Supposons  donc  qu'il  soit 
égal  à 

(75)  kF^x  —  A, 

le  nombre  des  quantités  indéterminées   a,  a',  a",  .  .  .  deviendra 

(76)  a  =  kqQ-\-hq,-^hq,^ \,hq,_,^n—l—kFQX-\- A; 

maintenant  on  a 

kr  =  hFQX-^hFx  =  hFQX-^u, 
donc 

(77)  jii  =  hr  —  hFQX, 
et  par  conséquent 

(78)  u  —  a  =  /ir  —  {hqQ-{'hq,-\-hq^-\ \^hq,,  _,)  —  v -{- l—A. 


MÉMOIRE  SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  GÉNÉRALE   etc.  173 

Mais  comme  on  a  (8) 

r  =  dy'.ey''...dy<''>, 
il  est  clair  que 

(79)  hr  =  hei/'-\-hey''  -| 1-*%^"^ 

donc 

(80)  ,«  —  a  =  hef  -|- hOy"  -\ 1-  hdi/'> 

—  (%-f-Agf,-| -f-A«7^,)  — n-f-l  — i4. 

Ayant  maintenant  (2) 

on  anra  nécessairement,  pour  toutes  les  valeurs  de   w, 

oh  le  signe  >  n'exclut  pas  Tégalité. 
Donc  en  faisant 

et  remarquant  que 

on  aura  aussi 

(81)  heif>hq^-\-mhi/:,  hdff  yhq^-^mhy^  .  .  .  hdi/''^>hq^-{-mhf/''K 

Cela  posé,  désignons  par  n\  m\  //',  k' \  n'\  m'\  /ii'\  k"  \  etc.  les  mê- 
mes choses  que  plus  haut  dans  le  numéro  (5),  et  supposons  que  fi{qoJj'^') 
soit  la  plus  .grande  des   n\a     quantités 

Hqn-xy"^')'-,  Hqn-.y"-')\  •••  A(<z«-*-y '-*'), 

en  sorte  que 

(82)  hq^^^(f,hy'>hq,_i,_,^{n-[i-l)hy'. 

m' 

En  désignant,  pour  abréger,  hq^  par  fm^  et  mettant  —7-  au  lieu  de 
hj\  il  est  clair  que  cette  fonnule  donne 


m 


(83)  /p,_/(„_/î_l)  =  („_y3_l_p,)-^+,'^  +  ^'^ 

(depuis  /î  =  0,  jusqu'à  ft  =  k' — 1), 

oh   Afi'    est  un  nombre  positif  moindre  que  l'unité,  et    é'^   un  nombre  entier 
positif,  zéro  y  compris. 

Soient  de  même 
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(depuis   fi  =  k\  jusqu'à  (i:=k"  —  1), 


m'" 


(84) 


/P3-/("-/5-i)  =  («-/5-i-e,)^,r+V"+^r 

(depuis  ft  =  h\  jusqu'à  (i  =  k"'—l), 
etc., 


Or 


donc  en  substituant, 


I  (2n  —  fc^"^  —  /c^*"-'^  —  1)  w/'^^Ti^"'^ 


^(nt)  ,,(m) 


+/(»  -  1  -  Â-<"-'>)  H +/(«  -  t'-O  - 


I 


(depuis  ^  =  fc  ^"-'^ ,  jusqu'à  ^  =  fc  '"^  —  1) , 
etc., 

(depuis  /3  =  k^^~^\  jusqu'à  (3=^n  —  1) . 

A^'\  A^'\  .  .  .  A^^^    étant   des   nombres  positifs  et  moindres    que   l'unité,   et 
i^\  B^'\  etc.  des  nombres  entiers  positifs,  en  y  comprenant  zéro. 

Considérons  l'une  quelconque  de  ces  équations,  par  exemple  la  (m  —  1)'; 
en  donnant  à   /3   les   fc^"^  —  Âr/"*"^^   valeurs, 

on  obtiendra  un  nombre   fc^"*^  —  /r/"'"'^    d'équations  semblables;  et  en  les  ajou- 
tant il  viendra 

|(2n  — fc^'-^  — fc^«-^^—  l)(fc^-^— fc^— ^0'-^ 
_|_/(„_l_.fc(— 'J)_|_/(„_2_A;f'-'0-|-.  -  _ 


»         <  »  » 
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Or,  en  remarquant  que  ^/'"^  est  le  nombre,  moindre  que  Tunité,  qui,  ajoute 
à  {n  —  /î  —  1  —  Vm)-jm)^  rend  cette  quantité  égale  à  un  nombre  entier,  on 
voit  sans  peine  que  la  suite 

qui  est  composée  de  n^"^^^"^  termes,  contiendra  w^"*^  fois  la  suite  des  nom- 
bres 

0        _^  2  ^(^^—l^ 

donc 

(86)  A'-'+^.«+  •  •  •  +^^,,..,-.=-""<"+'^..;+'-"^? 

En  substituant  cette  valeur,  et  faisant  pour  abréger, 
il  viendra 

Maintenant  on  a,  en  désignant   hOy^"^^   par   y/Ai, 

(87)        (p{k<^-'^  +  1)  z=ip{h^^-'^  +  2)  =  «^Cfc^"-'^  +  3)  =  .  .  .  =  9)(fc^"^)  ; 

en  remarquant  que  Ay^"^  conserve  la  même  valeur  pour  toutes  les  valeurs 
de    w,    de   fc^"*"*^-!"!    ^   ^^'"^'     ^^^  inégalités  (81)  donneront  donc 

>  (/p. + p«  ^^  )  (^^^^  -  ^^"-^^)  >  ^^^^v^^^^  (/p« + P.  ';;;;  )  ^ 

donc  on  aura,  en  vertu  de  l'équation  précédente, 

(fihc-»  +  1)  +  (y  (fc^— "  +  2)  +  y  (A;f"-*'  +  3)  H h  </'('^'"'^) 

En  faisant  dans  cette  Ibnnule  successivement  w  =  1 ,  2 ,  3 ,  .  .  .  .  et  puis  ajou- 
tant les  équations  qu'on  obtiendra,  il  viendra 
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</)(!) +  </)(2)  +  <p(3)+...-|- y  («)     ' 

/(n- !)+/(•«- 2) +/(«- 3)+  .  .  .  +/(l)+/(0) 
-f  ^n'm'{2n  —  k'—l)  +  i«'(At'  —  1)  +  C, 
-f  ^n"m"{2n  —  k"  —  k'—l)  +  |«"(^"_l)-l_(;, 
^  ^    -\-in"'m"'{2n  —  k"'  —  k"—l)-\-j^n"'{n"'—l)-^C, 

+ 

-|-|nf'>mf*'(2w— fcf'J— /c^*-"— l)-f  |«f^^(/if*^— l)-f  (7,. 

En  substituant  les  valeurs  des  quantités    fc',  k"j  k'",  .  .  .  savoir, 
fc'  =  «Vt';  fc"  =  «y -|- 7i>"  ;  fc'"  =  «>' -f  «'>"  +  n">" ',   etc., 

et  pour  n   sa  valeur  (55) 

7?  =  7i7t'-f  nV"-] \-n(y<'^, 

on  obtiendra 

%'  +  %"  +  %'" H -|_A%«- (%  +  %+%+  .  .  .  +hq,_,) 

oh  l'on  a  fait  pour  abréger 

+  «'V  j  !^>^  _^  „'"_„'"  _j_„""^t""_| 1_  „  wy^;  j  ^n"  ^^^ 

(88)  /=<    + 

De  cette  fonnule  combinée  avec  l'équation  (80)  on  déduira 

(89)  ^u  —  a  >  ;'  '  —  w  +  1  —  ^  +  C;  +  C;  -I h  C, . 

Or,  je   remarque   que   le   nombre    /'  —  n-}-l    est   précisément   égal    à 
celui  que  nous  avons  désigné  précédemment  par  y,    équation  (62),  donc 

(90)  jtc  —  a>y  —  A'^C,^C,^ 1-6;. 

Cette  formule  nous  montre  que  fi  —  a  ne  peut  être  moindre  que  y  —  Aj 
or  je  dis  qu'il  peut  être  précisément  égal  à  ce  nombre. 

En  effet  c'est  ce  qui  amve  lorsqu'on  a 


MEMOIRE  SUR  UNK  PROPRIETE  GENERALE   etc.  177 

1     et     C^4-6',  +  C,-| h^e  =  0; 

or  on  peut  démontrer  de  la  manière  suivante  que  ces  équations  pourront 
avoir  lieu. 

En  se  rappelant  la  valeur  de    6^^,    il   est  clair  que  l'équation  (91)  en- 
traîne la  suivante: 

^^"•^^O  (depuis  l3  =  k(''-'\  jusqu'à  (i  =  k<''^  —  l)', 
donc  en  vertu  des  équations  (83)  et  (84) 

(92)  f(n-(i-l)=f^^-{n-(i-l-(>^)'^^,^ 

(depuis  ft  =  ¥''-'\  jusqu'à  (i  =  ¥^>—\). 

Il  s'agit  maintenant  de  trouver  la  valeur  de  /p,«. 
Or  l'équation  (91)  donne 

(9^)  /P*  +  P*  -j,in.Y  >  f(fa  +  (fa  "-(^ 

pour  toutes  les  valeurs  de   m    et  de    a. 

De  là  on  tire,  en  désignant  pour  abréger 

(94)  ^v«r  P*""  <^«  '. 

(9Ô)  /(f„  — /C„  >  {(fa  —  (fm)  Om  • 

En  faisant   7n  =  a — 1,    et  changeant  ensuite  a  en  m,   de  même  que  a 
en  m  —  1 ,  on  obtiendra  les  deux  formules 

)   f(fm  —/(fm-l    >{(fm-l  "  Cm)  ^«  • 

Par  là  on  voit  que  la  diftérence  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  va- 
leur de  f(fn.—f(fm-i  ne  peut  surpasser  (p^_i  — p^)(a^_i  —  a«).  Par  consé- 
quent on  doit  avoir 

/Pm— /e«-l  =  (P«-l  — Pm)<^m+ ^m-l(p«-l  — P«)  (<^«-l  — <y«)7 

oh  d«_i  est  une  quantité  positive  qui  ne  peut  surpasser  l'unité, 
(.^ette  équation  peut  s'écrire  comme  il  suit: 

(97)  /?«—/?«-!  =  (e«_i— p«)  [*«-i^«-i  +  (1 — ^—i)  a«]. 

23 
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De  là  011  tire  sans  peine 

j    f(f^  +  i<fl-(f.)[0^O,-\-{l-^,)o,] 

(98)  /(>«=<   +((>.-(»»)[«,o,  +  (l-d,)a,]H î 

( h(p— i—C")[^«.-i  «^"-i  +  C  1—^—1  )<^-]- 

Si  /(}„   a  cette  valeur,  il  n'est  pas  difficile  de  voir  que  la  condition 

est  satisfaite  pour  toute  valeur  de  a  et  m,  quelle  que  soit  la  valeur  de  /(fi 
et  celles  des  quantités  6^,  0^,  •  •  •  d„_i,  pourvu  qu'elles  ne  surpassent  pas 
l'unité.  \. 

Connaissant  ainsi  la  valeur  de  /(>„,  on  aura  celle  de  /{n — /? — 1)  par  I 

l'équation  (92).  ; 

Après  avoir  de  cette  manière  déterminé  les  valeurs  de  toutes  les  quan- 
tités /(O),  /{!),  y (2),  .  .  .  f{n —  1),  voyons  à  présent  si  elles  satisfont  en 
effet  à  l'équation  (91)  ' 

Pour  que  cette  équation  ait  lieu,   il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  l'équation 

(99)  /P«  +  (>«0m  >fa-^«o„ 
soit  satisfaite  pour  toutes  les  valeui*s  de  a  et  m.     11  faut  donc  que 

(100)  PL''=f(f.  -/«^+(p.-«^)<T»  >  0. 

Soit  a^^^n  —  /î— 1,  où  (i  a  une  valeur  quelconque  comprise  entre  k^^'^^^ 
et  k^^^ — 1  inclusivement,   l'équation  (92)  donnera 

/«^  =f(f3  —  {cts  —  (fs)  o^  —  Af  ; 
et  par  conséquent 

(101)  pf*=/p^_/p,-|-(p^_a,,)a„4-(a,_p,)(r,  +  ^f. 
En  mettant  7/i-{-l  au  lieu  de  m,  il  viendra 

On  a  pjir  Téquation  (97)  /' 

donc,  en  substituant  et  réduisant, 

(102)  p^,_p^^>  =  |a,,_[^^(l_dJ-l_p^^,e^]J(a„_a„^,); 
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or,  en  remarquant  que  a,j  est  compris  entre  n — 1 — k^^~^^  et  n — k^^\  que 
p„(l  —  ^«.)-f-(^w+i^«»  1'^*  entre  p«  et  p„+i,  c'est-à-dire  entre  n  —  A;^'"~'^ — 1  et 
n — fc^"'^^^  il  est  clair  que  le  second  membre  de  cette  équation  sera  toujours 
positif  si   m^d-^-l^    et  toujours  négatif  si    m^â  —  2 . 

De  là  il  suit:  V  que  P„+i+,î>0  si  P^+i>0;  2®  que  P,j_i_«>0  si 
P^^i>0.  Donc  pour  que  P^^^  soit  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  m,  il 
suffit  qu'il  le  soit  pour  m  =  â-\-lj  âj  â — 1. 

Or,  en  faisant  dans  l'équation  (102)   7/i  =  rî,  mz=â — 1,    il  viendra 
P'^i  - Pf  =  [ns-  [w(l  -  e,)  +  (f,,,e,] )  {o,-a,^,), 
Pr'-PfU  =  («s-[(fA-^il-e,_,)^-(fsÔ,u,]]ios-r-a,). 
Mais  l'équation  (101)  donne  pour   m  =  ây 

donc  P^^  est  toujours  positif,  et  en  substituant  cette  valeur,  les  deux  équa- 
tions précédentes  donneront,  en  mettant  (^  -|-  1  au  lieu  de  ô  dans  la  dernière, 

Pl!\.x=[<^!>-9s^Bs{ifs-(fs^,)]{a,-as^,)-\-Af\ 

De  ces  équations  on  tire  (en  remarquant  qu'on  doit  avoir,  pour  P^v^i  et 
P^'^^^  des  valeurs  positives), 

'^      Q^  —  Q;i+i'^(Q,i  —  Qr)+i)(as  —  ad+i)         ^^ 

Maintenant  6,^  est  compris  entre  0  et  1;  par  conséquent  il  faut  que  Ji;^  ne 
surpasse  pas  ruiiité,  et  que  (7,^  soit  positif.  Or  c'est  ce  qui  a  toujours  lieu. 
En  effet  on  trouve 


1  «  fXS  —  Qil+i    I 


l/î^ 


donc  1  —  B;f  est  toujours  positif  en  remarquant  que  a,)  >  çs+i  î  P^^*  consé- 
quent B^  ne  peut  surpasser  l'unité.  De  même  p,î  >  «,ui  î  donc  Cg  est  tou- 
jours positif. 

La  condition 

23* 
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est  donc  satisfaite  pour  toute  valeur  de  â  et  m  ;  -  d'où  résulte  l'équation 

On  aura  donc,  comme  on  vient  de  le  dire, 

(104)  fi  —  a  =  y  —  A, 
qui  est  la  moindre  valeur  que  peut  avoir  /ti  —  a . 

Si  Ton  suppose  que  tous  les  coefficients  dans  les  fonctions  Ço  ?  ?!>•••  '/n— i  ? 
soient  des  quantités  indétenninées,  alors  FqX  =  1 ,  et  par  suite  ^  =  0  ;  donc 
dans  ce  cas* 

(105)  jLi  —  a  =  y. 

C'est  ce  qui  a  lieu  généralement,  car  c'est  seulement  pour  des  fonctions 
d'une  forme  particulière  que  le  nombre  A  a  une  valeur  plus  grande  que 
zéro. 

Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  que  tous  les  coefficients  dans 
2o7  ?i7  •- •  •  în-i?  étaient  indétenninés,  excepté  ceux  qui  sont  déterminés  par 
la  condition  que  r  ait  pour  diviseur  la  fonction  FqX.  Dans  ce  cas  on  a 
toujours,  comme  nous  l'avons  supposé  plus  haut  (87), 

et  par  suite 

C'est  la  valeur  de  hr  en  général.  Supposons  maintenant  que  les  quantités 
a,  a\  a",  ...  ne  soient  pas  toutes  indéterminées,  mais  qu'un  certain  nombre 
d'elles  soient  détenninées  par  la  condition  que  la  valeur  de  hr  soit  de  A' 
unités  moindre  que  la  valeur  précédente.  En  général,  un  nombre  A'  des 
quantités  a,  a\  a",  ...  sera  déterminé  par  cette  condition,  et  alors  /j — a 
ne  change  pas  de  valeur;  mais  il  est  possible  que,  pour  les  fonctions  d'une 
fonne  particulière,  la  condition  dont  il  s'agit  n'entraîne  qu'un  nombre  moin- 
dre d'équations  différentes  entre  a,  a\  a",  .  .  .  Soit  donc  ce  nombre  A'  —  JS, 
la  valeur  de   /ti  —  a    deviendra 

c'est-à-dire 

(107)  a  —  tt=y  —  A  —  B. 


MÉMOIRE  SUR  UNE  PROPKIËTK  GËN£RALE   etc.  181 


8. 

Pour  donner  un  exemple  de  Tapplication  de  la  théorie  précédente,  sup- 
posons que  n=i:13,  en  sorte  que  y  sôit  déterminé  par  l'équation 

r     +^8^"  -{-p^y^  +i^ioy''  +i^ny''  +1^122/'' +//'% 

et 

Supposons  que  les  degrés  des  fonctions  entières 

Po, Pi,  Pi^  Psj  Pi,  P'oj  2h,  Pi,  Pé,  P9,  Pm  Pn,  P12, 
soient  respectivement 

2,    3,   2,    3,    4,   5,    3,    4,    2,    3,    4,     1,    1, 

D'abord,  il  faut  chercher  les  valeurs  de   %',  A?/",  .  .  .  Jiy^^^K     Or,  pour  cela, 
il  suffit  de  faire  dans  Téquation  proposée, 

y  =  Ax'^^ 

et  de  détenniner  ensuite  A  et  m  de  manière  que  l'équation  soit  satisfaite  pour 

X  =OG, 

On  obtiendra  l'équation 

i  +  •  •  •  +  B.A'x''^'''  +  B.Axr'"'  +  B^xK 

l*our  y  satisfaire  il  faut  qu'un  certain  nombre  des  exposants  soient 
égaux  et  en  même  temps  plus  gi-ands  que  les  autres,  et  que  la  soimue  des 
termes  correspondants  soit  égale  à  zéro. 

Or  on  trouve  qu'en  faisant 

4 
1**      13m  =  10m  -j-  4,  d'oîi?/i=       .v?  les  deux  exposants  13m,  10?w-|-4, 

seront  les  plus  gi'ands; 

2*^     10m-|-4  =  5m  +  5,  d'oùm=       ^  ,  lOm-f  4,  ôm  +  Ô; 

3^       5m-{-5  =  m  -}-'^î  d'où  m  =  —  ^?  5m-|-5,     m-}-3, 

4*^         m  +  3  =  2,      d'où    m  =  —  1,  m"-f  3,  2. 

On  a  donc 

y  =  Âx\    A''-}^B,oA''  =  0, 
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donc 


A=.-Yb;,  et  %'  =  %"=%"'  =  ^  =  |-,  n'=l; 


donc 


^  =  -  j/^  et  hy<*>  =  %^«  =  hy«^>  =  ky<'>  =  hy(^>  =  "^  =  J- ,  »"  =  1  ; 


y  =  Ax~',  B,A'-\-B,A^O, 
donc 


y  =  Ax-\  B,A-]-Bo  =  0, 
donc 

^=-|?  et  V''  =  ^  =  _l,  «""=1. 

Ayant    ainsi    trouvé    les   valeurs    des    nombres    m\  u\  n\  m" ^  fi^ ^  n'' ^ 
m"\  fi"\  n"\  m'"\  i^i"",  v!"\  on  aura 

k'"'  =  w>'  +  n'fi"  +  n'"fi"'  +  n""fi.''"=  13  =  n. 

Maintenant  le  nombre  pi  doit  être  compris  entre  n — 1  et  n — k\  p,  entre 
n — k' — 1  et  n — fc",  etc.;  donc  on  trouvera  pour  ces  quantités,  les  valeurs 
suivantes  : 

p,  =  12,  11,  10,     p,  =  9,  8,  7,  6,  5,     p3  =  4,  3,  2,  1,     p,  =  0. 

Connaissant  p^,  p^,  pj,  p4,  on  aura  A^\  A^'' ,  ^p"%  -^/'^  P^^'  Féquatiou 
(92);  ensuite  ô^,  ô,,  ^s,  ^4  par  les  équations  (103);  /(fijfçsjfçA  par  l'é- 
quation (98);  et  enfin  /(O), /(l), /(2),  .  .  ./(12)  par  Téquation  (92). 

La  valeur  de  y,  qui  est  toujours  la  même,  deviendra  par  l'équation  (88) 
et  la  relation   y  =  y  —  w  -|-  1 , 

1. 4. ("^ --^-  +  5+4  +  1)4-1. ^7^- 

^•j    +l.l.(^^-l  +  4+l)  +  l.^-->-        , 


\ 


+  ].(-l).(V^-lj  +  l. 1-1-13  +  1, 
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c'est-à-dire,  en  réduisant, 

Pour  pouvoir  déterminer  numériquement  les  valeurs  de  a  et  de  fi, 
supposons,  par  exemple, 

(>i=ll,     p2  =  6,     (>8  =  4,     p4  =  0. 

Alors  Féquation  (92)  donnera  les  suivantes: 

/(12)=/(ll)-^_  ^',  donc  ^'  =f,/(12)=/(ll)-2 

/(lO)  =/(ll)  + 1  -  A,',  donc  A'  =h  /m  =/(ll)  +  1 

/(9)  =/(6)  -I-  A/,  donc  A"  =î,  /(9)  = /(6)  -1 

/(8)  =/(6)  -I-  4/,  donc  A/  =1,  /(8)  =/(6^  -1 

/(7)  =/(6)  -i-  A%    donc  A"  =1,  /(7)  = /(6)  -1 

/(5)  =/(6)  -}-i-  A/,    donc  A"  =i,  /(5)  = /(6) 

/(3)  =/{4)  -i-A,'",  donc  A"'=i,  /(3)  = /(4)  -1 

/(2)  =  /(4)  -  1  -  Ao'",  donc  A,r  =  0 ,  /(2)  =  /(4)  -  1 

/(l)  =:/(4)  -l-^a"',  donc  An"'  =  i,  /(l)  = /(4)  -2. 

Pour  trouver  maintenant  /(O),  /(4),  /(6),  y(ll),   il  faut  chercher  les 
limites  de    ^i,  d,,  d,,  0^. 

Or  les  équations  (103),  qui  déterminent  ces  limites,  donnent 


11  — a,         ZAa'      j,  »/,  1  2^1  1 

__! _A_,    d'où  (?,>-^— 3^-,  0,  -.—  - j-^- 


^       11  — c,    ,    ZAa"     j,  ,    ^        2     ,       G  3     ,       9 

<'»<— 5-+-if  '  ^«^  ^'<  5  +57i7'   T+ôTi?' 

K~~rx  17  '  ^1  t^\ 


5.17  '   *'    5     •    5,17 


Il  suit  de  là  que 

e'i>85'    «'i<T7- 

On  trouve  de  la  même  manière 

5  1 

Maintenant  l'équation  (97)  doime 

/(>.  — /c»-i  >  ((>«-!  —  (>«)  [d"«_,<T._,  +  (1  —  Ô"..!)*;.] , 
/e«  —fifm-i  <  (P— 1  —  C«)  [*'— iO«-i  +  (1  —  ^'«-i)  <ï-] , 
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donc 


A=-^D,,  et  hy'  =  hy"=hy"'  =  "''r  =  \-,  «'=1; 


donc 

5 


^==-Vw^^  h<''  =  hy<'>  =  hy<^>  =  hy<'>  =  hy<^>=ll=l-,  «"=1; 


•10 

1 


y  =  Ax   %  Ji,A'-{-Ji,A  =  0, 
donc 

4 


A  =  Y—  -jl  et  ^'^^  =  W"^  =  h^"^  =  h'"^  =  -r"  =  ~2~  '  "'"  =  ^  î 


y  =  Ax-\  B,A-{-Ii,  =  0, 
donc 

7?  met,***' 

A  =  -^  et  V*'  =  "^^„^  =  -l,  «""=1. 

Ayant    ainsi    trouvé    les   valeurs    des    nombres    m\  u\  v\  m" ^  fi" ^  w'', 
m''\  fi''\  n"\  m'''\  fi'"\  n'"\  on  aura 

fc''''  =  ii>'  +  /z'V^''  +  ^">'"  +  ^"' V'=  13  =  n. 

Maintenant  le  nombre  pi  doit  être  compris  entre  n — 1  et  n — k\  ^^  entre 
n — À:' — 1  et  w — k'\  etc.;  donc  on  trouvera  pour  ces  quantités,  les  valeurs 
suivantes  : 

p,  =  12,  11,  10,     p,  =  9,  8,  7,  6,  5,     p3  =  4,  3,  2,  1,     e,  =  0. 

Connaissant  p, ,  p,,  pa,  p4,  on  aura  A^\  A^'\  ^/S  ^(i^''  V^^  l'équation 
(92);  ensuite  ^i,  tf,,  ô,,  ^4  par  les  équations  (103);  /(f^^  /(f^j  /(fi  par  l'é- 
quation (98);  et  enfin  /(O), /(l), /(2),  .  •  ./(12)  par  l'équation  (92). 

Ija  valeur  de  y,  qui  est  toujours  la  même,  deviendra  par  l'équation  (88) 
et  la"  relation   y  =  y  —  w  -[-  1 , 


MEMOIRE  SUR  UN£  PROPRIÉTÉ   GENERALE   etc.  183 

c'est-à-dire,  en  réduisant, 

7  =  38. 

Pour  pouvoir  détennîner  numériquement  les  valeurs  de  a  et  de  fi, 
supposons,  par  exemple, 

Pi=ll,     Pj  =  6,     p3  =  4,     P4  =  0. 

Alors  l'équation  (92)  donnera  les  suivantes: 

/(12)=/(ll)-^-  ^',     donc  ^o'  =f,/(12)=/(ll)-2 

/(lO)  =/(ll)  +  i  -  A,',    donc  A,'  =  i ,  /(lO)  =/(ll)  +  1 

/(9)  =/(6)  -I-  ^,",    donc  ^"  =1,  /(9)  =/(6)  -1 

/(8)  =/(6)  -I-  a:,    donc  A"  =1,  /(8)  = /(6)  -1 

/(7)  =/(6)  -i-  A,%    donc  A/  =|,  /(7)  = /(6)  -1 

/(5)  =/(6)  +i-  A,%    donc  ^''  =i,  /(5)  = /(6) 

/(3)  =/(4)  -i-^'",  donc  A"'=i,  /(3)  =/(4)  -1 

/(2)  =  /(4)  -  1  -  A.o"',  donc  A,r  =  0 ,  /(2)  =  /(4)  -  1 

/(l)  =/(4)  -\-A,,"\  donc  Au"'  =  i,  /(l)  =/(4)  -2. 

Pour  trouver  maintenant  /(O),  /(4),  /(6),  /(11),   il  faut  chercher  les 
limites  de   d, ,  ôj,  d,,  Q^. 

Or  les  équations  (103),  qui  déterminent  ces  limites,  donnent 


11  — c,        ZA^      1,  K  n  1         2„1         1 

— g-i jf ,   d'où  (?,>--^— j-^-,  0,   5—3^ 


.       11  — a,    ,    SAfl"      „  X    ^        2     ,       6  3     ,       9 

(?,<— .-^  +  -jf ,  d'où  «»<  5  +537.    5  +-5.T7 


Xl  suit  de  là  que 

u  trouve  de  la  même  manière 


5     "^5.17  '   ^'    5     «^5.17 


5  1 

-^laintenant  Téc^uation  (97)  donne 

f(fm—f(fm-l  >  {(fm-i  "  (fm)  [^"«-1^«-1  +  (^  "  ^"«-l)<>«]  7 
f(fm—fifm-l  <  (e«.-l  —  P«)  [^'m-l^«-l  +  (1  —  ^'m-l)  ^«]  7 


1 
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oîi  ^"«.i  est  la  plus  petite  et  6'„_i  la  plus  jçraude  valeur  de  ^„_i;  donc  ou 
trouvera,  eu  faisant, 

m  =  2,  3,  4, 

/((>)-/(ll)>5.U^*+(l-J|).|](=l4-gf) 
/(6)  -/(11)  <  5 .  [A  -^  +  (1  -  A)  •  i]  (=  3  + 1) 
/(4)-/(6)  >2.[^j.i-(l-^\).i](=^    -I) 
/(4)-/(6)  <2.[l.i-(l-l).^](=|) 
/(0)-/(4)  >4.[J.(-i)  +  (l-i).-(-l)](=-3) 
m-/(4)  <4.[l.(-|)  +  (l-l).(-l)](=-2); 

donc  ou  aura  pour  /(6) — /(11), /(4) — /(6)>/(0) — /(4),  les  valeurs  sui- 
vantes : 

/(6)-/(ll)  =  2,3,/(4)-/(6)=:0,/(0)-/(4)  =  -3, -2; 

d'où 

/(6)=:/(ll)  +  2,/(ll)  +  3,  /(4)=:/(ll)-j-2,/(ll)  +  3; 

/(0)=/(ll)-l,/(ll),/(ll)+l; 

/(12)=/(ll)-2;/(10)=/(ll)  +  l;/(9)=/(ll)  +  l,/(ll)  +  2; 

/(8)=/(ll)  +  l,/(ll)  +  2;/(7)=/(ll)+l,/(ll)  +  2; 

/(5)=/(ll)  +  2,  /(11) +  3;  /(3)=/(ll)  +  1,  /(ll)  +  2; 

/(2)  =/(ll)  +  1,  /(11)  +  2;  /(l)  =/(ll),  /(11)  +  1. 

En  exprimant  donc  toutes  ces  quantités  par  y(12),  on  voit  que  les  fonctions 
îiî  7  îu  7  îio  7  •  •  •  îo  ?  *^^^*  respectivement  des  degrés  suivants 

(12)    (11)       (10)  (9)  (8)  (7) 

e,    e  +  2,  d  +  3,  [(9  +  3,  (?  +  4],  [«9  +  3,0  +  4],  [(9  +  3,(9  +  4], 

(6)  (5)  (4)  (3) 

[(9  +  4,(9  +  5],  [0  +  4,0  +  5],  [0  +  4,0  +  5],  [0  +  3,0  +  4], 

(2)  (1)  ...  .  5^1 

[(9  +  3,0  +  4],  [0  +  2,0  +  3], 

OÙ  ô  est  le  degré  de  la  fonction  q^^* 

De  là  suit  que 

a=/(0)+/(l)H h/(12)  +  12  =  130  +  47,  130  +  48, 

130  +  57,  130  +  58, 


6»+l,  fl  +  2 
»  +  2,  (ï  +  3 
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et 


fi  =  n'fi'  |/(»i  +  Cl  y-  )  +  »>"  (/C»  +  C»  ^V 


=  3(/(U)+ll.|)  +  5.(/(6)  +  6.i)  +  4(/(4)-44)+l.(/(0)-0); 

c'est-à-dire, 

^— 13^_|.85,    13d-}-86,    135  +  95,    135  +  96. 

La  valeur  de   fi  —  a    deviendra  donc 

fi  —  a  =  38, 
comme  nous  avons  trouvé  plus  haut  pour  la  valeur  de  y. 


9. 

Par  les  équations  (92)  et  (98)  établies  précédemment,  on  aura  les  va- 
leurs de  toutes  les  quantités  /(O),  /(l),  /(2)  .  .  -  f{n  —  1),  exprimées  de  la 
manière  suivante: 

(108)  /m=f(f,-fM^, 

oh  M^  est  indépendant  de  fç^.  Cette  dernière  quantité  est  entièrement  ar- 
bitraire.    Le  nombre  des  coefficients  dans  q^,  q^  g^  •  •  Çn-i  i  sera  donc  égal  à 

(109)  «/pi  +  if„  +  J/,  +  if,H \-M^,; 

mais  a,  ou  le  nombre  des  quantités  indétenninées  a,  a\  a"  .  .  . ,"  est  égal  au 
nombre  des  coefficients  déjà  mentionnés  dimiimé  d'un  certain  nombre.  On 
aura  donc 

(110)  «  =  n/p,  +  J/, 

où  M  est  indépendant  de  f^^. 

De  là  il  suit  qu'on  peut  prendre  a  aussi  grand  qu'on  voudra,  le  nombre 
/i  —  a  restant  toujours  le  même. 

L'équation  (74)  nous  met  donc  en  état  d'exprimer  ime  somme  d'un 
nombre  quelconque  de  fonctions  données,  de  la  fonne  xpx^  par  une  somme 
d'un  nombre  déterminé  de  fonctions.  Le  dernier  nombre  peut  toujours  être 
supposé  égal  à  y^  qui,  en  général,  sera  sa  plus  petite  valeur. 

De  la  fommle  (74)  on  peut  en  déduire  une  autre  qui  est  plus  générale 

encore,  et  dont  elle  est  un  cas  particulier. 

24 


186  MEMOIRE  SUR  UNE  PROPRIETE  GENERALE  ett-. 

En  efïet,  soient 

V//x/  +  i/^/x/-| |-V;VxV  = 

OÙ  1///,  tp^j  •  •  •  sont  des  fonctions  semblables  à  ipi,  i/Zg,  ... 
Supposons,  ce  qui  est  permis,  que 

X  „, X^^  ,    X  „#_! X^_i  ,    X  j,#_j, X^_2  ,    .   .   .  X  a'—fi-k-a  +  l -^tt  +  l  7 

et 

Ip  ^,X  „/  =  y^'fiX^  ,     yj  a*—lX  a*—i  ^^^  f/^^_l^^_i  f   •    >    •    Ip  «'— /t+o  +  l*^  a'— /i  +  w  +  l  ^-—  ^a  +  l^w  +  l  î 

les  équations  précédentes  doimeront 

donc  en  mettant    V  au  lieu  de  v  —  v\  a    au  lieu  de  a'  —  ,a-}-a, 

^/^l'S  V^»",  .  .  .  ^k''   au  lieu  de    V^V+n  ^^'«'+27  •  •  •  V^V^ 

et  enfin  fc  au  lieu  de  fi'  —  a',   il  viendra 

(112)        IpiXi  -j-  Iff^X^  -\ 1-  V„»„  —  Vl'«l'  —  V»'*»'  —    •   •   •    —  f'a-X'a'       . 

Le  nombre  fc,   qui  est  égal  k  fi'  —  a\   est  indépendant  de  a  et  «',    qui 
sont  des  nombres  quelconques. 

Si  Ton  suppose 

(^lloj  Xi     =  Cl  ,     Xjj     mz^a,    .  .   .  ïT^t     zzr  C;t  7 

Ci,  Cg,  .  .  .  C;t    étant  des  constantes,  alors  la  formule  (112)  deviendra 

OÙ  un  nombre  h  des  quantités  x^,  a;^,  .  .  .  x«,  x/,  x,',  .  .  .  x\,  sont  fonc- 
tions des  autres,  en  vertu  des  équations  (113).  Il  est  clair  qu'on  peut 
prendre    c^,  c^,  .  .  .  C;^    de  manière  que  C  deviendra  égal  à  zéro. 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  dans  la  fommle  précédente 


(115) 
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•C/j   — —  «Cg  --'—  «Co     ■  ■    ■      •     •     •     .      .  -  3/_  "■  Zm 


^a— f^  +  1 '^a— f^  +  2 '    '    *    '^a ^m  7 

m 

en  sorte  que 

«  =  ^1  +  ^2  H +fm. 

Supposons  les  mêmes  choses  relativement  aux  quantités  x\ ^  x\j  .  .  .  tfj\^ 
t/z'g ,...«',  en  accentuant  les  lettres  f ^ ,  f ^ ,  .  .  .  f„ ,  Zj ,  z^  ?  •  •  •  25« ,  ^i  ?  ^2  7 
.  .  .  :7r^    et    7/i.     Alors  la  formule  (114)  deviendra: 

(116)      K=  j  ./^/^'  ./    ^^   ^' 

r  —  «^2   ^2  ^2    —    •    •    •    —  ^  m'  ^  «'2  «'  î 

où  un  nombre  fc  des  fonctions  tt^z^j  ^^^^t  •  •  •  ^/^î/,  .  .  .  dépendent    des    for- 
mes et  des  valeurs  des  autres. 

En  divisant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  un  nombre  quel- 
conque A  et  désignant  les  nombres  rationnels 


au 


A         A  A  A  A  A 

par  Al,  Ajj,  h^^  ...  A„,  et  mettant  xp  au  lieu  de  .^,  ir  au  lieu  de  2,  et  r 

F      .       . 

lieu  de    -.- j    il  viendra: 

(117)  h^xp^x^-^h^yj^x^-^ \'K^'a^a  =  '^', 

oîi  il  est  clair  que    h^^  Aj ,  .  .  .  A«    peuvent  être  des  nombres  rationnels  quel- 
conques, positifs  ou  négatifs. 

En  remarquant  que  h  des  quantités  x^^  r^ ,  *  *  -  x„    sont  détenninées  en 
fonctions  des  autres,  on  peut  écrire  cette  fornmle  comme  il  Suit: 

(118)  K  V^i^^i  +  K  ^2^2  H h  *«  V^«^« 

'^l  7     ''2  7     •   •    •   '*îii  7       '*'l  7    '^2  7     •    •    •   "^A: 

24* 
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étant  des  nombres  rationnels  quelconques; 

Xiy   X^n    .  •  .  x^ 

étant  des  quantités  îndétenninées  en  nombre  arbiti'aire; 


•C/t     •       a^O    9        •      •      •     *'^k 


/ 


étant  des  fonctions  de  ces  quantités,    qui  peuvent  se  trouver  algébriquement, 
et  k  étant  un  nombre  indépendant  de  m. 

Si  Ton  prend,  par  exemple, 
on  aura  la  formule 

(1 19)  *i  y;,X,  +  h^  Xp^X^  -| \-K  V^m^m 


10. 

Après  avoir  ainsi,  dans  ce  qui  précède,  considéré  les  fonctions  en  gé- 
néral, je  vais  maintenant  appliquer  la  théorie  à  une  classe  de  fonctions  qui 
méritent  une  attention  particulière.     Ce  sont  les  fonctions  de  la  forme 

(120)  ff{x,y)dx, 

OÙ  y  est  donné  par  l'équation 

(121)  •  xy=y'-^j^o=o, 

Pq  étant  une  fonction  entière  de  x. 

Quelle  que  soit  la  fonction  entière  p^^  on  peut  toujours  supposer 

(122)  —  i>o^^*f'^?'^^.  .  .  rr^y 

oh  jj^j  /i, ,  ...  fi^  sont  des  nombres  entiers  et  positifs,  et    r^,  r^,  .  .  .  r^    des 
fonctions  entières  qui  n'ont  point  de  facteurs  égaux. 

En  substituant  cette  expression  de  — p^  dans  l'équation  (121),  on  en 
tirera  la  valeur  de  y,  savoir: 

fh  f*t         /W»  ^^ 

(123)  y  =  rr  r,"  r^"  .  .  .  r,  "  . 

Si  l'on  désigne  cette  valeur  de  7/  par  liy  et  par  1,  c«,  co*,  .  .  .  c«"~' 
les  n  racines  de  l'équation  co"  —  1  ^  0,  les  n  valeurs  de  //  seront 

(124)  Jiy  (ait,  uj'Ii,  ui»/?,  .  .  .  lo"  'B; 
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OU  aura,  par  couséqueut, 

(125)      r  =  ei/.ejr..  .  e,/<'>  =  {qo-^   q,R   +    qji*    -\ \-qn-Ji'-') 

X(2o+  ioq^R-\-io\lt>-{ h  «»"- V.^^"-') 

X{qo  +  to'qJi-\-m*q,Ii*-\ \- m"'-'q„_,R''-') 

X{qo  +  w%I{  +  w%R*-[ h*»'"-*?»-!^"-*) 


atteudu  que 

/     er/=qo-\-    q,R   -\-   q,B'   -\ hî»-!^""*, 

(l^a^          )    ey"  =  q,+  mq,R  +«>»î,i?»+  •  •  •  +a,"-g,_.7e-S 
^^  '  '    ey"'=q,^io\RJr<o%R*^ \-w*'-\^_JÎ''-\ 

Cela  posé,  soit 

(127)  /(-•^)=Xi":g 

et  supposous 

oîi  f^x  et  f^x   sont  deux  fonctions  entières  de   x\    alors   on   aura,    en   vertu 
de  l'équation   /y  =  7/"-|-po)    ^^^i  donne  /'?y  =  wy"""^, 

d'où 


_  /iC^>i^) 


y 


(•^'"  ^-/t^' 


L'une  quelconque  des  valeurs  de  y  est  de  la  fonne   cw'/^,   donc 

—  • 

.r 


(130)  ^.  =  „-/Aî^ 

j?  m>      '     toutes    les    fonctions 
^i»:,  i^/gic  .  .  .  -kp^x  seront  de  la  fonne  (u~""i//.r.     Soient  donc 

(131)  tff^X  =  lO~'*'^lffX^    lff^X  =  U}~''''lffX^    .  .  .  tff'X:=a)"'f*'*  IpXj 


oh 


y  fa 


/ff^x.dx 


Maintenant  les  équations  (38)  donnent  pour    (px  et   (p^x    les  expressions 
suivantes: 
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(fx  =  :Sy^'''    l()g(9y,    (r,x= -f'~  2!  ^'- log  Oy, 
c'est-à-dire 

oïl  il  est  clair  que 

ou  bien 

log  %  _    1    l  log  d^  -f  co-"  log  d(ai7i)  -f  w-**"  log  e{w^B) 

•      ~y-^~~U~^  j   -f-  .  .  .  -f-a>-^*'-^>logd(co"-7i^). 

En  faisant  donc,  pour  abréger, 

/1q9^  ,.  .._Z3-'^  )  log<97?  +  a,-log(9(t»i?)  +  a,-*-log<?(a,*ii!) 

^     ^  ^*^—  li'  \  -I -|-«,-<»-""'logd((o"-*i?) 

on  aura 

(133)  f"'=flj'   y»^=  e7^.r^*^- 

La  formule  (41)  deviendra  donc 

(134)  to~''''xpx^-\-ur''''tpXi-\-  '  '  •  -\-u}~'f''ipx^ 

Les  équations 

qui  ont  lieu  entre  les  quantités    a,  a',  a",  .  .  .  a:^,  a*;,,  .  .  .  ir^, ,   yi,  //, ,  ...?/", 
peuvent,  dans  les  cas  que  nous  considérons,  s'écrire  connue  il  suit: 

d(.r,,  œ'R,)  =  0,    d(.r„  w'^/ï^,)  =  0,    e{x,,  w'^B^)  =  0, 

...  d{x^,œ'^d{^,)  =  0, 
oh 

et  7?|,  jffg,  ^3,  .  .  .  7?^,  désignent  les  valeurs  de  7^  pour  x  =  Xi^  x^^  x^^  ,  .  .  x^. 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  tous  les  coefficients  dans  Ço?  în  •  •  •  9n-i 
soient  des  quantités  indétenninées,  en  sorte  que  le  nombre  des  quantités 
a,  a\  a",  .  .  .  serait 

(135)  «  =  %-|-A7,  +  %-f-  . [-^ç^  j-|-n— 1, 

et  cherchons  la  plus  petite  valeur  de  //  —  a. 
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Coinine  toutes  les  fonctions  y\  y'\  y"\  .  .  .  y^"^  sont  du  même  degré, 
ou  aura 

hy'  =  fuf  =  hy'"  =  .  .  .  =  /.y  ^"'  =  ";;  ; 

par  conséquent 

é  =  1 ,    w  =  ufi'  =  k\ 

L'équation  (92)  donne  donc 

(136)  fm  =/(f,  +  (p,  -  m)  "'.  -  4/, 

oîi   m    est  un  nombre  entier  quelconque  depuis   zéro  jusqu'à   n  —  1 ,    et    AJ 
une  quantité  positive  moindre  que  l'unité. 

On  a  de  même  par  (106) 

ft  =  hr  =  7i'ft'  j/pi  +  pi  -'^,  j , 

donc 

(137)  a  =  7if(},  -f-  wWpi , 

et  par  l'équation  (62)  la  valeur  de  y^  qui  sera  celle  de  fi  —  «,   savoir: 

(138)  u  —  a  =  y  =  nfi  — ^ ^-   f"T^^ 

m 

ou  bien  eu  remarquant  que  n  =  7i'/Li\  n'm'  =  nhli: 

(139)  ft  —  a  =  y='^7i.kli  —  ^~''^l. 

C'est  là  la  moindre  valeur  de  fi  —  a  lorsque  toutes  les  quantités  «,  a\ 
rt",  ...  sont  indétenninées  ;  mais  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  peut  ren- 
dre ce  nombre  beaucoup  plus  petit  en  déterminant  convenablement  quelques- 
unes  des  quantités  a,  a\  a'',  .  .  . 

Désignons,  pour  abréger,  par  EA  le  plus  graîid  nombre  entier  contenu 
dans  un  nombre  quelcoîique  A^  et  par  «J.  le  reste,  on  aura: 

(140)  A  =  EA'\'bA, 

où  il  est  clair  que  f^  est  positif  et  plus  petit  que  l'unité. 
Cela  posé,  soient 

(141)  e^  =  E  ^'"^  +  E  '^''"'  +  E  ^^^'"^  4 \-E^"~  ^^'''" , 

et 


(142)  J^^,^^<9^_£  ff/'-- 


H  H 
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où   in    est  l'un  quelconque  des  nombres    1,  2,  3,  ...  «,    ,t   un   des  nombres 
0,   1,  2,  ...  ri — 1,  et  «i,  a,,  .  .  .  «^  des  nombres  entiers  positifs. 

Supposons 


(143) 


q.T=v^^7 


1  '2 


.  .  .  r 


€  7 


•T 


t;.,  étant  V  une  fonction  entière  de  x. 
Ue  là  on  tire 


.ru 


TlfAi 


q.Tli''  =  v.Tfi 


'-  +  K.^      '-^^h:^ 


nfig 


8 


.  .  .  r 


-f^*.T. 


ff 


or 


n 


+  K:i 


7Cfi, 


n 


-j-e 


mais  en  vertu  de  l'équation  (140), 


/ffi, 


«• 


H  n 


^l^^m 


«m    /  Tt^m  —  Clm 


n 


n 


n 


donc  en  substituant: 


(144) 


n 


-+'^.,.-.=<^.+^:  + 


7rjU,«  —  a« 


ri 


en  faisant  donc,  pour  abréger, 

(145)  6^P^-  =  fc.„,, 


on  aura 


(146)         q,K-  =  v,r, 
OU  bien  en  faisant 
(147) 


fi  n 


n 


€  1 


k  h  k  k 


(148) 


0.  +  -^   ô.+^'- 


q^B'^  =zv^r^       **  r,       "   .  .  .  r 


K<''K 


(149) 


Par  là  il  est  évident  qu'on  aura 

)    =("o 


,E('> -^  cB^'i -\- v^Ji'*> -\ \-oJ{<^>-\ \- v,_,li<'-'>) 


a 


a. 


^.+  -:'      <?.+   r^ 


a. 


X/-, 


n 


^f+-. 


A 


•  •  'e 


et  en  général  (126) 
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\  X  ^1         ^2  ...  ^^         ; 

Soit,  pour  abréger, 

(151)  VoR^'^  +  (o't\E('>  +  ai^'i;,^;^*^  -] 1-  ai^"-'>t?„^,i?^"-^>  =  «'(^^  e), 

il  est  clair  que 

(152)  r  =  ey'.e}/  .  .  .  ey^''> 

donc  en  supposant  que  tous  les  coefficients  dans    Vq^  v^  •  .  .  v^^^    soient  des 
quantités  indéterminées,  on  aura 

(153)  '  '  '  '  "    '         ' 

^        ^  Fx  =  e'{;x,Q)e'{x,l)e'{x,2)  .  ..e'{x,n—l). 

Maintenant  l'équation  (19)  donne,  en  substituant  les  valeurs  de  f\(x^y) 
=  Vs^-y""""*   et  de   j(;y=.ny''~\ 

Rx  =  2:l^''-p^, 

or,  par  l'équation  (150), 

donc,  en  substituant  et  mettant  au  lieu  de  r  sa  valeur, 

r'=FQX.Fx: 

(154)  Ex  =  F^x2:'^~       ^.   \^  ^ , 

OÙ 

or,  on  a  par  (123) 
donc- 


J?  -- —    K A  -    -  # e e 

n     ^  ,  n  n  n 


(155)  y   =r^       ^%        •  •  •  ^f       X  Ti       r,        .  .  .  r,       ; 

en  faisant  donc  pour  abréger 


n  n  n 


(156)  s«  =  r»       r,        .  .  .  r 


e  ) 


25 
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et  posant  ensuite 


£!î!^    jp^-^'i  e"^ 


n  H 


(157)  A^=fx.r^        rg        .  .  .  i\ 

on  aura 


donc 


fyx fx  ^ 


et  par  conséquent  la  valeur  de  Rx  deviendra 

(158)  .     ifx=&f^^»-~^M'(x,e) 

Maintenant  il  est  clair  que 

?(fo)  *»'(-•«)' 

qui  est  égal  à  (153) 

e\x,i)e\x,2) . . .  e\x,n—i)de\x,o) 

et  par  conséquent  une  fonction  entière  de  x  et  de  i2^®\  Jï^^^,  .  .  .  Jî^"~^\  peut 
être  mise  sous  la  forme 

OÙ  Mq^  Mij  ...  Ji/„_i  sont  des  fonctions  entières  de  x. 

De  là  il  suit  que  la  fonction  Bx^  qui  doit  être  entière,  sera  égale  à 

tiFqX./x.M^. 

La  fonction  FqX  est  donc  un  facteur  de  lix^  et  par  conséquent 

(159)  Bx  =  FoX.B,x. 

Par  là  il  est  clair,    en    vertu    des    équations    (23),    (25)    et    (35),    qu'on 
aura 

(160)  F,x=l,    e,x=f,x. 

fx 
Cela  posé,  la  valeur  (132)  de    (p^x   deviendra,    en  mettant    '- —    au    lieu 

8mk 


MÉMOIRE  SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  GÉNÉRALE   etc.  195 

de    -D«  ?  substituant  les  valeurs  de  0{R),  0{mR),  etc.,  données  par  l'équation 

(150),  en  remarquant  que" 

1  _j_  a,— _j_  a,-*"  _| 1-0)-^"-»  =  0: 

rifil^      œ  ^—f"  \  logd'(a^,0)  +  a,-log<9'(x,l)  +  («-'-log(?'(a^,2)  i 

(161)      y,^  -  -  j  +  •  •  •  +  a,-^-'^-  log  d'(x,  n  -  1)  r 

et  les  valeurs  (133)  de  (px  et  y^x: 


y«-^'     ..  ^  _  y 


.î? 


et  par  suite  la  formule  (134)  donnera 

(162)  co~''"V/a;, -|-co~''"^a;g-|-  •  •  •  -|- «'"'''" V*/» 

on  a 

Il  nous  reste  à  trouver  la  valeur  de   /u   et  le  nombre  des  quantités  in- 
déterminées; or,  on  a  par  l'équation  (153) 

(163)  hFoX  =  {ne,'\'a,)hr^-^{ne^-\-a^)kr^-{ \^(ne,-\-a,)hr,; 

mais 

donc 

f^  =  VPi  +  ^'^>i  —  [(^^1  +  «i)*n  +  (w^8  +  «2)  A^8  H h  (^^e  +  «.)^^.l  ; 

or 

nW  =  n.hR  =  ni^'-kr,4-^hr,4 [-^hr, 

donc  en  substituant, 

(164)  il  =  !  ^-^^^  "*"  ^^'^'  ~  ^^'  ~  ^'^^^' 

r  +(iW8(>i  — ^^»  — «8)*^8H h(i"^Pi  — ^^*— «^)*^V- 

Maintenant  Féquation  (143)  donne 

(165)  %=/:7r  =  (fi,^.Ari  + J,,,.Ar,-| »  -|- J^^.Ar^-j-Ai;^, 

donc,  en  écrivant  (}   au  lieu  de  ç^ 

25* 


f 


•  •  • 


7 


»        '  '         * 
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mais  en  vertu  de  (144)  on  aura 

wcr,,j  — n<?»-j-p//.  — a,  =  «.e5_-^     -, 

donc 

Cherchons  maintenant  la  valeur  de   a   ou  le  nombre  des  indéterminées. 
On  a 

a  =  hvo-\-hvi-\-hv^-\~  •  ■  •  :;{- hv„_i -\- n  —  1, 

donc  en  vertu  de  (165) 

%  +  *9i  +  %  H h%-i  +  «  —  1 

(167)  «  =  /    -  ((^,,0  +  <y,,»  +  \,-\ h ^,.n-i)kr. 


On  a  d'après  (136)  et  (85) 

(168)  hq,-\-kq,-\ 1-%_, 

=«.%e+[p+(e-i)+--'+(c-«+i)l^-(A'+A'+---+^'-i) 

et  d'après  (142) 

(169)  c^.,o  +  <y.,,H h<y.,«-i  =  «<^- 

I  «<  I  41  I  41  I  I  9> 


n        '  n  *  Il  '  '  n 


En  désignant  le  second  membre  par 


on  aura 


—  «m       I      it<m  — «m     i     2|M«  — a«     1       .    .    .    .l.  (^— l)i"»«  — «w 


or,  la  suite 
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contîendfa  k^  fois  la  suivante 

A  +  i_  +  A+...^_!!.^, 

si  Ton  suppose 

—  =  —    et   n  =  Kn^ 
et 

(170)  CC^  =  ^n,K, 

€„  étant  un  nombre  entier. 

La  somme  dont  il  s'agit  sera  donc 

et  par  conséquent 

jrj      I       n  1  Wfl,  1    j 

-*m  =       ^«  "i       2      ^* 2  * 

En  faisant  a^  =  0,    on  aura  d'après  (141)  P„=^mj    donc 

de  là  il  suit: 

la  valeur  de  a  deviendra  donc 

nhv^-{-[nâi_^—ai  —  {n—l)6t]hri 


or 


et 


donc  en  substituant 
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mais  nous  avons  vu  que 

^  n—  1  ^^~^h  HlhI      «  — *« 

^m  —      2     f^'*  2  —      2     '^^  2       ' 

donc 


«H+ "-'^-^-'^'-^'•x 


•  •  • 


(171)  «=/  _|_L.,£^^i^_!L-*.JAr,+ 

+  j„.,.?Afi^_!L^)A,v-l+^+^. 

Ayant  ainsi   trouvé   les    valeurs   de   /j    et    a    on    aura    celle    de   fi  —  a , 
savoir  : 

(172)  ^_a  =  !il-AAr,  +  !^Ar,  +  ^-^Ar3+..- 

+  ^-^Ar,+  l-^  =  d; 

fj,  —  «  est  donc,  comme  on  le  voit,  indépendant  de  (t  et  «i ,  «, ,  «j ,  ...«,. 
En  vertu  des  équations  (145)  et  (147),  il  est  clair  qu'dn  aura  aussi 

(173)  fi  =  n.hv^-{-n.hR(<i>, 

(174)  a  =  n.hv^-\-n.hB('!>  —  e. 

Les  quantités   hv^,  Av, ,  ...  hv„_i   peuvent  s'exprimer  en  hv^  au  moyen 
des  équations  (136)  et  (165). 

On  a 

fç  =  ^i.fàr,  -f  J,,çAr,  -| [-â.^^hr,-^  hv^ 

et 

/m  =/(.  4-  {if— m)  ^^  —  AJ; 
donc  en  éliminant  fm  et  /q. 

Or, 


m'  1 

-^  =  — (;t,Ar,  +  /i,Ar,-| h/***'**)» 


et  par  (142) 
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donc  en  substituant  et  réduisant 

hv  =\  *^?  +  ^^'''i  ~  ^'-)**'>  +  (^*'?  ~  ^.«)*^»  H 

c'est-à-dire  en  remarquant  que  AJ  est  positif  et  plus  petit  que  Tunité, 

D'après  l'équation  (147),    qui   donne   la  valeur  de  R^''^   on   peut    aussi 
écrire 

(176)  hv„  =  hv^JrEh-i^- 

Cela  posé,  soient 

et  pour  abréger 

(178)  CW~V  =  CO^,      CO-VzzzTT^. 

La  formule  (134)  deviendra,  en  mettant  s^{x)  au  lieu  de  5^,   et    ^7^ 
lieu  de  y,^» 

(179)     co7i^Xi-[-coJi^a;j-| +w^i/;x„-|-7rî'i^2i4-7rji^3j,-| •  J^n^fz^ 

Dans  cette  formule  on  a 

(180)  *  yj.;c=ff^'^ 

OÙ  fx  est  une  fonction  entière  quelconque,  et 

f,x  =  A{x-(3,y^{x-l3,y^ . . . 

Les  quantités  x^,  x^,  .  .  .  x„,  sont  des  variables  indépendantes;  cw^,  co,, 
.  .  .  co„,  des  racines  quelconques  de  l'équation 

cw"— 1=0. 


au 
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Les  fonctions    z^,  z^,  ,  .  .  Zq^    sont  les  0  racines  de  l'équation 

Les  quantités  a,  a\  a",  ...  sont  détenninées  par  les  a  équations 

(182)  e\x,,e,)  =  0,  e\x,, e,)  =  0,  e\x,, 63)  =;=  0,  .  .  .  Ô'K, 6„)  =  0 ; 
et  les  nombres  fj,  f^?  •  •  •  *ôî  P^^  l^s  ^  équations 

(183)  e\z,,e,)  =  0,  e\z,,é,)  =  Q,  e'{z,,€,)  =  0,  .  .  .  dXz0,€o)  =  O. 
La  fonction    d'(;r,e)    est  donnée  par  Téquation 

(184)  e\x,  e)  =  VoIi^'>  +  œ'vjt^'^  +  io''v,R<'>  -\ \-  («^»-^>^y,_l/tî^»-^^ 

et  la  fonction  ^x  par 

(185)  (p{x)  =  log  e'{x,  0)  +  (o—  log  «'(^,  1)  +  «»"*"  ^og  ^'(«^j  2)  -| 

_|_  ^-(n-»m  i^jg  ^'(;c,  n  —  1). 

Si  les  fonctions  r©,  ^1,  ...  v^_^  sont  déterminées  d'après  l'équation  (175), 
les  quantités  0^  jli  et  a  auront  les  valeurs  que  leur  donnent  les  équations 
(172),  (173),  (174),  et  dans  le  même  cas  la  valeur  de  fi — a  ou  le  nombre 
des  fonctions  dépendantes  est  le  plus  petit  possible.  Mais  si  les  fonctions 
Vqj  ^4  5  .  .  •  ^n-1  oiit  des  fonnes  quelconques,  alors  on  a  toujours 

(186).    e=^—a,  ^=ih[e\x,Q).e\x,i).e\x,2) . . .  e\x,n—i)]', 

a  ou  le  nombre  des  indétenninées   a,  a'  a",  ...  est  arbitraire,    mais  sa  va- 
leur ne  peut  pas  surpasser  le  nombre 

pu  celui  des  coefficients  dans    Vq^  v^^  ...  v^_^   moins  un. 

Comme  cas  particuliers  on  doit  remarquer  les  suivants: 

V  Lorsque  f^x  =  {x — (3y. 

Alors  la  formule  (179)  deviendra,  en  faisant  pour  abréger, 

(oîyjXT,-\-a)2ipx^-\-  '  •  •  -\-(o'^ipx^  =  ^œ'^ipx^ 
et 


/'       fjc.tlx 
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2^  Lorsque  f^x  =  x  —  /?, 

(188)  2„.^  +  2..,^  =  c-n^:^  +  qg 


ou 


/fx .  dx 

3®  Lorsque  f^x=:\. 
Alors  on  aura  la  formule 

fx .  (fX 


(189)  2:œ''ipx-{-2:7i''if)z  =  G—n 


* 


m 


w 


.^A. 


s 


Si  le  degré  de  la  fonction  * — y-^  est  moindre  que  — 1,  alors  /7* — ^ 
s'évanouira,  et  on  aura 

(190)  2:œ''ipX'{-27i''xiJZ  =  C. 

D'après  la  valeur  de  (px^  il  est  clair  que  le  degré  de  la  fonction 
'  '  '  \*  OU  le  nombre  h  -  '  \  ^st  toujours  un  nombre  entier  :  or  wx  est  du 
degré  zéro  en  général,  et  ne  peut  pas  être  d'un  degré  plus  élevé,  donc 
h  •  —,  y    ne  peut  pas   surpasser    le  plus   grand   nombre   entier  contenu   danf 

fx  ,  . 

h    -/  N  ?    c'est-à-dire  que,  d'après  la  notation  adoptée,  on  aura  en  général 

''  tJy  ^  ^^^5)-  ^  E{kfx)^E[~hs^ix)]  ^  hfx-\-E[-h.s^{x)]. 

Si  donc 

(191)  hf^^-E[-ks„(:x)]-2, 

le  nombre    h-  '  -v-    sera  toujours  moindre   que   — 1,    et    par    conséquent    la 

formule  (190)  aura  lieu, 

La  détermination  de  la  fonction  yx,  qui  dépend  de  celle  des  quantités 
a,  a',  a",  etc.,  est  en  général  assez  longue;  mais  il  y  a  un  cas  dans  lequel 
on  peut  déterminer  cette  fonction  d'une  manière  assez  simple;  c'est  celui  où 
l'on  suppose 

(192)  e\x,  0)  =  v,R^'^  4-  W'^K 
En  effet,  en  faisant 

(193)  v.^ex,    ^-  =  -e,x, 

26 
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les  équations 

j^eiivent  s'écrire  comme  il  suit: 

(194)  Oxi=zu)[*~^0^Xi^^  Ox^=nol*~'^OiX^^  ,  ,  ,  Ox^  =  m^^''^O^x^. 

En  supposant  maintenant  que  tous  les  coefficients  dans  dx  soient  des 
quantités  indéterminées,  la  fonction  6x  sera  du  degré  a  —  1  ;  il  s'agit  donc 
de  trouver  une  fonction  entière  de  x  du  degré  a — 1,  qui,  pour  les  a  va- 
leurs particulières  de  x  :  x^  ^  x^^  .  .  .  x^^  auront  les  a  valeurs  correspondantes 

Or,  conmie  on  sait,  la  fonction  Ox  aura  alors  la  valeur  suivante: 

{x—x;){x—x;) . . .  {x—x„)     ^,__,^  ^ 
(•«1— -«JC*.— *.)•••(•».— ^«)     *     ^  ' 

(195)  6s=l    J^        Ç^.cMa:-x,)...(x-x^)       „,-.^       _^  .  .  . 

Eli  désignant  cette  fonction  par  O'x,  la  fonction  la  plus  générale  qui 
peut  satisfaire  aux  équations  (194)  sera 

(196)  ex  =  d'x -\-{x  —  X,)  {x  —  x^)  . . .  (x  —  x^)e"x , 

d''x  étant  une  fonction  entière  quelconque. 

Ayant  ainsi  déterminé  Ox^  on  aura    0\x^m)    d'après  l'équation 

(197)  ô(x,  m)  =  œ'^^OxE^'^  +  œ'^'ai^'^ 

et  la  fonction  tpx  par  l'équation  (185). 

Dans  ce  qui  précède  nous  avons  exposé    ce   qui    concerne   les  fonctions 

:_•___  en  général,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  s^. 

Considérons  maintenant  quelques  cas  particuliers: 

A)  soit  d'abord  n  =  1 . 

Dans  ce  cas,  le  nombre  des  fonctions  5© ,  **i ,  s^^  ...  s^_^  se  réduit  à 
l'unité,  c'est-à-dire  qu'on  aura  la  seule  fonction  s^^  qui,  d'après  l'équation 
(156),  se  réduit  à  l'unité. 
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On  aura  donc 


L'équation  (147)  donne  /^^^=1,    et  Féquation  (184) 
on  aura  ensuite  la  fonction  (px  par  (185),  savoir: 

(pX=L\og  Vq{x)  . 

Les  équations  (182)  qui  détermineront 

seront 

(198)  v,{x,)  =  0,    v,{:x,)  =  0,  ...  ^.o(^«)  =  0, 

et  celle  qui  donne  Zi ,  z, ,  .  .  .  2^ , 

(199)  .—   ,,  ^^  -, ,=0. 

(c  — .7!  J  (-  — ^  J  •  •  •  (-  — .r„) 

Cela    posé,    la   formule   générale    (179)    deviendra,    en    remarquant   que 
m  =  0, 

(200)   \px^  4"  v^*^*  "!"•••+  v^^'a + v^i + V'^2  H~  •  '  •  +  v^^e 

Les  équations  (198)  et  (199)  donnent 

vj^x)=ia{x—x^){x—x^(x  —  x.^  .  .  .  {x  —  x„).{x  —  z^){x  —  z^  .  .  .  {x—z^). 

D'après  Téquaticm  (172)  il  est  clair  qu'on  peut  faire  ^  =  0.      Alors  on 
aura,  en  faisant  en  même  temps   r=l^ 

C—  n  '.  -[\ogn  '[-\og{x  —  x,)-\-\og{x  —  x^)-\ ^log(.r--x,)] 

+  ^  ;f^  [loga  +  log(/?-a:,)  +  log(/î-a:,)+  •  •  •  +log(/?-x„)]. 
Eîi  faisant   a  =  1 ,    il  viendra 

(201)   /^p;^^  =  C-A7/;i„g (.-.,) +  ^-P  (^S;,  %(/»—.) 

fonnule  qu'il  est  aisé  de  vérifier.     Elle  donne,  connue  on  le  voit,  l'intégrale 
de  toute  différentielle  rationnelle. 
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1  1 


B)  soit  en  second  lieu  /z  =  2,  R=ir^r^^  «i=l,  aj  =  0.     Dans  ce  cas 
on  aura 

»  11  1^  1 

La  fonction  tpx  sera,  en  faisant  w  =  1 , 

<px  =  log  <?'(:r ,  0)  -  log  e\x,  1)  =  log  -^'[-^i^J]-  , 

donc 

1*  1 


cpx = log  ^-4-"t^4 


0     1  ^18 


Cela  posé,  en  mettant  Vq(x)  et  t\(x)  au  lieu  de  xIq  et  v^,  et  faisant 

i\  =  (p^x,    r^z^cp.x, 
la  formule  (179)  deviendra,  en  faisant  w=l, 

(202)    ^a,^xJ^2:rr^z  =  C-  77  -- •^'-       log  (  "«(/^^Vo^+lM^'f^^ 

OÙ 


Les  fonctions  Vq{x)  et  ^1(0?)  sont  déterminées  par  les  équations: 

%(^i)yvo^i+(^ivi{x,)Y(p^x, = 0, 

vJ^x^ycpQX^'\-(D^vJ(x^y(p^x^=zO^  etc. 

et   ^1,  Zg,  .  .  .  Zq^    par  Téquation  (181),  qui  deviendra 

(203)  K(-)]*n^—  [^\(-)]>iî..  _ 0 

^     '  (-— *'-i)  (-— '^'J  •  •  •  (2— *^«) 

Les  quantités    o)^ ,  coj, ,  .  .  .  ttf„    sont  toutes  égales  à  -j-  1   ou  à  —  1 ,    et 
TTi ,  TTg ,  ,  ,  ,  tjq^  qui  sont  aussi  de  la  même  fonne,  sont  détemiinées  par 

TTi  — 7~7"/ '     -^2 /     s    /  '    •  •  • 
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La  plus  petite  valeur  de    d   se  trouve  par  Téquation  (172),    en   remar- 
quant que 

on  aura 

n' 

où  w'  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  2  et  hr^-^-hr^^   si  donc 

hi(pQX .  (fix)  =  2m —  1, 
ou 

h((pQX .  (fix)  =  2m, 

on  aura  pour  6  la  même  valeur,  savoir: 

ô  =  m— 1; 
quant  aux  valeurs  de  Vq  et  v^^  on  aura  l'équation  (176),  savoir,  si  p=l, 

donc  dans  le  cas  où  h{ipQX.(pyX)=.2m — 1, 

hvQ  =  A^i  -f-  i  (%i^  —  %o^)  —  i  î 
et  dans  le  cas  où   h{(pQX.(pix)  =  2m^ 

kvQ  =:  hvi  -|-  ^  (hip^x  —  h(pQx). 

Pour  les  valeurs  de  fj  et  a  on  aura,  d'après  les  équations  (173)  et  (174), 

fi  =:2hvi-\~h(piXj 

a  =  2hv^  -\-  hip^x  —  m'\-\. 

Si  m=l,  on  a  0  =  0,  donc  alors: 


Dans  ce  cas: 

vu 


/fx .  da. 


OÙ  -R  est  du  premier  ou  du  second  degré. 

Cette  intégrale  peut  donc  s'exprimer   par    des    fonctions    algébriques    et 
logarithmiques,  comme  on  le  voit,  en  faisant 

ç)o«  =  fo«  +  <^o ,    9>,x  =  f,«  +  <J,,  f^x  =  {x—(i)% 

v^{x)  =  1 ,    r„(ic)  =  a  ; 
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on  aura 


donc  en  substituant  et  faisant  toi  =  1 , 

=  C 


(204)  ( ,J?\^ 


o)(«ia'i  +  <îi) 


r  rj  l . Jf     _     1      "/(cq^  +  ^o)  (ci^i  +  ^ij + V(go^i  +  ^o)  (ci^ + «^'i) 

l(/_^)M/(^.r+d«)(£ix+d,")  "^ V(eo^+  3ô) (ïj.ri  +  di)  -  "(/(co^i  +  J»)  (ci*+  <Ji) 

_1      '^-M ./•|j__     _     loo-  "^^î^'^ +jo)(yi"ff i)  +  VM + <>i)""(  W+j j  ] . 

soit,  par  exemple,  v^:=0,  fxi=lj  on  aura,  en  mettant  z  au  lieu  de  Xi, 

tiz 


I 


y(e»c+(îo)(£iC+(J,) 


1 j^  .  y  (to-r  +  (?o)  (c»s  +  Ji  j  +  V'îeyr  +  «^i)  (c»?  +  ^o) 


donc 


I  on  aura 

i 


—j2 —     z~      _~  — _      ^^^  \J      I       —  -    lOO^    —      — ~" 1— n.  —  zz —  • 

Si  ?/*  =  2 ,  on  aura  0=1, 

A(yo'''«yi-0^^^  ou  4. 
Dans  ce  cas  on  aura  donc 

(205)  -2"  w  iffx  =  v  —  .7i  V'2i  =  a)^  i/u'i  -f-  «^^ «/'•**«  +•••+">«  V'-^«  7 

et  la  fonction  i/u-   sera  une  fonction  elliptique. 

On  aura  innnédiatenient  la  valeur  de  z^  par  l'équation  (203). 
En  eftet,  en  faisant 

{r,zyif,z-{v,zy<f,z  =  A-] \-Bz^^\ 


donc 

li     J^i»f2  •  •  •  •'*a 
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il  est  clair  que  -^   est   une    fonction   rationnelle    de    Xj,  x^,  .  .  .  ic„,  V^o^n 

y^^»7 . . .  y^'o^a,  y^^i^o  y^a?  •  •  •  y^i^u- 

Soit,  par  exemple, 
on  trouvera  les  équations: 


^o(^i) = — wi  y^i^i ,  Vox^ ——lo^  ^^{^t  j 


Vq(x)  =  —  (Oj F  ^li^i  —  Wj \  (p^x^ , 


«0  1  J 


"'=     «'■i;r::i,V*''^'+'"'^=^l''»'A= ^1=^ • 

on  trouve  de  même: 

^  =  a;  — «0,  B=  —  a^^ 
donc 

1      («J — ao) 1       /  A'I^jpiA'i  +  ^^f  <jPi^i  —  2wiW2.A*i;r2V9>i«Pi-'jri^2 

si  Ton  fait 

l'équation  (205)  deviendra  donc 
(206)  fXj^  +  fx^  =  +ipz-\-'C 

où 

=  /- —==:A-'  ..      j  (px  =  ao-\-a,x-\-a,x'-\-a^x\ 

"7~                      «3  ^•1^*^2(^*1  —  ^2)^ 
jp'^  __- ^1       ^8 ^a       '^i 


t/zx 


ou  bien 


X,  Xa  '  iCj X, 


7^     (x^ — X)  (x^ — Xg)  —  (jTg — X)  (Xg — X,)  "*     (X  —  x^)  (x — x^)  ^ 

__     Vya?!  .  yya?a Vyg     

(x,  —X)  (xj  — Xj)  —  (Xj  —  X)  (xj  — Xj)         (x— ^i)  (x— asj) 
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Pour  f^xz=x  —  (3j  fx=l^  on  a 

1  r         dx 

et  pour  f^x=\y  fx=\^ 

/dx 
—  -    • 

Soit  encore  7/i  =  3,  on  aura  0  =  2,  et  A (^o^^- 9^1^)  =  5  ou  6.     Dana  ce 
cas  donc  on  a 

dx 

7r 


f  fx. 


OÙ  R  est  un  polynôme  du  cinquième  ou  sixième  degré,  et 

Ces  fonctions    z^,  z^    sont    les    deux   racines    d'une   équation    du   second 
degré,  dont  les  coefficients   sont   des  fonctions  rationnelles   de    Xj ,  iCg ,  iCj  .  . . 

et  y  Ri ,   y  Ri ,   yï^  .  .  . ,   en  désignant  par  R^^  JB^ ,  ^  .  .  . ,   les  valeurs  de  /i 
correspondant  à  Xi ,  x^ ,  Xj  .  .  . . 

Comme  cas  particuliers  je  citerai  seulement  les  suivants: 

1^  Lorsque  fx^=^AQ-\-AiX^f^x=i\.     Alors  on  aura 


(-4o  +  Axx^dx 

yjx —  •  ^      '        ^ 


=/ 


Yoo  +  ai.r  -f.  .  .  .  -|-  «5^»^  -\-  a^x 


6 


et 


+  if^Xi  +  \px^ + i//Xs  i  •  •  •  i  H^^a  =  i  V^^i  +  ^Z,  -|-  C. 


2®  Lorsque  ç)©^  =  1,  tp^x  =  «o  -j-  «iX  -[-  ««a:*  -[~  ^s^'  ~l~  "4^*  4~  "5^*  =  9^? 
Alors  on  trouvera  facilement 

et 


où 


^x 
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et 

±y_9^^i I ± vy^i I       ±>^y^a I ,yj_^_ 

^O**^  (x^-x){x^-x^){x^'X^)    *"  {x^-x)(x^'X^)(x^'X^)    ■"  («s-a:)(a;g-a;,)(a;g-a:j)    '     (X'X^)(x-x^){X'.x^)  ^ 

C«i-«)(«i-«a)(«i-«s)        («2-*K^«-^i>(^a-5s)        («'«-«^(•««-«iX^s-^i)         («-«i)  («-«»)  («-«a) 

.2i  et  2,  sont  les  racines  de  l'équation 

(z — Xi)  (z  —  ara)  {z — x^) 

En  faisant  dans  la  formule  générale  (202)  0^=1^  on  aura 


VqX 


q>iXi 

(foXi 


Çp  —  Xi)'"(x  —  Xa)     l/yi«l  (œ  —  Xi)(x  —  Xz)'"(x  —  Xa)     lA 

(;p_.ri)...(.r— .r„_i)   l/ç>iXa 

...    (y    - .-  1/ , 

et  d'après  cela 

c_ni — /l_  -iog|^ 

OÙ 

(jTi rf?)(A*i Xi)  •  •  •  (.Cl Xa)      ■"  (^2  —  x)(Xi Xi)  •  •  •  (x^ Xa)      "" 

FqX=  {  j — 

I    1  _.__ '''"'<' I r  yp» ^ 


t\x 


_l_.T_o5_i J r    yp^g     _  I 

(a'i  —  .r)  (.ri — a'a)  •  •  •  (uri  —  ic^,)    '    (xj, — x)  (x^ — Xi)  •  •  •  (x^  —  Xa)    *" 

f  J ^ L:_J^':_  ^^-?o^- . 

\     '    (;r^  —  x)  (xu  —  .Cl)  •  •  •  (xa  —  ^«-i)         (»c — .Ci)  (x — x^)  •  •  •  (a? — ;»«)  ' 


2i,  22  7  -  '  -  Zq    sont  les  racines  de  l'équation 


Vo^.(poZ (fiZ  


=  0. 


(;: — Xi)  (z — Xi)  •  •  •  (z  —  Xa) 

En  faisant  dans  la  même  formule  générale  f^x  =  1 ,    on  aura 


^      ,        I     ^      ,  ri        ni        A        1        CoxV(poX-\-VixV(piX 


^^=   î 


V(po  X,(fiX  VqX  y  ÇV^ V\X  ^if\X 
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OU 


Si  fx  est  du  {ta  —  2)"  degré,  ou  aura 

Si  Ton  fait  f^x=:x  —  ft^  fx=^\^  ou  aura 

JSœiJX  -\-  ^jfWz  =  0  -H — , -=-  T_      log      — /— 7       ^ 


où 


—  — 


1     i) 


C)  Soit  en  troisième  lieu  /^  =  3,  R=ir^r^^  ai=:0,  «2  =  ^- 
Alors  on  aura 


\     t      .  il 


6*Q 1  j    »S*j )\    T^  ,    A?2 1\    /'g  ,    ^      ^ —  iS*Q  ,    ^      tS'j  ,     xl       5^  , 


18  :i      1 


ô'(^7  0)  =  ^0  +     '^in'  '•/      +    ^î^'l"  r^  7  . 


12  8       1 


e'(x^  1)=zVq-\-  ojv^r^  r/  -|-  loh^r^^  r/ , 


18  3       1 


^     y u:  =  log  eXx,  0)  +  to*-  log  0\x,  1)  4-  to^"  log  0\x,  2), 
«'(i^,  0)  ^X^,  1)  «X^,  2)  =  ^;J  4- z;?  r,  rî  +  y^'î r^  T- 3t;oi;ii;,rir, . 

En    faisant    donc    7^i  =  1,    rj  =  y^o^c,    rg  =  (fiXj    Vq  =  Vq{x)^    v^  =  ^1(^)5 
v^=zn2{^)j  la  formule  (179)  deviendra 

^œipx-^JEnifJZ 

■     =C-n-   —■^-\-    -,  [log(i'»  +  c»log(i'»  +  c«Mog(/'»] 


ou 


//.f  .  </.c 
1    —Y' 
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18  SI 

L        •  ^  *  1 

F^x  =  Vq{x)  -\-  (ov^{x)  {(p^x)  '  {(piX) '  +  (o^v^{x)  {(p^x)  ^  {(fiX) ^ , 

F^x  =  v,,{x)  +  a}h\{x)  {(fox)  '  {(p^x) ^  -f-  œv^{x)  {(p^x) *  {(p,x) ' . 

Pour  les  mêmes  valeurs  de  aîi,  iCg,  X3,  .  .  .  Zj,  z^,  .  .  .  FqX^  F^x^  F^Xj  on 
aura  aussi  ^ 

c-n \ j-  [log  (i?;x) + '«,*  log  (i?;x) + «,  log  {f,x)  \ 

/,.r.(<jf),a!)»'(y,x)a 

Les  fonctions  Zj,  z,,  .  .  .  Zg,  sont  les  racines  de  l'équation 

K(g)]''+K(g)]>og(yig)*+K(g)]*(yog)'(yi^)~^^o(^)-'^i(^)-^«(^)-yo^  -^j?  _  0 

(z  —  «,)  (z  —  iCj)  (z  —  a:,)  .  .  •  (z  —  x„_i)  (z  —  x„) 
D'après  l'équation  (172),  la  plus  petite  valeui*  sera 

en  remarquant  que  fcj  =  1 ,  Zîg  =  1 ,  n'  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  3  et  A^'^-f-^Ar^.  • 

Soit  d'abord  hri-\-2hr^=:z3m^  on  aura  n'  =  ^  et  0=ih((pQX.(pix)  —  2. 

Si  hr^'\-2hr^=  S  m  —  1  ou  Svi  —  2,  on  aura  n'  =  1 ,  et  par  suite 
6  =  h  [(pQX ,  (p^x)  ~  1/ 

Ainsi,  par  exemple,  on  aura  pour 

h {(p^x . (p^x)  =  1  j  2",  3,  4,  5,  6  .  .  . 

0  =  0,  1,  2,  3,  4,  5  .  .  .  lorsque  h(pf^x-\-2h(piX  =  Sm+l 
et  0=       0,  1,  2,  3,  4  .  .  .  lorsque  h(pQX-\-2h(p^x=:^im. 
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XIII. 


RECHERCHE  DE  LA  QUANTITE  QUI  SATISFAIT  A  LA  FOIS  A  DEUX 

ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES  DONNÉES. 


Annales  de  Math(^matiques  pures  et  appliquées  rt^digées  par  M.  J.  i>.  Gfrgonne,  t.  XVII,  Paris  1827. 


Lorsqu'une  quantité  satisfait,  à  la  fois,  à  deux  équations  algébriques 
données,  ces  deux  équations  ont  un  facteur  commun  du  premier  degré.  En 
supposant  quelles  n'ont  pas  d'auti'e  facteur  commun  que  celui-là,  on  peut 
toujours,  comme  Ton  sait,  exprimer  rationnellement  rinconnue  en  fonction 
des  coeffi^ciens  des  deux  équations.  On  y  parvient  d'ordinaire  à  l'aide  de 
l'élimination;  mais  je  vais  faire  voir,  dans  ce  qui  va  suivre,  que,  dans  tous 
les  cas,  on  peut  calculer  immédiatement  la  valeur  de  l'inconnue,  ou,  plus 
généralement  encore,  la  valeur  d*une  fonction  rationnelle  quelconque  de  cette 
inconnue. 

Soient 

(2)  v^y=?o-f  ?i2^+î^2/'H h^z^-iy^-'  +  y^^o. 

les  deux  équations  proposées,  la  première  du  m'**"*  et  l'autre  du   n'*"*    degi"é. 

Désignons  les  n  racines  de  (2)  par  y,  ^1,^2,..  ^  yn~\\  ©n  les  substitu- 
ant tour  à  tour  dans  (1),  on  aura  les  n  fonctions 
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Soient 


(4) 


n  =  <pyi  '  (py*  •  <py3  —  <pyn-»'(pyn-i, 

ie,  =  <py.(py».(pys <py„_i .  (py,_, , 


-R.-Ï  =  v>y  '  <pyi  '<py»  — '  9'^»-»  •  yy»-i  » 
V  ■R»-i=  fpy'<pyi'V>y»  —  (py»-»-<py—»' 

Cela  posé,  soit  fy  la  fonction  rationnelle  de  y  dont  on  veut  déterminer 
la  valeur,  et  désignons  par  dy  une  autre  fonction  rationnelle  quelconque  de  y. 
On  aura  l'équation  identique 

(5)    '  •  fy.ey.R=fy.dy.R. 

Maintenant,  ayant  (py  =  0,  on  aura 

R^=o,  ij;,=o,  R3=o, ij;,_,=o, 

et,  par  suite, 

tR-\-  t,R,  -{-t^,-^t,R,-\ (-  t„_,R,_,  4-  t„_,R,_,  =  tR, 

m 

OÙ  tj  /i ,  fj ,  ...  /„„.g ,  f„_i  'sont  des  quantités  quelconques. 
^En  faisant  donc  d'abord 

^  =  0y,   ty=ey,,   t2  =  0y,,  .  .  .  f.._i  =  %„^i, 
et  ensuite 

<=/y-%7  ^=/2/i-%o  U=fy2>0y,,  . .  ..^„.-i=/y„-i.ô/y„_i, 

on  obtiendra  les  deux  équations 

j  ey.R  =  ey.R^ey,,R,-^ey,,R,-\ l-^.y»-i-^C, 

(0)        fy.ey.R=fy.ey.R-{-fy,.ey,.R,-\-fy,.ey,.R,-^  ■  •  • 

par  là,  réquatîon  (5)  deviendra 

fy{dy.R-\-ey,.R,-\-ey,.R,-\ \- Oy,.., .  R,_,) 

=  ey.fy.R-\-ey^,  fy^ .  Ry  -\-  6y^  Jy^l^i^ h  ^Z/»-»  -/V-i  •  ^.-i  ; 

équation  qui,  en  posant,  pour  abréger, 

By .  R  +  ey, .  R,  +  By^  .R^A, \-  By,_, .  i?„_,  =  2  By .  R, 

(7)     {fy.By.R-\-fy,.By,.R,^fy,.By,.R,^ 

-\-fyn-i  •  ^/A-i .  -ff—i  =  -S-Zy  .By.R, 
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deviendra 
et  de  1}\ 

^^f  jy--2éy'.R     ' 

Maintenant  il  est  clair  que  Je  numérateur  et  le  d^înominateur  de  cette 
valeur  de  fy  sont  des  fonctions  rationnelles  et  symétriques  des  racines  y, 
Vil  y%i  ^3  7  •  •  •  ^n-iî  oï^  P^^t  donc  en  vertu  des  formules  connues,  les  ex- 
primer rationnellement  par  les  coefficiens  des  équations  (1)  et  (2).  Il  en 
est  donc  de  même  de  la  fonction  fy. 

La  fonction  rationnelle  dy  étant  arbitraire,  on  peut  en  disposer  pour 
simplifier  l'expression  de  fy.     Pour  cela,  soit 

oïl  Fy  et  %xj  sont  deiix  fonctions  entières;  on  aura,  en  substituant, 

^  Vy .  0y  ._B 
II.  —  "'—^Jî'ù  . 

si  donc  ou  suppose  dy  =  xy,  on  aura 

(9)  -^  =  -^^-- ^  • 

et  alors  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette  fonction  seront  des  fonc- 
tions entières  des  coefficiens  dçs  équations  proposées. 

Si  ///=!,  on  aura,*  pour  une  fonction  entière  quelconque  Fy^ 

(10)  ^^=-Si^-; 


ou  bien 


•  py  ^  Fy.R  +  Fy,.  R,  +  Fy^.R^  +  .  . .  +  Fi/„_, .  R,_, 


if  +  i^,  +  /^,  +  .;.+i^„_i 

Mais  on  peut  encore  simplifier  beaucoup  Texpression  de    Fy    de  la   manière 
suivante: 

Désignons  par  \f)'y   la  dérivée  de   x^nj^    par  rapport  à  y,   et  faisons 


Téquation  (8)  donnera 


ey  =  ~},  , 

^      ^'y 
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(11)  •  ^>=;,-?- 


C^ela  posé,  on  peut  d'abord  exprîiner  R  par  une  fonction  entière  de  y.      En 
effet,  si  Ton  fait 

ou  peut  transformer  jK,  qui  est  une  fonction  entière  et  symétrique  de  yi^y^, 
Uzt  •  •  •  Vn-i  î  ^^^  fonction  entière  des  coefHciens  Cq  ,  ^j ,  v.^^  ...  y„_j . 
Maintenant,  on  a 

Vo  +  v,z  +  z;,^*  H h  ^n-^2;«-^  +  ^'*"')  (^  —  y) 

+  (i;„_3 — y  «^n-s)^'-'  +  K_,  —  y t^„_s)2"  ■'  + 
donc 


.       .       • 


d'où   il   suit   que    v^^  y^,  y^,  ...  î;„_s    sont    des    fonctions    entières    de   y\    la 
fonction  li  l'est  donc  aussi;  elle  est  donc  de  la  fonne 

(12)  i^  =  p^_^p^y-|>p^y« -1-^3^3  _| ^if^y^, 

où  il   est   évident    que    po,  (>i,  p^?  •  •  •  if /a    seront    des    fonctions    entières    des 
coeflicîens  des  équations  (1)  et  (2). 

La  fonction  i?  sera  d'un' degré  supérieur  à  n  —1]  mais  il  est  clair 
qu'on  peut,  en  vertu  de  l'équation  (2),  en  éliminer  toutes  les  puissances  de 
y  supérieures  à  la  {n — 1  )'*"**,   et  de  cette  manière  mettre  li  sous  la  fonne 

^^    Po)  Piî  Pa?  •  •  •  Pn-i    sont  toujours   des   fonctions   entières    de  p^^  p^^  p^^ 

En  multipliant  li  par  la  fonction  entière  Fy  on  aura  la  fonction  Fy .  A*, 
qui  est  de  même  une  fonction  entière  de  y.  On  peut  donc  la  mettre  sous 
la  même  fomie  que  liy  c'est-à-dire  qu'on  peut  poser 

(13)  Fy.lt  =  t,-^f,y  +  t,i/-\-t,y'-\ ^t„_,y.-\ 
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^0 î  'i j  '» »  •  •  'n-1    étant  encore    dos   fonctions  entières   de  p^ ^  ihi  P*  '  •  l*m-\ j 
Dès  que  E  sera  détenniné  par  l'équation  (12),  il  est  clair  qu'on  aura 


On  aura  de  même 
Maintenant  je  dis  qu'on  aura 

^  Çn-i 

En  effet,  ou  a  d'abord 

n>'y~  ry  "^  ^Vt  ^  V'V»  "■  ^'ip'yn-1  ' 

donc,  eîi  substituant  les  valeurs  de  i^,  K^^  R^t  •  •  •  ^n-n 

v.^._    .  (J__i_J_.,_i_J_j ^ L_l 


»»— 1  j«n— 1  i/n — 1 


ylzX 


^*'»  i/>  ^1  >  y»  >  •  •  •  ^n-i  î  étant  les  racines  de  l'équation  (2)  on  a 

vV =ii/—yi){y— y^)  {y—y>)---ii/— y»-i) , 
¥yx=iyi—y)iyi—yi){yi—yz)  ■  •  •  ii/i—yn-i), 
»f'y» = 0/. — y) (y* — yù  {y»~y»)  -  ■  -  (y*— z/»-i) , 
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f'yn-i={i/n-i—y){yn-i—yi)(j/H-i—yi)  •  •  •  (»/«-i— y»-*); 


n— 1  7 


donc,    d'après   une   fommle    connue,    les    coefficieus    de    (fof  (fu  Vu  '  '  *  (f 
dans  l'expression  de    -Z  —7    ?    s'évanouiront  tous,   excepté   celui  de    (>,j_i ,    qui 
se  réduira  à  l'unité;  on  aura  donc 

On  prouvera  exactement* de  la  même  manière  que 
donc,  en  vertu  de  l'équation  (11), 

Qn-l 

ou  bien,  en  écrivant  t  et  (f,  sxl  lieu  de  t„_i  et  (>„_i, 

(14)  Fy  =  j- 

Soit  maintenant  F^y  une  autre  fonction  entière  de  y;  en  supposant 
(15)  F'y.B  =  tY-^-\-t\_,y''-'-\-t'^,y'-^-\ f-^V  +  C 

I 

t'f  '^«-sî  ^'n-3î  •  •  •  t'o   étant   des   fonctions  entières  des  quantités  ^o>  i^u  jP»? 
•  •  •  Pm-ij  qoy  în  Îa7  •  •  •  2»-n   «1^  a^ï'a    * 

(16)  ^"y  =  Y; 

d'où,  en  comparant  (14)  à  (16), 

(17)  ^>  _  <  . 


Ainsi  on  aura  la  valeur  d'une  fonction  rationnelle  quelconque     „y-     par    le 
développement  des  deux  fonctions 

Fy.R   et   F'y.B. 

La  fonnule  (17)  peut  facilement  être  traduite  en  théorème. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  l'on   cherche    uniquement   la    valeur 

de  y.     Alors  on  a 

t 

où 

Ii=(fy''-'  +  (fY-'^ et   Ry  =  ty^-^-^tY-'J^ 
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Ou  peut  exprhuer  t  eu  p  et  ç'.      Eu  ettet  eu  substituant   la  valeur  de 
Kj  il  viendra 

Ey  =  (ftf  +  p'y  "-•  + 

or,  en  vertu  de  réquatîon  (2),  ou  a 


•  •  • 


tt ^         a.n — 1  ^         «.n— 2 

7 


y"=  —  qn-xV"   —  <z»-22/     


•  •  •  • 


doue,  eu  substituant 

%  =  (c'-("Zn-.)r-'4- 

Dans  le  développement  de  liy^  le  coefficient  de  y""^  est  donc 


donc 


y.  ___    g    —  ggn^i 


ou  bien 


(18)  //  =  -2»-.+  -ç- 

De  cette  manière,  ou  n'a  besoin  de  connaître  que  les  coefficiens  de  y"~*   et 
y'*~*  dans  le  développement  de 

Paris,  le  2  novembre  1826 


XIY. 

RECHERCHES  SUR  LA  SÉRIE   1  +  "  .v  +  "^""^^ .r«  +  "■^"-'JI",-»)- .^J  _| 

1^1^^        1.2  ^^  1.2.3  "^ 


Joarnnl  fQr  die  reine  und  angewandto  Mstlioinatik,  herausgegeben  von  CrelU,  Bd.  I,  Berlin  1886. 


1. 

Si  Ton  fait  subir  au  raisonnement  dont  on  se  sert  en  général  quand  il 
s'agit  des  séries  infinies,  un  examen  plus  exact,  on  trouvera  qu'il  est,  à  tout 
prendre,  peu  satisfaisant,  et  que  par  conséquent  le  nombre  des  théorèmes,  con- 
cernant les  séries  infinies,  qui  peuvent  être  considérés  comme  rigoureusement 
fondés,  est  très  limité.  On  applique  ordinairement  les  opérations  de  l'analyse 
aux  séries  infinies  de  la  même  manière  que  si  les  séries  étaient  finies,  ce 
qui  ne  me  semble  pas  permis  sans  démonstration  particulière.  Si  par  ex- 
emple on  doit  multiplier  deux  séries  infinies  Tune  par  l'autre,  on  pose 

Cette  équation  est  très  juste  lorsque  les  séries  Wo  ~}"  ^^i  "f"  •  •  '  ^t  ^'o  "^~  ^i  "f~  *  *  ' 
sont  finies.  Mais  si  elles  sont  infinies,  il  est  d'abord  nécessaire  qu'elles  con- 
vergent, car  une  série  divergente  n'a  pas  de  somme;  ensuite  la  série  du 
second  membre  doit  de  même  converger.  C'est  seulement  avec  cette  restric- 
tion que  l'expression  ci-dessus  est  juste;  mais,  si  je  ne  me  trompe,  jusqu'à 
présent  on  n'y  a  pas  eu  égard.  C'est  ce  qu'on  se  propose  de  faire  dans  ce 
mémoire.     Il  y   a   encore  plusieurs    opération^    semblables    à  justifier   p.  ex. 
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'     1        '         1. 2  ^ 

le  procédé  ordinaire  pour  diviser  une  quantité  par  une  série  infinie,  celui 
de  l'élévation  d'une  série  infinie  à  une  puissance,  celui  de  là  détemiination 
de  son  logarithme,  de  son  sinus,  de  son  cosinus,  etc. 

Un  autre  procédé  qu'on  trouve  fréquemment  dans  l'analyse,  et  qui  assez 
souvent  conduit  à  des  contradictions,  c'est  qu'on  se  sert  des  séries  divergentes 
pour  l'évaluation  des  valeurs  numériques  des  séries.  Une  série  divergente 
ne  peut  jamais  être  égale  à  une  quantité  détenninée;  c'est  seulement  une 
expression  jouissant  de  certaines  propriétés  qui  se  rapportent  aux  opérations 
auxquelles  la  série  est  soumise. 

Les  séries  divergentes  peuvent  quelquefois  servir  avec  succès  de  sym- 
boles pour  exprimer  telle  ou  telle  proposition  d'une  manière  abrégée;  mais 
on  ne  saurait  jamais  les  mettre  à  la  place  de  quantités  déterminées.  Par 
im  tel  procédé  on  peut  démontrer  ^out  ce  qu'on  veut,  l'impossible  aussi  bien 
que  le  possible. 

Une  des  séries  les  plus  remarquables  dans  l'analyse  algébrique  est 
celle-ci  : 

1-h  1  ^i         X,2      -^  +  1.2.3  ^   ^ 

y/i(m— l)(w— 2)  .  . .  [7/1  — (w—1)]         , 
•"  1.2.3. ..7*  ' 

Lorsque  m  est  un  nombre  entier  positif,  on  sait  que  la  somme  de  cette  série, 
qui  dans  ce  cas  est  finie,  peut  s'exprimer  par  (l-j-a:)'".  Lorsque  m  n'est 
pas  un  nombre  entier,  la  série  ira  à  l'infini,  et  elle  sera  convergente  ou  di- 
vergente, selon  les  difl'érentes  valeurs  qu'on  attribuera  à  m  et  à  x.  Dans 
ce  cas  on  pose  de  même  l'équation 

/-il         m         -11^'         I    wi(m  —  1)     9    I 

mais  alous  l'égalité  exprime  seulement  que  les  deux  expressions 

/1  r  \ni  .11^'*  I        W   f  m 1)  a        , 

(1+a:)-     et     l+yX-| ^--^-^x'-\ 

ont  certaines  propriétés  conmmnes  desquelles,  pour  certaines  valeurs  de  m 
et  de  Xj  dépend  l'égalité  numérique  des  expressions.  On  suppose  que 
l'égalité  numérique  aura  toujours  lieu,  lorsque  la  série  est  convergente; 
mais  c'est  ce  qui  jusqu'à  présent  n'est  pas  encore  démontré.  On  n'«i 
même  pas  examiné  tous  les    ca^   oîi    la    série    est    convergente.      Lors    itiême 
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qu'on  suppose  Texistence  de  Téquation  ci-dessus,  il  reste  encore  à  chercher 
la  valeur  de  (1-f-^')'"?  ^^^  cette  expression  a  en  général  une  infinité  de  va- 
leurs différentes,  tandis  que  là  série   1  -|-  mx  -^  .  .  .  n'en  a  qu'une  seule. 

Le  but  de  ce  mémoire  est  d'essayer  de  remplir  une    lacune   par  la  so- 
lution complète  du  problème  suivant: 
"Trouver  la  somme  de  la  série 

A-hi^i-     1.2"  ^  ^^        1.2.3        ^^ 

"pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires    de   x   et   de   m   pour 
"lesquelles  la  série  est  convergente." 


2. 

Nous  allons  d'abord  établir  quelques  théorèmes  nécessaires  sur  les  séries. 
L'excellent  ouvrage  de  M.  Cauchy  "Cours  d'analyse  de  l'école  polytechnique", 
qui  doit  être  lu  par  tout  analyste  qui  aime  la  rigueur  dans  les  recherches 
mathématiques,  nous  servira  de  guide. 

Définition.     Une  série  quelconque 

sera  dite  convergente,  si  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  m,  la 
somme  Vq-\-v^-\-  -  *  *  -\-v^  s'approche  indéfiniment  d'une  certaine  limite. 
Cette  limite  s'appellera  la  somme  de  la  série.  Dans  le  cas  contraire  la  série 
sera  dite  divergente,  et  elle  n'a  pas-  de  somme.  D'après  cette  définition,  pour 
qu'une  série  soit  convergente,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  pour  des  va- 
leurs toujours  croissantes  de  m,  la  somme  ^«-[~^w+i"^~  *  "  '  "l~^m+n  s'approche 
indéfiniment  de  zéro,  quelle  que  soit  la  valeur  de  n. 

Donc,  dans  une  série  convergente  quelconque,  le  terme  général  v^  s'ap- 
prochera indéfiniment  de  zéro*). 

Théorhne  I.     Si  en  désignant  par  po^  Pn  P2  •  •  •   ^^^  ^^én^  de  quantités 

positives,  le  quotient   --^-1  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  wi,  s'ap- 

proche  indéfiniment  d'une  limite  a  plus  grande  que  1,  la  série 


*)   Pour  abréger/  on  représentera  dans  ce  mémoire  par   io  une  quantité  qui  peut  être 
plus  petite  que  toute  quantité  donnée. 
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•   •   • 


oîl  f^  est  une  quantité  qui  pour   des   valeurs   toujours    croissantes    de   m   ne 
s'approche  pas  indéfiniment  de  zéro,  sera  nécessairement  divergente. 

Tliéorhne  IL     Si  dans  une  série  de  quantités  positives  po  4"  Pi  4"  P«  "l~  *  '  * 

-j-Pm-j-'"'   ^®  quotient    ^""^S    pour   des  valeurs   toujours   croissantes  de    w, 

s'approche  indéfiniment  d'une  limite  a  plus  petite  que  1,  la  série 

«opo  +  ^iPi  +  ^aPaH h^-P-H » 

oîi  foî  ^M  ^2    ^*^'  ^^^^  ^^^  quantités  qui   ne  surpassent  pas  l'unité,   sera  né- 
cessairement convergente. 

En  effet,  d'après  la  supposition,  on  peut  toujours  prendre  m  ?issez  grand 
pour  que  p«+i<ap„,  p^+a  <«(>„+!,  ...  p«+n<  «p«.+n-i-  H  s^^î*  de  là  que 
(>m+*<«*P«  et  par  suite 

donc,  à  plus  forte  raison 

Or,  puisque  p«+i  <  a*p«  et  a<  1,  il  est  clair  que  p„  et  par  conséquent 
la  somme 

^mPm-f-^m  +  lPm  +  l  "-|-   *   *   "   -f-^m  +  nPiM+n 

aura  zéro  pour  limite.     La  série  ci-dessus  est  donc  convergente. 

lliéorhne  IlL  En  désignant  par  'oj  'i?  's?  •  •  •  ^w  •  •  •  ^^^^  série  de 
quantités  quelconques,  si  >^w  =  'o  "h  'i  -f-  '2  ~|-  •  •  •  -f"  '«  ^"^^  toujours  moindre 
qu'une  quantité  détcnninée    (î,    on  aura 

^  =  fo'o  +  ^l^  +  ^^^ h^»»'«<^*07 

où  60 ,  f  1 ,  f 2  .  .  .  sont  des  quantités  positives  décroissantes. 
En  effet,  on  a 

U=i\,  h=Pi—po,  U=Pt—Pi  etc. 

donc 

^  =  foi^O  +  h  {Pl  —Po)  +  ^2  (i?2  — Pi)  H rf  f«  (i^m  — i^«-l)? 

OU  bien 

r  =Po{^o  —  «1)  +Pi(^i  —  ^3)  H hi^ni-i  (^«-1  —  ^m)  4-/^-^-  • 


m        ,    m  {m  —  1  ) 


f  .     m         ,    m  { in  —  li     ^    .  cl ») O 
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Or  les  différences  f ^  —  f ^ ,  e^  —  «^ ,  ...  étant  positivés,  la  quantité  /•  sera  évi- 
demment moindre  que  âe^. 

Définition.  Une  fonction  fx  sera  dite  fonction  continue  de  x  entre  les 
limites  x  =  a  et  a:  =  6,  si  pour  une  valeur  quelconque  de  x  comprise 
entre  ces  limites,  la  quantité  f(x  —  /9),  pour  des  valeurs  toujours  décrois- 
santes de  /9,  s'approche  indéfiniment  de  la  limite  fx. 

m 

Tkêorhne  IV.     Si  la  série 

est  convergente  pour  une  certaine  valeur  (J  de  a,  elle  sera  aussi  convergente 
pour  toute  valeur  moindre  que  cJ,  et,  pour  des  valeurs  toujoure  décroissantes 
de  /î,  la  fonction  f{a  —  /î)  s'approchera  indéfiniment  de  la  limite  fa^  en 
supposant  que  a  soit  égal  ou  inférieur  à  d. 

Soit 
on  aura 


•  •  •) 


donc,    d'après  le  théorème  III,    V^«  <     v     Vi   P    désignant    la    plus    grande 

des  quantités  v^cJ",  v^d"^ -^  i\^^â'^-^\  î^«(y'"4-«^m+i<^""*"^  +  ^".+2^*""*'*  ^^'  ^n 
pourra  donc  pour  toute  valeur  de  a,  égale  ou  inférieure  à  (î,  prendre  m 
assez  gi'and  pour  qu'on  ait 

xfja  =  to. 

Or  fa=z(pa -|-  î//a,    donc  fa  — f{a  —  /?)  =  (pa  —  ip{a  —  ft)  -|- c«. 

De  plus,  (pa  étant  une  fonction  entière  de  a,   on  peut  prendre  (i  assez 

petit  pour  que 

ipa  —  (p{a  —  /?)=:co; 

donc  on  a  de  même 

fa—f{a  —  li)  =  œ, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Théorème  V.     Soit 

une  série  convergente,  dans  laquelle    Vq  ,  v^^  v^  .  .  .    sont  des  fonctions  conti- 
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I 

nues  d'une  même  quantité  variable   x  entre  les  limites   «  =  «   et   ic  =  ô,    la 
série 

où  a  <  (T,  sera  convergente  et  fonction  continue  de  x  entre  les  mêmes  limites. 

Il  est  déjà   démontré   que  la   série  fx    est  convergente.      On   peut   dé- 
montrer comme  il  suit,  que  la  fonction  fx  est  continue. 
Soit 

oïl  aura 

fx  =  tfX  -\-  tfJX. 

Or 

donc  en  désignant  par  0x  la  plus  grande  des  quantités  v^â^^^  ^«^""-f-^w+i^^^S 
^»^"*H-^w+i^'*^^4"^«+»^"'^*  ^*^')  ^^^  ^^^^  ^^^  veiini  du  théorème  III: 

ipx  <    -.-     Ox. 

Il  s'ensuit  qu'on  peut  prendre   7n   assez   grand    pour   qu'on    ait    ipx  =  a)^    et 
que  par  conséquent  on  ait  aussi 

fx  =  (px-\-a)j 

où  o)  est  moindre  que  toute  quantité  assignable. 

On  a  de  même 

/(x-/9)  =  y(x-^)  +  a>, 
donc 

fx  —  /(ic— /î)  =  (px  —  (p{x—li)  -f  w. 

Or  d'après  la  forme  de    tpx   il   est  clair  qu'on  peut .  prendre   (3    assez   petit 
pour  qu'on  ait 

(pX (p{x  —  /^)z=i:  to, 

d'où  l'on  tire 

fx—f(x—li)  =  io. 

Donc  la  fonction  fx    est  continue*). 

*)    Dans  l'ouvrage  cité  de  M.   Cauchy  on  trouve  (p.  131)  le  théorème  suivante   "Lors- 
"que  les  différens  termes  de  la  série,    w^  -(-  m^  -(-  m^  +  •  •  •    sont  des  fonctions  d'une 
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Théorème  YI.     Lorsqu'on  désigne  par  po,  Pi,  p,  ^^c-  PoS  Pi?  Ça'  ®*c«  ^^^ 
valeurs  numériques  des  membres  respectifs  des  deux  séries  convergentes 

n'  +  V+VH =p\ 

si  les  séries 

Po+Pi  +  p^H 

sont  de  même  convergentes,  la  série   ^o  "h  ''i  H-  ''2  H"  •  •  •  ?   dont   le  tenue  gé- 
néral est, 

sera  de  même  convergente,  et  aura  pour  somme 

O'o + î^i + ^'2  H )K'+i'V+<H )• 

Démœisiraiion.     En  faisant, 

K  =  V  +  VH hO 

on  voit  aisément  que 

(a)  ro+r^  +  r^H h '•««  =i>«i>„' +  [i>o««».' +i>iv'ï™_i  H |-i>„_iw'«+i(  =  0 

+Po'Vi„  -\-PiVi„-i  -\- |-i>'»-iî'»,+i  (=  t')]- 

Soit 

Po'+  Cl' + c/  H =  «'» 

il  est  clair  que,  sans  égard  au  signe,  on  aura, 

t  <  w(p'*.  +  c's«-iH l-c'»+i) 


"même  variable  x,  continues  par  rapport  k  cette  variable  dans  le  voisinage  d'une 
"valeur  particulière  pour  laquelle  la  série  est  convergente,  la  somme  «  de  la  série 
"est  aussi,  dans  le  voisinage  de  cette  valeur  particulière,  fonction  continue  de  xP 
Mais  il  me  semble  que  ce  théorème  admet  des  exceptions.     Par  exemple   la  série 

sin  j?  —  ^  sin  2.r  +  \  sin  Sa-  —  •  •  • 

est  discontinue  pour  toute  valeur  (2vt-\-  1)7t  de  x,  m  étant  un  nombre  entier.  Il 
y  a,  comme  on  sait,  beaucoup  de  séries  de  cette  espèce. 

29 
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Or  les  séries  Po  -[~  Pi  4~  Pa  "f"  *  *  *  ^*  Po'  "h  Pi'  "h  Pa'  ~f"  •  *  •  étant  convergentes, 
les  quantités  t  et  ^',  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  m,  s'approche- 
ront indéfiniment  de  la  limite  zéro.  Donc  en  faisant  dans  Téquation  (a)  m  in- 
fini, on  aura 

Soient   Îqj  f^ ,  t^^  .  .  . ,  fo' ,  ^/ ,  ^a'  .  .  .   deux   séries  de  quantités  positives 
ou  négatives,  dont  les  termes  généraux  s'approchent  indéfiniment  de  zéro,  il 

suit  du  théorème  II  que  les  séries  ^o~f"^«4-^2«*-|~  -et  C"i~^'«"h^'«* 
-|-  •  •  •  ?  où  a  désigne  une  quantité  inférieure  à  l'unité,  doivent  être  conver- 
gentes. Il  en  sera  de  même  en  attribuant  à  chaque  tenue  sa  valeur  numé- 
rique, donc  en  vertu  du  théorème  précédent: 

^«  +  ^«  +  ^«'H )(C4-^  «  +  ^'«'H ) 

+  (cV  +  ^«-i^'  +  ^«-.^/H \-t,fj)>-\ 

Maintenant  si  l'on  suppose  que  les  trois  séries, 

^0  +  ^  +  ^.  H — 

soient  convergentes,  on  trouvera,  en  vertu  du  théorème  IV,  en  faisant  dans 
l'équation  (b)  a  converger  vers  l'unité: 

(^«  +  'i  +  ^*+  •  •  •)  (C  +  ^'  +  V+  •  •  •) 

=  'o  ^o'  +  ('l 'o'  +  'o  h')  4-  {t,  t; + 1,  t,'  4- 1,  t,')  -I 


3. 


Examinons  maintenant  la  série  proposée, 


En  la  désignant  par  y  m,  et  faisant  pour  abréger,    1  =  ^*^,^      -=/Wi, 

m  (m  —  1)  ^  f    f     1     m(m  —  1)  ,  .  .  (in^—u-A-l) 

— \    2      —^2?    et  en  général   — ^^ 1"2 — ^  =  ^'^o    ^^^  ^^^^'^ 
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(1)  (pm=^mQ-\-m^x-\-m^x^ -^  •  •  •  -f- wi^a:^ -j-  •  •  • 

Il  s'agît  d'abord  de  ti'ouver  les  valeurs  de   m   et  de   x   pour  lesquelles 
la  série  est  convergente. 

Les  quantités  m  et  x  étant  généralement  imaginaires,  soit*) 

oh  a^  b^  ky  k'   sont  des  quantités  réelles.      En    substituant  ces  valeurs  dans 
l'équation  (1),  elle  prendra  la  fonne  % 

où  j)  et  q  sont  des  séries  dont  les  tenues  ont  des  valeurs  réelles.     On  peut 
trouver  ces  séries  de  la  manière  suivante:     Soit 

(a*-f6^)^  =  a,    -^zrzcosy,    ~=:û\\(p, 

l'on  aura 

x=-a  (cos  (f  -j-  ^  sin  (p\ 

où  «   et  ^   sont  des  quantités  réelles^   a    étant  en  outre  positif.     Si  l'on  fait 
de  plus 

7/1  — ,a+l         ^    .  ...         V         k-\-k'i  —  iU+1 

-- ^  — r=tV^.(cos;^^  +  îsm;^^,)  =  -^      ^^  ^J-   , 
on  trouvera 


^= 


+[t 


Si  dans  l'expression 


i  k—u  +  1       .  A-' 

5  '''''^^'=—kr-'^  ''''r.=j,^^ 


=  r)\,(cosy^  +  ^siny^), 


on  fait  successivement   fi    égal  à  1,   2,  3,  .  .  .  //,    on  obtiendra   fi    équations 
qui  multipliées  tenue  à  terme  donneront 

m(in — l)(wi — 2)  .  .  .  (f/i — .w  +  1) 


^^~  1.2.3. ...« 


On  tire  de  là,  en  nuiltipliant  par 

*)     Pour  nbréger  le»  formules  nous  (écrivons  partout  dans  ce  mémoire  t  au   lieu   de   Y — 1, 

Note  des  ëd. 

29* 
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x^  =  a^  (cos  (f  -[-  î  sin  (p) "  =  « "  (cos  u (p'\-'î  sin /c y)  : 

ou  bien  en  faisant  pour  abréger 

m^,  uj''  =  A^  a  "  (cos  d^,  -[- 1  sin  d^J . 
L'expression  (1)  se  change  par  là  en  celle-ci, 

m 

(p/n=l  -\-)ii  Ci  (cos  dj  -|-  /  sin  d^  )  -j-  Âg  «  ^  (^*<^s  0,5  -|-  ^  sin  d^  ) 

-{-•••  -|->t^«''(cosd^, -|-/sinô^) -|-  • 
ou  en  celle-ci, 

^//i  =  1 -|-Âi«cosôi -|-A2a*cosdî.-|-  •  •  •  -f-Â^«"cosd^, -[~  '  *  ' 
-\-i{Xia  sin  dj -[- Ag  a  ^  sin  ôjj -[-  •  •  •  -|-Â^«^sin  ô^, -|-  •  •  •)• 
On  a  donc 

Îp  z=z  1 -\^ l^a  cos  01  -|- Aj5«^ cos  ^2  -|"  •  '  '  "I" ^u^'* ^^^  ^u'\-  '  '  ' 
q  =  Xia  sin  0^  -|-  A^w^  sin  ^o  -|-  •  •  •  -[-  Â^,a"  sin  ô^,  -|-  •  •  • 

Or  je  dis  que  ces  séries   seront  cUve/yenfes  ou  converyenies^    selon  que   a   est 
Hupériear  ou  inférieur  à  l'unité. 

De  l'expression  de  Â«  on  tire  A^,+i  =(^«^.1 A^,  donc 
et 

A,«^       —  ^^^^^+M 

mais  on  a 

1 


^+i-[(^,+ï)   +(^,+1 


î 


donc  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  /i,  cT^,  s'approchera  de  la  limite 

1,  et  par  suite      "i^^        -  de  la  limite  a.     Donc  en  vertu  des  théorèmes  I  et 
^        ^  •  A«a" 

II  du  paragraphe  précédent  les  séries  p  et  q  seront  divergentes  ou  conver- 
gentes, suivant  que  «  est  supérieur  ou  inférieur  à  l'unité.  Il  en  est  donc 
de  même  de  la  série  proposée  (pm. 

Le  cas  o&  «  =  1 ,   sera  traité  plus  bas. 

Connue  la  série    ipm    est  convergente  pour  toute  valeur  de  n  inférieure 
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à  Tunîté,  la  soiiiine  en  sera  une  certaine  fonction  de  m  et  de  x.  On  peut, 
comme  il  suit,  établir  une  propriété  de  cette  fonction  à  Taide  de  laquelle 
on  peut  la  ti'ouver:     On  a 


■  •  • 


où  n^  désigne  la  valeur  de  m^  pour  m  =  n.  On  en  conclut  d'après  le  théo- 
rème VI: 

^-(^o^/^-^<Vl+ w^H h^c)H — ^ 

oïl  f^  =  7n^x'\  f^'  =i7i^x^j  en  supposant  que  la  série  du  second  membre  soit 
convergente.     En  substituant  les  valeurs  de  f^  et  t^\  on  aura 

Or,  d'après  une  propriété  comme  de  la  fonction  m^,,  on  a 

(/M-|-n)^,  désignant  la  valem*  de  ln^^  lorsqu'on  y  substitue  m-\-n  pour  m. 
On  aura  donc  par  substitution 

(pm.(pn=={m.-^n)Q-\-{m-\-n)iX-]-(m-\-7i)^x^-\-  •  •  •  -\-{ta-\'7i)^x^-\-  -  .  . 

Or  d'après  ce  qui  précède,  le  second  membre  de  cette  équation  est  une  série 
convergente  et  précisément  la  même  chose  que   (p  {'fn. -\- 7i)  ]  donc 

(3)  (fïn .  (pn  =  y  (7^  -|-  71). 

Cette  équation  exprime  une  propriété  fondamentale  de  la  fonction  (p7n.  De 
cette  propriété  nous  déduirons  une  expression  de  la  fonction  sous  fonne  finie 
à  l'aide  des  fonctions  exponentielles,  logarithmiques  et  circulaires. 

Comme  on  Ta  vu  plus  haut,  la  fonction  (p7n  est  de  la  fonne  p-\-q^j 
p  et  q  étant  toujours  réels  et  fonctions  des  quantités  fc,  k\  a  et  y,  et 
7/i  =  fc-|-A:'?",  a:  =  a  (cos  y -)- 1  sin  y).     Soit 

p-^q{z=r  (cos  .s  -|-  i  sin  ,s), 
on  trouvera 

{p^  ■-\~(fY  z=ir^     ^  =  cos  .s,    —  rzz  sin  5, 


4  •  ■ 
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r  étant  toujours  positif  et  .s  une  quantité  réelle.     Soit 

r=f{k,k'),  s=,lik,k'), 
on  aura 

On  en  tire,  en  mettant  successivement  /,  /'   et  k-\-l^  fc'-j-T   à  la  place  de 
k  et  k\ 

y[fc  +  /  +  (fc'  +  /')»l 
Or  eu  vertu  de  l'équation   <fvi.tfn=z(p(in-\-'n)^   on  a 

en  faisant  w  =  Z; -|- fc' î",  n==-l-\-l' i.     Donc  en  substituant,  on  obtient 

f{k  +  /,  fc'  -[-  /')  [cos .//  (fc  +  /,  k'  +  r)  -{-  î  sin  xp  {k -\-  /,  k'  +  Z')] 

=/(fc,  fc')/(^  n  [cos  (V  (A;, /c')  + 1^/,  /'))  +  »•  si"  {Hh ^-l  +  V( ^  /'))] . 

Cette  équation  donne,    lorsqu'on   sépare   les    tenues    réels    des  tenues   imag^i- 
naires, 

/(fc+^fc'+^sinv(fc+^fc'+/')=/(^•,^•')/(^^')«î"[•/'(*^^•')+v'(^/')]• 

En  faisant  les  cannés  et  ajoutant  les  équations   membre  à  membre,    on    aura 

[Ak+i,k'Jrny=[Ak,k')f{i,ny, 

d'où 

(4)  /(&+/.  fc'+r)=/(fc,A'')/(/,/'). 

En  vertu  de  cette  équation  les  précédentes  se  transforment  en  celles-ci: 

cos  v  {k  -{-l,k'-{-  V)  =  cos  [y>{k,  k')  +  V'(^  ^')Y^ 

sin  v/ (/c  + /,  ifc' + /')  =  sin  [./'(it,  ^'')  4- V'(/, /')] , 
d'oîi  l'on  tire, 

(5)  ^f,(^k-\-l,k'-i-l')  =  2vin-lril'{k,k')-\-f{IJ'), 

m  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

Maintenant    il    s'agit    de    tirer    les    fonctions   f{k^k')    et    ipik^k')    des 
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écjuatîons  (4)  et  (5).  D'abord  je  dis  qu'elles  sont  des  fonctions  continues  de 
k  et  k'  entre  des  limites  quelconques  de  ces  variables.  ¥a\  eifet,  d'après  le 
théorème  V,   />  et  g'  sont  évidenmient  des  fonctions  continues.     Or  on  a 

f{hk')^{p^-\-q')^,    QO^xfj{k,k')=y^-^y    ûntp(k,k')  =  j^y 

AowQ,  f(k^k'\  de  même  que  ito^ipik^k')  et  sinî//(&,  fc'),  est  une  fonction  con- 
tinue. On  peut  donc  supposer  que  xfj(k^k')  est  aussi  une  fonction  continue. 
Nous  allons  d'abord  examiner  l'équation  (5).  \p{1c^k')  étant  une  fonction 
continue,  il  faut  que  m  ait  la  même  valeur  pour  toutes  les  valeurs  de  fc,  k\ 
/, /'.     En  faisant  donc  successivement  Zz=:0,  A^=:0,   on  obtient 

(/;(A',fc'  +  Z')  =  2m.T-f  V/(/ir,fc')  +  i/;(0,/'), 
^(/^  k'  _|>  V)  ^  2m7r4-  î/;(0,fc')  -f  !//(/,  /'). 

En  éliminant  entre  ces  équations  et  l'équation  (5)  les  deux  quantités  \fj(Jc^k') 
et  «//(/,/'),  on  trouvera 

Soit  pour  abréger 

\   2/n.T  +  V'(0,fc')-f-V/(0,r)=a, 
on  aui*a 
(7)  0k-\-ei  =  a-{-e{k-\-l). 

Eu  faisant  ici  successivement  I^=k,2k,  .  .  .  (fk,   on  aura 

20k  =  a-\-e{2k), 
dk  -\-  d{2k)  =  a-\-  e{3k), 
dk-{-d{Sk)  =  a-{-e{4k), 


dk-\-e{(}—l)k  =  a-\-d{(fk). 

En  ajoutant  ces  équations,  on  trouve 

(7')  •  ()ek  —  {ç—l)a-\-d{(,k). 

On  en  tire,  en  faisant  k=l, 


»M         ,    m  (m  —  1  ) 
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OU  bien  eu  faisant  d{l)  —  a  =  c, 

(8)  dp  =  cp  +  a. 

Voilà  doue  la  valeur  de  la  fonction  ôfc,  lorsque  k  est  un  nombre  entier. 
Mais  la  fonction  Ok  aura  la  même  fonne  pour  toute  valeur  de  fc,  ce  qu'on 
peut  démontrer  aisément  comme  il   suit.      Si    Ton   pose    dans    Téquation  (7') 

fc  =  — j   fi  étant  un  nombre  entier,  on  en  tire  p.ôj  —  =  (p — l)a-f-d//.  Or 
en  vertu  de  l'équation  (8) 

d^  =  c/«  -f-a, 

donc  en  substituant  et  divisant  par  ç,  on  ti'ouve 


*(7)  =  '(7)  +  '- 


L'équation  (8)  a  donc  lieu  pour  toute  valeur  positive  et  rationnelle  de  p. 
Soit  /  =  —  fc,  l'équation  (7)  deviendra, 

Il  s'ensuit,  en  posant  fc  =  0, 

d(0)  =  a, 
et  par  conséquent 

d{—k)=2a~dk. 

Or  k  étant  rationnel  et  positif,  on  a  dfc  =  cfc-[-a,  donc 

e(  — A;)  =  — cfc  +  a. 
L'équation 

(9)  dfc  =  cfc  4-  a, 

a  donc  lieu  pour  toute    valeur  rationnelle  de   k   et  par  conséquent,    puisque 
Ok  est  une  fonction  continue,  pour  toute  valeur  réelle  de  k. 

Or   Ok=zifj{]c^k'  -^-V)^    et  a=277i7r-|-^(0,fc')-|- ï//(0,/');    faisant    donc 
c  =  d{k\r)^  ou  obtient 

(10)  i//(fc,fc'4-r)  =  d(fcV0-fc4-2m7r  +  V/(0,/c')4-V'(0,/'), 

On  tire  de  là,  en  faisant  A:  =  0, 

tp{0,k''^r)  =  2mn-\-ip{0,k')-^ip{0,l'). 

Cette  équation  étant  de  la  même  fomie  que  l'équation  (7),    elle  donnera  de 
la  même  manière 


RECHERCHES  SUR  LA  SÉRIE    1  +  "'  x  4-  "*    ~-    ^*  x*  +  .  .  .  233 

^    1       ^         1.2  ^ 

/?'  étant  une  quantité  indépendante  de  k\ 

En  mettant  /'  à  la  place  de  k\  on  obtient  i//(0, /')=:  —  2?>?.7-j-/î7'.  En 
.substituant  ces  valeurs  de  î//(0,  fc')  et  de  i//(0, /')  dans  Téquation  (10)  on  en 
tirera 

On  voit  par  là  que  0{k\l')  est  une  fonction  de    A-' -[-/'.      En    la    désignant 
par  F(k' -\-V)^   on  aura 

,p{k^]c^j^J^)  =  F(k'-\-r).k-\-l3\k'-{^r)  —  2mn, 

et  par  conséquent,  en  faisant   /'  =  (), 

j//(fc,  k')  =  Fk\k'\-irk/  —  27U.1. 
En  remarquant  que 

V'(fc,  k'  -f  r)  =  2ni7r  +  il^k,  k')  +  i//(0,  /'), 

i/;(0,//)  =  /?7'  — 2w7r, 
réquatiou  précédente  domie 

F(^'  +  r).JkJ-/î'(/y  +  r)  — 2r/KT  =  27>r7+/^7v\fc  +  /î7^'  — 27///7+^ 

c'est-à-dire  : 

Donc  faisant  A''  =  0,  on  obtient  FT  =  F(0)  =  j3=^  Fk\     Par  suite  la  valeur 
de  i/f{k^k')  prend  la  fonne, 

(11)  1/7(fc,^'')  =  /%-f /r//  — 2m.T, 

/?  et  /?'  étant  deux  constantes.     Cette 'valeur  de  yj[k^k')    satisfera  à  Téqua- 
tion  (5)  dans  toute  sa  généralité  comme  il  est  aisé  de  le  voir. 

^Maintenant,  examinons  l'équation, 

/(fc+/,fc'+/')=/(fc,fc')/(/,/'). 

Puisque  f(k^k')  est  toujours  une  quantité  positive,  on  peut  poser 

F(k^k')    désignant  une"  fonction  réelle  continue  de  k  et  k\      En    substituant 
et  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  on  trouvera 

i^(fc  +  /,A-'  +  /')  =  F(^-,A-')  +  F(/,/'). 

30 


^ 
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Comme  cette  équation  coïncide  avec  l'équation  (5),  en  mettant  -F  à  la  place 
(le  1^,  et  0  à  la  place  de  ui^  elle  donnera  en  vertu  de  Téquation  (11) 

(12)  F{k,k')  =  âk^rk\ 

â  et  J',  de  même  que  /?  et  (3\  étant  deux  quantités  iîidépendantes  de  k  et 
de  k\     La  fonction  f(k^k')  prendra  donc  la  forme, 

Les  fonctions  ï)j(k^k')   et  f{k^k')    étant    trouvées    de    cette  manière,    on 
aura,  d'après  l'équation  (3'), 

(13)  (/^(A^  +  fc^•)  =  e'^*^'^'*'[cos(/^fc  +  /rfc')  +  ^sin(/ÎA5  +  /?'fc^ 

oh  il  reste,  encore  à  trouver  les  quantités    rî,  d\  /?,  /?',    qui   ne   peuvent   être 
que  des  fonctions  de  a  et  de  ip.     On  a 

ip{k-\-k'{)=p-\^qi, 

p  et  ç  étant  donnés  par  les  équations  (2).     En  séparant  les  quantités  réelles 
des  imaginaires,  on  aura 

/'   e''*+'^'*'cos(/?A:  +  /?7c')  =  l-|-Âif/cosdi-|-A2a*cos«,4 

I  +A,,a''cos»^-| 

V  j    e'^*+'^'^'sin(^?A;-f /rfc')    =    K,a    sin  «,-f  AgW^  sind,^ 

-[-A^«^sind^-[~ 


•  •  • 


Nous  allons  d'abord  considérer   le    cas    où    m    est   réel,    c'est-à-dire    où 
fc'  =  0.     Alors  les  expressions  (14)  prennent  la  fonne, 

k  ,    k(k—\) 


(15) 


e^^  cos  /Jfc  z=z  1  -j-      a  cos  cf  -f-  *  \    o     «^  cos  2  y) 

k{k—\){k  —  '^)      3  Q  , 

+         1.2.3      ^«  cos3(y)^ =Ja 

e''*  sin  /i/c     =       .  a  sin  y  -f-    ^.    ,^  -  a^  sin  2  y 

I  y-^  D  -     «   sm3y-|- •  •  •  =dcf. 


Pour  trouver  (î  et  /i,  posons  fc=l,  on  aura 

e^  cos  /^  =  1  -|-  «  cos  ^;  e^  sin  /?  =  a  sin  y. 
On  en  tire 

e^  =  (l-|-2acosy4"«*)*^ 
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'  (1 +2aco8y  +  of*)'  '         (1 -f  2«cosf/^+ a-)^- 

^  '  1  -|-  o  cos  cp 

Cette  dernière  équation  donne,    en    désignant  par  s  la   plus  petite  de  toutes 
les  valeurs  de  /î   qui  y  satisfasse,    et    qui    est   toujours    renfennée    entre    les 

Innites  —  ^     et   -.^  ? 

Il  étant  un  nombre  entier   positif  ou   négatif.      Donc    les   équations    (15)    se 
changent  en  celles-ci: 

fa  =  e^''  cos  k{s  -[-  /t  tt)  =  e^*  cos  ks  cob  kfi  tj  —  e^^  siu  ks .  sin  ku  jj^ 
da  =  e'^*  sin  fc(s  -|-  u .t)  =  e^''  sin  ks  cos  kfi tï  -\-  e^^  cos  ks .  sin  ku  it . 

De  ces  équations  on  tire 

cos  ku  n  =  e"*^*  (fa  .  cos  ks-\-da  .  sin  ks) , 
sin  fc//  rr  =  e  ""^*  (d  a .  cos  ks  —  fa .  sin  ks) . 

Or,  d'après  le  théorème  IV,  da  et  y*a  sont  des  fonctions  continues  de  a; 
par  conséquent  il  faut  que  cos  kfin  et  sin  kfijr  conservent  les  mêmes  valeurs 
pour  toute  valeur  de  a.  Il  suffit  donc  pour  les  trouver,  d'attribuer  à  a  une 
valeur  quelconque.  Soit  a  =  0,  on  aura,  en  remarquant  qu'alors  e^±=i1^ 
/«=],  0a  =  O,  5  =  0, 

cos  ku  TT  =  1 ,  sin  k/ii  jt  =  0. 

En  substituant  ces  valeui-s  dans  les  expressions  de  fa  et  6a j  et  en  se  rap- 
pelant que  e^  =  (1  -|-  2  «  cos  y  -[-  a*)*,  on  obtiendra 

k  k 

Ja  =  [l  -|-2acos9-f~^*)*  cosfcs,  da  =  {l  -|- 2«  cos  ç) -{-«*)*  sinÂ:,s. 
Donc  enfin  les  expressions  (15)  deviendront: 

l-\- ■.  acos<p-\--.~^--a'cos2<p-\-      ■  ••    o  3      ■  a"  cou ù (p -\- •  •  • 


(16) 


=  (1 -|-2«  cosy-f-a*)*  cosfcs, 

k        .  ,    *(it  — 1)     ,    .     ^        ,    Kit— 1)(^  — 2)     3    .     ,.         , 

a  smy -f--^^-  -  ^a' sin2y-|-    ^     .    ^  3      ^a**  smiy -[- •  •  • 


* 


=  (1  -[-2a  cos  y -|- a*)*  sinÂ:,s, 

30* 
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6*  étant  renteniië  entre   les   limites  —  \y   et  -|-  ^y    et  satisfaisant  à  Téquati  >n 

«  sin  (f) 
tane:  .v  zzz         — '  — . 
^  \-f  a  C08  (f 

Les  expressions  (16)  ont  été  établies  ponr  la  première  fois  par  M.  Caurhy 
clans  l'onvrage  cité  plus  haut. 

On  a  supposé  ici  la  quantité  a  moindre  que  l'unité.  On  verra  plus 
bas  que  a  peut  aussi  être  égal  à  l'unité,  lorsqu'on  donne  à  la  quantité  h 
une  valeur  convenable. 

Dans  ce  qui  précède  nous  avons  trouvé  les  quantités  (î  et  /?.  Mainte- 
nant nous  allons  montrer  comment  on  peut  trouver  les  deux  autres  quantités 
inconnues  ô'  et  /?'.  Faisant  à  cet  eftet  dans  les  équations  (14)  fc  =  0  et 
k^=:7i^  on  obtiendra 

e'^'"  cos  i3'n  =  1  -|-  Âi a  cos  ^i  -|-  Àj  a*  cos  0^  -\- 
f/'"  sin  jS'n  =z  AiCi  sin  di-\-l^a^  sin  0^ -|- 

oii  À,,  =  Ji  (Tg  ^3  .  .  .  (T,,,  d^  =  u7^-|-7i+/2+  •  •  •  H"/Vï  ^\h  ^^  Vu  ^tant  déter- 
minés par  les  équations 


•  1 


•  •  • 


<».= 


"rr+c: 


>i 


i  Li  —  1        .  n 


De  ces  équations  on  déduit  les  suivantes: 


=    ^  a  cos  6.  A-  -  *  a*  cos  0^  -V- 

ta  *  I  »»  *         • 


•     ? 


H  H  '      n 


^'''"  sin  >!:?'«  A,  .      .     /»     I     A,      4    .     ^     , 

z=z    ^  a  sm  ©1  -| ^  a*  sm  #2  -]-•••  • 


/*  n  '      /i 


Or  en  supposant  n  positif  on  a  /.i  =  Ji  =  /?,    donc      "  zz^â^i^^  .  .  .  cî^,  et  par 


n 

suite 

-'/'^''cos/:?'/*  — 1 
n 


=  a  cos  ©1  -|-  ^^2  ^^*  cos  $2  -(-  (^2  <^3  ^^*  cos  6^  -\- 


... 


?£ 


=:  a  sin  ^1  -j-  ih  a^  sin  d^  -|-  (îg  rTg  «^  sin  ©3  -j- 


Ces  séries  sont  convei'gentes  pour  toute  valeur  de  «,  zéro  y  compris,  ce  qu'on 
Vï^it  aisément  par  le  théorème  IL  En  faisant  donc  converger  n  vers  la  li- 
mite zéro,  et  remarquant  que,  d'après  le  théorème  V,  les  séries  sont  des  fonc- 
tions continues,  on  obtient 
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•    •   • 


puisque  fJ    et  ji    sont  les  limites  des  quantités  -  et -^ —  ; 

0^/  est  la  limite  de  0^^  et    â^''  celle  de  J^.     Or,    d'après  l'expression  de  J^, 
on  a  (î^'=:''        ;    donc  cos;>'^= — 1;    sin/,^  =  0    (lorsque   // >  1),    donc 

coa<9/=:co.s(jiy4-7,-f-/,-| -|-/,.)  =  +  shi,ay.(—  1)", 

sin  d,/  =  .sm  (,«9) -|-7i  4-^^,-1 1";^^)=  -cos«9).(—  1)", 

oh  il  faut  se  rappeler  qu'en  vertu  de  l'équation 

it  i  =  (îi  (cos  Vi  -\-  i  sin  ^'i  ) , 

on  a  cos^i==::0,  sin;'i=l.     Donc  les  valeurs  de  /?'   et   d'   seront  celles-ci: 

[i'  =r  a  cos  (f>  —  \a^  cos  2y  -|-  \a^  cos  3y  —  •  •  •  ? 
rr  =  —  am\<p  —  ^a*sin2ç/4^^a'sîn  3y  — 


•  •  •  • 


De  cette  manière  on  a  trouvé  les  quantités  /?'  et  d^  par  des  séries  infinies. 
On  peut  aussi  les  exprimer  sous  fonne  finie.    Car  on  tire  de  l'équation  (15): 

i^      -  =  a  cos  ç  -f-  I  ,^   a''  cos  ^y  -\-  ^ — :j-  -~^ — -^  (r  cos  3 y  -]-•••  ? 
=  «  sin  ^4"   1   -2   ^^^^'^i^i^^-j- -    t    9^       «^  sin3ç/-|-  •  •  •  • 


^''*  sin  /*/fc 


•  •  • 


•  •  • 


On  en  déduit,  en  faisant  converger  k  vers  zéro, 

|(î  rrr  «  COS  C/ -J-rt*  COS  2  ^  -|-  -J^ft^  COS  ?tip 
fi  znzfx  siiKp  —  ^«^  sin2y-|-^a*  sin  3^  — 

donc   /î^  =  J,    cr=  —  /?.     Donc  les  expressions  (14)  prennent  la  forme 

\  Âi «  sin  01  -^k^a'^  sin  ^2  -f-  •  •  •  -[~  ^a*  ^^^  ^^^  ^^  "h  *  •  • 


OÙ 


a  sm  (f 


<^  =  il«g(l+2«cos</;-|-«*),  /?  =  arc.tangy^^J      ; 


•     •      • 
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or  la  somme  de  la  série  proposée  étant  égale  à  P'-\-qi^    ou  am'a 

=  e^'-^''  [cos  {ftk  +  dk')  4-  /  sin  {(ih  +  dk')] 
Maintenant  on  a 

7n=:k-\-  k'  t\  x  =  a  (cos  y  -|-  2'  sin  y)  =  a  -[~  '^  '  ? 
donc 


8 


«  =  }a^-|-è^,  «cosy  =  a,  asui(p  =  bj 
cy=:ilog(l  +  2a  +  a*  +  i»)  =  ilog[(l-l:-ar  +  P],  /?  =  arctangj-^-^^. 

En  substituant  et  en  écrivant  7n  pour  k  et  7i  pour  A:',   l'expression  ci-dessus 
prend  la  forme: 

(19) 

.    (m4-ni)(m  —  l+wt)(wi — 24-7ii)/       .    ,  .vo  ., 

+        1     .    2         3        («+^0-1 — 

+'        '     1         2    .  -3  .  .  .  7i -'(«+^0"+  •  •  • 

=    COS  (m arc  tang  j^i^+i wlog[(lH-a)*4-fe^]  )  +ï  sin  f  w  arc  tang  —,  +i'*  l^g  [(l+o)*4-^'-] ) 

Cette  expression  a  lieu  comme  nous  Tavons   vu,    de    même    que    l'expression 

(18),  pour  toute  valeur  de  «  =  ya^-j-6*    inférieure  à  Vunité. 
En  faisant  p.  ex.  6  =  0,  w  =  0,  on  a  l'expression 

(20)  i  +  - „  +  '^-^„«+  .  .  .  =(l+a)-, 

de  laquelle  nous  tirerons  parti  ci-après. 


RECHERCHES  SUR  LA  SERIE 


w  m(m— 1) 

1-4-      -  «  H X*  -*-  ■  •  ' 

^1^1.2  ^ 


239 


4. 

Dans  ce  qui  précède  ou  a  trouvé  la  somme  de  la  série  proposée   toutes 

les  fois  que  «=:^a*-|-6*  est  inférieur  à  Tunité.  Il  reste  encore  à  examiner 
le  cas  où  cette  quantité  est  égale  à  1. 

Nous  avons  vu  par  le  théorème  IV  que  lorsciue   a   s'approche    indéfini- 
ment de  l'unité,  la  séine 

s'approchera  en  même  temps  de  la  limite  ?'o  "4"  ^i  ~l"  ^'^  4"  '  '  *'  ^^^  supposant 
(|ue  cette  dernière  série  soit  convergente.  En  faisant  donc  converger  a  vers 
l'unité  dans  les  équations  (18),  on  aura 

I  1  -l-AiCos^i  +  AgCOSÔgH \-K,coH0^^ =e/'''-^^'''  coH{/3,k-\-âJc'\ 

^^       \  Ai sin «1  +  A, sin «, -I [^k^sind,,-\ =6'^'*-^'*'sîn  (/î,fc-f  J^A;'), 

oh  (Jj  et  /?i  sont  les  limites  des  quantités  â  et  /î,  en  supposant  que  les  séries, 
contenues  dans  ces  équations,  soient  convergentes.  Or  il  est  clair  que 
^  log  (2  -|-  2  cos  (f)   est  la  limite  de  cT,  et  que 


sni  (p 


2  cos  J  cf  sin  J  rr 


arc  tanff  --  -  -^  —  z=  arc  tancr      -     -  '  -    *  *-  z=z  arc  tans:  (tanff  4(p) 
est  celle  de  /?;  on  a  donc 


(22) 


(f^  =  ^-  log  (2  -j-  2  cos  y),    (il  =  arc  tang  (tang  ^y)). 


Nous  n'avons  donc  qu'à  examiner  dans  quels  cas  les  séries  sont  convergentes. 
A  cet  effet  il  faut  distinguer  trois  cas  :  lorsque  k  est  égal  à  —  1 ,  ou  com- 
pris entre  — 1  et  —  x^;  lorsque  k  est  égal  à  zéro  ou  compris  entre  0 
et  4"  ^'  ®^  lorsque  k  est  compris  entre  0  et  —  1. 


Pi'emier  c/is^  lorsque  k  est  égal  à  —  1  ou  compris  entre 
On  a 

\       A* 
En  faisant  donc   t  =  —  1  —  /^ ,    on  a 


1    et 


oc , 


K  = 


+(::)■ 


k 


'1= 


n+lA 


r-r+(fn 
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d'où  Ton  voit  que  â^  est  toujours  égal  ou  supérieur  à  Tuuité.  Or  on  a 
l^  =  (y^â^â^  .  .  .  (y„,  donc  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  //,  A^  ne 
convergera  pas  vers  zéro,  donc  en  vertu  du  théorème  I  les  séries  (21)  sont 
divergentes. 

Deuxième  ca^s^  lorsque  k  est  positif.     Supposons  que  c  soit  une  quantité 
positive  inféi'ieure  à  fc,  on  aura 

(^f,^k—\-^f^'  =  {ii  —  k—iy^2c{u—k—l)  +  c\ 
donc 

(^j^f  _]c—  iy-^k"'  =  {fi  —  k—  1  ^c)- -{-k''  —  c'  —  2c{ff  —  k—  l). 

Si  Ton  fait 

fi>k-\-l  —  ^c-{-  ^^-, 

il  s'ensuit  que   k'^  —  c^  —  ^^{f' — '^ — 1)   ^^^  négatif;  par  conséquent 

^f,_k  —  iyj^k''<{fi-k—l^cy, 

c'est-à-dire  : 

Si  dans  l'équation  (20)  on  fait  a=z      i  m=:  —  w,    on  aui*a 

^  ^  I     ~~  n^      1.2      fi'' 

_  n         ,.(«+l)    1    li_2+n\ 

~  |M     "^      1.2       fP  \  Sifi    I  ^ 

Donc  en  faisant   7i=l-\-k  —  c,    on  voit  aisément  que 


1   \-i-A+f  l  -\-k c 


par  conséquent 


donc 

En  posant  successivement  //=1,  2,  3  .  .  .  /i,  et  en  faisant  le  produit  des  l'é- 
sultats,  on  obtiendra 
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f>>*   ^/.+f  =  <''i<^*<^s  •  •  •  '^^+fj    f|«nc 


par  conséquent  loi-squ'on  fait  ,u  =  0,  1,  2  .  .  .  /*, 

I  •       •       •        ■-  i     ■ 


Si  maintenant  dans  l'expression  (20)  on  fait  a  = — — -r-ry  m  =  —  k-\-c, 

on  anra 

1  _  1  y-'—  1  _L  __*-_£__  _L  (^— <^)(A:-c+l)    , 

e  +  ^i  +  lj    —  ^"^'ç  +  ,,  +  l-^ï.2(ç  +  /,  +  l)*~^ 
donc  en  se  rappelant  que  k>  e: 


•     •     • 


Q  +  f^  +  ^J  '    Ç  +  /<  +  l 

Il  s'ensuit,  en  divisant  par    (fc  —  o)  (p-[-/i -|- 1)*"% 

1  1/1 

< 


Cela  donne,  en  faisant   //=0,  1,  2  .  .  .  /i    et  ajoutant, 
1_      j L         _l_         4_  1      " 


<^J  -1 V  — 1<-^.J-  . 

Il  s'ensuit  que 

pour  toute  valeur  de  // ,  Donc  la  série  1  -|-  Aq  -f-  Ai  -|-  Àg  -]-  •  •  •  ?  dont  tous 
les  ternies  sont  positifs,  est  convergente,  et  par  conséquent,  d'après  le  théo- 
rème II,  les  séries 

1  -f-  Al  cos  ^1  -|-  A3  cos  ôjj  -j-  •••-[-  A^  cos  ^^  -f-  •  •  • 
Aj  sîn  dj  -\-  Ag  sin  d^  -j-  •  •  •  -j-  A^  sin  d^  -|-  •  •  • 

seront  de  même  convergentes, 
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Troisième  eas^  lorsque  k  est  égal  à  zéro  ou  compris  entre  zéro  et  —  1. 
Dans  ce  cas  les  séries  ci-dessus  seront  convergentes  pour  toute  valeur  de  fc, 
poui-vu  que  (p  ne  soit  pas  égal  à  (2n-\-l)7r.  Cela  peut  se  démontrer  comme 
il  suit:     Soit 

m=iJc'-\-Jc'i^  a:=:cosç)-|-z  sin^, 

En  nmltipliant  par    l-\-x^    on  obtient 

Or  on  sait  que 

Wi+l  =  (^+l)i7  w,-4-mi  =  (m+l)2  .  .  .,  7/1,,  +  r/i„_i  =  (?/i -f- 1)„ , 
donc  en  substituant: 

Maintenant,  si  Ton  fait  w  =  cxd,  le  premier  membre  de  cette  équation  sera, 
d'après  le  cas  précédent,  une  série  convergente.  En  la  désignant  par  5,  on 
aura 

s  =p^{l  -{-x)  —  m^ [cos {n -|-  1) 9  -{~ *  ^"^^^^ (^^ ~l~  1) 9]  ? 

oh  n  est  infini.  Or  on  peut  démontrer  comme  dans  le  deuxième  cas  que 
m„  =  0  pour  n=zoo.     On  a  donc 

.s=^(l-|-a:),  où  j)  =  1-|- mire -j- 7^2 a;^-|-  •  •  • 
Cette  équation  donne,  si  a:-]-l  n'est  pas  égal  à  zéro, 

^  =  1^7.- 

La  série  p  est  donc  alors  convergente,  et  par  conséquent  les  séries  ci-dessus 
le  sont  également. 

Si  a:-]- 1=0,  on  a  1 -^cosy-j-i  siny  =  0,  donc  siny=0,  l-|-cosy=:0, 
d'où  (p  =  {2n-\-  VjTt^  n  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif.  Donc  les 
séries  en  question  sont  convergentes  pour  toute  valeur  de  k  égale  à  zéro  ou 
comprise  entre  0  et  — 1,   si  ç)  n'est  pas  égal  à  {2n-\-\)7T. 

Lorsque  ç)  =  (27^-j- 1)7t,  les  séries  sont  nécessairement  divergentes,  car 
sî  elles  étaient  convergentes,  elles  auraient  pour  somme  les  limites  des  fonc- 
tions 

e^'^-'P  [cos  {kft  +  k\y)  -f  i  sin  {kft  +  fc'(T)] , 
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en  y  faisant  converger  a  vers  l'unité,  et  faisant  (p  =  {2n-\~l)7i.     Or 

^  =  i  log (1  +  2« cos y  +  a^),  /î  =: arc.  tang y^'^"^^^ ' 

donc  pour  (p  =  {2'n -\- 1)  n  on  a 

(y=zlog(l  — a),    /î  =  0. 

La  fonction  en  question  prendra  donc  la  fonne 

(1  —  «)*[cos(fc'  log(l  ~  a))  +  i  sin(fc'  log(l  —  a))]. 

Or,  k  étant  égal  à  zéro  ou  négatif,  il  est  clair  qu'en  faisant  converger  a 
vers  l'unité,  on  n'obtiendra  pas  pour  cette  fonction  une  limite  finie  et  déter- 
minée.    Donc  les  séries  sont  divergentes. 

De  ce  qui  précède  il  s'ensuit,    que    les    séries  (21)    ont   lieu  pour  toute 
valeur  de  ç),    lorsque  k  est  positif,    et  pour  toute  valeur  de  (p  pour  laquelle 

cos  -|-    n'est  pas  zéro,  lorsque  k  est  égal  à  zéro  ou  compris  entre  —  1  et  0, 

quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  de  k\  Dans  tout  autre  cas  les  séries 
sont  divergentes.     Dans  le  cas   que   nous  examinons,    la   série  générale  (19), 

lorsqu'on  y  fait  i*-|-a*=l,   ou  i  =  yi  —  a*,    prend  la  forme: 

■    (m+ni)(m-l+ni)(m-2  +  ni),^    .    y^j ^y    . 

(23)  (  \     '       ^      n^.^ 

=  (2-l-2a)»  e""""'*""^ '^  H^fcos  jmarc.tangl/i-p^  +  i«log(2-f  2a) 

-\-  i  siti  j  m  arc.  tang  y  j-,- — \-  ^  w  log(2  -j-2a) 

Voici  \\\\  résumé  des  résultats  précédents: 
1.     Lorsque  la  série, 

,     ,    m-\-ni  ,      I    ,  .,     ,    (m-\-n i) (m  —  \  -\-nï)  ,      ,    ,  .> ,    , 

IH ^ (a 4- J t) -f  ^-— H-j-^^i- — ^-X_Z(a_j_6i)*_| 


est  convergente,  elle  a  pour  somme 

[(1  _^  a)»  -f-  Vf  e~"  '"■*'°''  H^  [cos  (  m  arc.  tang  ^^  -f  |-  bg  [(1  +  a)«+  6»] 

-fîsin  (w  arc.  tang  j-|-^  +  |-log[(l  +  a)»+6*] 
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II.     La  série  est  convergente  pour  toute  valeur  de  m  et  w,   lorsque  la 

quantité  y^^-j-i*    est   inférieure  à   Tunité.     Si    ^a^-\-b^    est  égal   à  Tunité, 
la   série  ^est   convergente   pour  toute    valeur   de    m   comprise    entre    —  1    et 
-|- -x:>,  si  l'on  n'a  pas  en  même  temps    a  =  — 1.     Si   a=  —  1,  ?/i  doit  être 
positif.     Dans  tout  autre  cas  la  série  proposée  est  divergente. 
Connue  cas  particuliers  on  doit  considérer  les  suivants: 

A.     Lorsque    n=0.     On  a  alors 

(i  +  ';(a+Jo+"'^n^^(«+*0*+--- 

I  zrz:  [(1  -|-  a)*  -|-  6*]  *   cos  TTi  arc.  tang  .  -j-  i  sin   m  arc.  tang  j-^— 

Cette  expression  donne,    en  faisant   a  Nacosy,    i  =  asiny    et   en   séparant 
les  termes  réels  des  imaginaires: 

^     ,     m  ,    m  (m — 1)     -         ^        , 

1  -j-   -  a  cos  (f  -j |— r — -  a  cos  2y  -[-  •  •  • 


(25) 


=  (!-{-  2a  cos  y  -j-  a^)  ^  cos  m  arc.  tang    -r—-    - — 


m        .  ,    m  (ni — 1)     •    .     ^^        i 

.  ce  sui  (p  -j ■ .    ,^ — ^  a   sm  2  ç)  -|-  •  •  • 


=  (1  -|-  2  «  cos  y  -|-  a*)  ^  sin  m  arc.  tang  .    r—  5^  -  j . 


B.     Lorsque  6  =  0. 
Dans  ce  cas  l'expression  générale  prend  la  fonne  suivante: 

1^     i^rn  +  ni       .    (m '-\-ni)(m—l  +  ni)  ^  ^^ 
~       1  ^  1.2  ~ 

=  (1  -|-  «)"•  [cos  {n .  log (1  -\-  a))  -}-  i  sin  (« .  log  (1  +  a))]. 

C.     Lorsque  n  =  0,  6  =  0. 
Alora  on  a 

(27)       lJ^!'l-a-{-'^-^';;--^h^  +  '^'^'^^-^p:^a'+  .  •  •  =(!+«)-. 

Cette  expression  a  lieu  pour  toute  valeur  de  m  lorsque  la  valeur  numérique 
de  a  est  inférieure  à  l'unité,  de  plus  pour  toute  valeur  de  vi  comprise  entre 
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—  1  et  -|-oo,  lorsque  «=1,  et  pour  toute  valeur  positive  de  m^  lorsque 
a  =  —  1 .  Pour  toute  autre  valeur  de  a  et  de  vi  le  premier  membre  est 
ime  série  divergente. 

Faisant  p.  ex.   a  =  1 ,  a  ==  —  1 ,   on  a 

m     r    m(m-l)_j 

'     1     '         1.2  '  ' 

^        1     '        1.2  ^' 

La  première  équation  a  lieu  pour  toute  valeur  de  m  comprise  entre  —  1  et 
-f-oo,    et  la  seconde  pour  toute  valeur  positive  de  ru. 


D.     Lorsque  ya^-|-è*=l. 


Alors  on  a 


i+-î^-^(«+f«^ 


(28)  /  =(2-|-2«)»e 


—  n  arc.  tauz  1/  -     " 
^    r  1-fa 


jL      .     ^ 

arc.  tang  K  iîi}^  +  2'  ^"^  (^  +  2a)J , 


C08  m 


-|- Y  sin  (  m  arc.  taiig  |/  ^  _|-^  -f-  g-  log  (2  -|-  2«)  j    . 


Si  l'on  fait  ici   a  =  cosy,    ou  obtient 

1  -| ^ —  (cos  y  -f-  î  sin  y)  -\-  ^—^-—^■r — o"— '- — -  (cos  2y-j-îsin  2y)-j- 


(29)  /    =(2  +  2cos</))»e 


— "(iy— ("») 


cos  f  m  (I  y  —  (<7i) -j- -^  log  (2 -|- 2  cos  y)  j 


m{^(p  —  (}7j)  -|-  2"  log  (2  -[-  2  cos  (fi) 


en  remarquant  qu'on  a 


arc.  tang  y  î^l  =  a^'^-  tang |/j  _^^2y  =  ^^^-  ^^"g (^^^^g  W)  =  i<p  —  (f^i 


si  Von  suppose  \(p  compris  entre   {fit — ^-    et    pji-j--^- 
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E.     Lorsque    ^a^-\-b^=l^    a  =  cos(p^    6  =  smy,    71  =  0. 
Dans  ce  cas  Texpressiou  précédente  donne 

1  -|~  --   (cos  (p-\-i  sin  (p)-\ —  V~9      (^^s  2y  -["  **  ^^^  2y)  -j-  .  .  . 

(3^')       ^    =  (2  -|-  2  cos  y)  *  [cos  m  (  J  (/)  —  (>-^)  -(-  *'  sin  w  (|  9  —  (}7i) ] 

depuis    ^(p  =  (}7i ,c-   jusqu'à    ^  y  =  (>:7i  -}-  -^  ? 


ou,  en  séparant  la  partie  réelle  de  l'imaginaire, 


1  -|--^-  cosy-| 'j— ^-^  cos 2 y -j-  ...  =(2 -|- 2  cos 9)*  cosm(-J^y  —  (fji) 

v^-*-)  \  y-  sin  (f  -] —  \~o      s^^^  2  y  -)-•••=  (2  -j-  2  cos  y)  *  sin  m  (-J-y — (>7i) 

depuis    l(p=:(}7i  —  -^  jusqu'à    ^(p  =  (}7t-\-  -   • 

F.     Lorsque    a  =  0^   b  =  t'à.ug(p. 

TV  7V 

Dans  ce  cas  on  obtient,  lorsque  (p  est  compris  entre  -|-  ^   ^*  —  X  ' 

(32)  {    "1 — T~^*^^gy+         1,2         (^^^^gy)  H — 

=  (cos  y)""*"  e~"^  [cos  (?/iy  —  ?i  log  cos  ip)  -f- 1  sin  {rricp  —  n  log  cos  y?)] . 


5. 

Des  expressions  précédentes  on  peut,  par  des  transformations  conve- 
nables, en  déduire  plusieurs  autres,  panni  lesquelles  il  s'en  trouve  de  très 
remarquables.  Nous  allons  en  développer  quelques  unes.  Pour  plus  de  dé- 
tail on  peut  consulter  l'ouvrage  cité  de  M.  Gauchy. 

A. 

Sommation  des  aéî'ies    a  cos  (p  —  ^a *  cos  2y  -j-  -J  a '  cos  3qp  —  •  •  •  ? 
asmq> — Ja*  sin  2ç)  +  ^a'  sin3ç) — 

Lorsque  a  est  supérieur  à  l'unité,  on  voit  aisément  que  ces  séries  sont 
divergentes.     Si    a    est  inférieur  à  l'unité,    nous  avons  vu  plus  haut  qu'elles 
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sont  convergentes;  leurs  sommes  sont  les  quantités  /S  et  â  du  §  3,  c'est-à- 
dire,    en  mettant  pour  (3  et  â  leurs  valeurs  données  par  les  équations  (18), 

i-J^log(l  -j-2cz  cos 9 -}-«*)  =  a  cosy  —  -J-a*  cos2(/)-j-^a'  cos3y  —  •  •  •  ? 
ce  8111  cr  » 

arc.  tang  .  - —  =  a  sin  9  —  ^  a^  sin  2 (/>  -{-  ^  a*  sin  3 ç)  —  •  •  • 

Pour  avoir  les  sommes  de  ces  séries  lorsque  azrz-j-1  ou  — 1,  il  faut  seu- 
lement faire  converger  a  vers  cette  limite.  La  première  expression  donne 
de  cette  manière 

(  \ ^^S (2  "h  2  cos (p)  =      cos (f  —  \  cos  2y  -|-  ^  cos  Zip  —  •  •  •  ? 

(34)  \ 

I  \  log  (2  —  2  cos  y )  =  —  cos  (p  —  \  cos  2  y  —  ^  cos  3  y  —  •  •  •  ? 

en  supposant  que  les  seconds  membres  de  ces  équations  soient  des  séries 
convergentes,  ce  qui  a  lieu,  d'après  le  théorème  II,  pour  toute  valeur  de  y, 
excepté  pour  y  =  (2/i -|- l)fr  dans  la  première  expression,  et  pour  (p  =  2fi7ï 
dans  la  seconde,  jti  étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif. 

La  seconde  formule  donne,  en  supposant  (p  compris  entre  tt  et  —  tt,  et 
en  se  rappelant  qu'on  a  alors 

arc.  tang  ^        ^ —  =  arc.  tang  (tang  ^  ç))  =  ^  ç)  : 

(35)  Y  y  =  ^^^ ^P  —  i **^"^  2(p-^^HinS(p •  •  (depuis  y  =  -|- tt  jusqu'à (p  =  —  tï). 

Lorsque  y-— tï  ou  =  —  tt,  la  série  se  réduit  à  zéro,  comme  on  le  voit  aisé- 
ment.    Il  s'ensuit  que  la  fonction: 

sin  (p  —  ^  sin  2r/)  -|-  ^  sin  3y  —  •  •  • 

a  la  propriété  remarquable  d'être  discontinue  pour  les  valeurs  (p  =  7ï  et 
<p  =  —  n.  En  effet,  lorsque  y=:  +  7r,  la  fonction  se  réduit  à  zéro;  si  au 
contraire  (p=z  +  (7r  —  a),  a  étant  positif  et  moindre  que  tt^  la  valeur  de  la 
fonction  est 

—  \  2     2 

La  foninile  (33)  contient  coinn»e  cas  particulier  la  suivante: 
(30)  arc.  tang  «  =  a  —  -J-tt'-l-^"*  —  ••• 

TV 

ce  qu'on  trouve  en  faisant  (p=Z'~'  Cette  formule  sera  applicable  pour  toute 
valeur  de   a,    depuis    — 1   jusqu'à   -|-1,    les  limites  y  comprises. 
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J^évelopjyfmeid  d4*  rosviff  et  (le  sumiff   Ruwaut  les  pui^smices  de  tauçq^. 

On  peut  déduire  ces  développemeus  de  Texpression  (32).  En  effet,  en 
faisant  nrrrO,  et  séparant  les  parties  réelles  des  parties  imaginaires,  on  ob- 
tient, après  avoir  multiplié  par  (cos  r/))*", 

cos  7nq)  =  (cos  r/  )  "•    1  —  -  ^'    ,^    ^  (^^^^g  V)  * 
(37)  l  +!!L(!"-il(^-2)_Ji_-3)(^„g^)._ 

sin  m(p=z  (cos  y)*"  ?/?  (tang  tp) ^-j  -^ -  Tr —  {^^^^S  V)'  H"  "  ' 

depuis  (p=z-:  jusqu'à  (p  =  —  -j-j  et  ces  équations  ont  lieu  pour  toute  va- 
leur de  7)1  lorsque  tang^  est  moindre  que  1.  Si  tangy  =  +l,  elles  ont 
lieu  pour  tout  7)i  compris  entre  — 1  et  -|-tx>.     Elles  sont  alors: 


on^lm'^  \-l  ^  Vi\        «'('»-!)    I    m(m-l)(m-2)(m-3) 


7C 

f   COS I  m 
(38) 


.„i.-.|=(M'L-"i(^-:>K"'-)+ 


c. 

D^veloppemeiit  de  (cos»t)^  et  (sin^r)^  en  séries  ordonnées  smvant  les  cosimis  ei  les  sinus 

des  arcs  multiples. 

Depuis  quelque  temj)s  plusieurs  analystes  se  sont  occupés  du  développe- 
ment de  (cos  xY  et  (sin  ar)".  Mais  jusqu'à  présent,  si  je  ne  me  trompe,  ces 
efforts  n'ont  pas  entièrement  réussi.  On  est  bien  parvenu  à  des  expressions 
justes  sous  certaines  restrictions,   mais    ces    expressions  n'ont   pas    été   rigou- 

« 

reusement  fondées.  On  peut  les  déduire  assez  simplement  des  expressions 
démontrées  ci-dessus.  En  effet,  si  l'on  ajoute  les  deux  équations  (31),  après 
avoir  multiplié  la  première  par  cos«  et  la  seconde  par  sin«,  on  obtient 
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^1       ^       1.2  ^ 


cos  «  -f-  -j^  cos  (a  —  y)  -f-  ~"  1    o      ^^^  (^^  —  2  y)  4"  '  '  * 

=  (2  -|-  2  cos  ip)  *  cos    a  —  o    "|~  ^^^P-^ 

depuis   .J-y=:p.T  — y   jusqu'à  iy  =  (^^i  +  -2  )* 
Or  puisque  2-)-2cosy  =  4(cos^y)*,  on  aura,  en  faisant  ip  =  2x^ 
cosa  +  -Y-cos(a-2x)H \-  \% — ^cos(a-4x)+  •  •  •  =  (2cosic)*cos(a-ma:+2mp:7) 


/r     .  ,»  ^  7t 


depuis  ir  =  2 p.T-^    jusqu'à  x  =  2^7i  +  -^ 

cos  a+  '-C08  («-2a;)  +  -  ^— ^cos  (a-4tx)-\ =(-2  cosx)"  cos  [a-?/ix  +  m(2(i+ 1)71] 

depuis  x==2{fji+  ^^Y  jusqu'à  x  =  2 p7r  +  -^ • 


7€  ^^  7t 


Si  l'on  fait  ici    1)  «  z=:  mx  ;    2)  a  =  mx  -f-  ^  ;    3)  a  =  ?Aiy,  2;  =  y  —  -'    ; 
4)  a^=^iny — \j  1  x^=^y —  '-5    on  obtiendra 

1)  (2cosa:)"'cos27/ip/r  =  cosma;  +  ^co8(7/i-2)a;H — ^— ^cos(/7i-4)a:+  •  •  •> 

2)  (2  cos x)"*  sin  2m(}ji  =  sin mu;  +  -j-  sin  (//i- 2)u;  H — 1~  9     ^^^  (m-4)x  +  •  •  •  5 

depuis  a;==2p7i--^-  jusqu'à  a;  =  2p7r  +  -^; 

3)  (2  sina;)"' cos7/i(2p  +  ^)7r  =  cos7^a;  - -.-cos(m-2)a:H — ^-^--cos(m-4)x  -  • 

4)  (2.sinx)"' sin  A/i(2(>  +  ^)-7  =  sin7Ma;  -  |  sin(7/i-2)u;  +  -^~^  sin  (//î-4)  j;  -  ...5 

depuis  x=2(}n[  jusqu'à  x==(2p+l);r; 
o)  (-2cosx)   cos//i(2p+l).T  =  cos  //i.c+  .j--cos(//i-2)u;H — ^:   ,r-^cos(m-4)  a;+  • .  •> 

6)  (-2cosic)'"  sin7AA(2p+l).7-=sin7yiu;+  .  sin(//i-2)xH — ^j— ,.— sin  (7/i-4)iC+ •  •  •; 

depuis  a;  =  (2 p  -f -  J^) .7  jusqu'à  a;  =  (2 (i  +  |) .7 ; 

7)  (-2  sina;)"'cos//i(2(>  +  |^)7r=-cos7Aiic  -  -:j-cos(7/i-2)a;H — 1—9-^  cos(7/i-4)a;  -  . . . , 

8)  (-2  sin  a;)"*  sin  7/^6(2  p  + 1)71  =  sin  Twa;  -  .- sin(7/i-2)a;  +  -  ~,^— sin(7W-4)x  -  •••> 

depuis   a;  =  (2(>+l)7i  jusqu'à   a;  =  (2p  +  2)7r. 
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m  m  (  i«  —  1  ) 


zbV  UECIIERCHES  SUU  LA  SERIE    1  -f       x  -|-  x^  -\ 

^   1        '         1.2  ' 

Cîes  fornmles  ont  encore  lieu  pour  les  valeurs  limites   de   x*,    lorsque  m 
est  positif.     Lorsque  /M  est  compris  entre  — 1   et  0  ces  valeui*s  sont  exclues. 
Connue  cas  particuliers  on  peut  considérer  les  deux  suivants: 

(2  cos  u;)™  =  cos  vix  -\-  .   cos  (//i  —  2)  x  -| —  cos  (m  -r-  4)  ;c  -(-•••  > 


0  =  sm  vix  -j-  -    sm  (m  —  ^)  ^  H -\   ^       ^^^^  v^  —  "*)  ^   r 


•  > 


7r     .  ,,  yr 


depuis  X  =  —  ,.    jusqu'à   x=^  ,^ 


XV. 


SUR  QUELQUES  INTEGRALES  DEFINIES. 


Jonnml  fur  die  reine  und  angewandtc  Mathcinatik,  herausgep:eben  von  CrtU^,  Bd.  II,  Berlin   1827. 


Lorsque  une  intégrale  définie  contient  une  quantité  constante  indéter- 
minée, on  peut  souvent  en  déduire,  par  différentiation,  une  équation  différen- 
tielle par  laquelle  l'intégrale  définie  peut  se  déterminer  en  fonction  de  la  quan- 
tité constante.  Le  plus  souvent  cette  équation  différentielle  est  linéaire  ;  si  elle 
est  en  même  temps  du  premier  ordre,  elle  peut,  comme  on  Siîit,  s'intégrer. 
Quoique  cela  n'ait  pas  lieu  en  général,  lorsque  l'équation  est  du  second  ordre 
ou  d'un  ordre  plus  élevé,  on  peut  pourtant  quelquefois  déduire  de  ces  équa- 
tions plusieurs  relations  intéressantes  entre  les  intégrales  définies.  Montrer 
cela  sera  l'objet  de  ce  mémoire. 

Soit  ~it'\'VA~'\'iy^^^^  ^^^^^  équation  différentielle  linéaire  du  se- 
cond ordre  entre  y  ç^t  a^  p  Qt  q  étant  deux  fonctions  de  a.  Supposons 
qu'on  connaisse  deux  intégi*ales  particulières  de  cette  équation,  savoir  y=-y\ 
et  y:=:y^y    on  aura    . 

De  ces  équations  on  tire,  en  éliminant  ç, 

y* (/«*    y^ diii  —       i<i      .—  p [y* <ia    y^ da  ] ' 
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donc  en  intégrant 

e  étant  la  base  des  logarithmes  Népériens. 

Supposons  que  les  deux  fonctions  y^  et  y^  soient  exprimées  en  intégrales 
définies,  de  sorte  que  y^  =  jvdx^  y^=  1  udx^  v  et  u  étant  des  fonctions  de 
X  et  de   a,    cette  relation  entre  y^  et  y^  donne  en  substituant, 

(1)  in  dx  f  ^  dx  —  fv dx  [^  dx  =  e-f^'\ 

Cette  équation  exprime,  comme  on  le  voit,  une  relation  entre  les  quatre  inté- 
grales   I  udx^    I  vdxj    I  -j    dxj    /    .    dx.      Il   s'agit  maintenant  de  trouver 

des  intégrales  qui  puissent  satisfaire  à  une  équation  différentielle  du  second 
ordre.  Il  y  a  plusieurs  intégrales  qui  jouissent  de  cette  propriété,  et  (|ue 
nous  allons  considérer  successivement. 

I.     Soit  ^  =  -T  ,7/1  "-Trs    ^*    y=  /      1  -J/1   — M  -/i' 

le  signe     /       dénotant  que  l'intégrale  est  prise  depuis    a^  =  0  jusqu'à  x  =  1 . 

En  ditférentiant  la  quantité  {x-\-ayx"{\ — x)^  =  r  par  rapport  h  r,  on 
obtient 

rlr  =  dx.x"-'{\—xy-'{x^ay-'[yx{l—x)^a{x-^a){l—x)  —  li{;x-^a)x]. 

Or 

yx{l  — x)  -\-a{x-\-  a)  (1  — x)  —  /?  {x-\-a)x 

=  -;'K+«)  +  [«(/^+7)+(«+i)(«+;')](^+«)-(«+/î+/)(x+«)S 

donc  en  intégrant  enti'e  les  limites  x  =  0^  xz=\j   on  obtient 


A  /    2    \       \  r^  (.v-\-ay-^d 


+[(/»+ r)  "+(«+ y)  (" + mjij'^én^,-.,  -  («+^+;-)X'ir+f  :;f ,,  ■ 
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n^     I     n 

De  cette  équation  on  tire,  en  divisant  par    — -~j       et   substituant  à  la  place 
des  intëgi'ales  leurs  valeurs  en  y, 

(2)  '3_(«  +  y  +  f4i:)^^  +  (y  +  l)(a  +  ^±y) 

^    '  (la*        \      a        ^    l-\-  aj  aa     ^  a(a-\-i)  ^ 

Si  Ton  met  à  la  place  de  a,   /î,  j^  respectivement    1  — /î,    1  — «, 
«-|"/'~|~y  —  1?    ^^  aura  la  même  équation,  donc 

sont  deux  intégrales  particulières  de  cette  équation. 

Or  ^  =  — -^-^  — ^-^,  et  par  conséquent  e-J'"'"' =  Ca"^y  {1 -{-ay-^r, 
donc  l'équation  (0)  donne 

Pour  déterminer  la  quantité  constante  C,  soit  a=z=oo,  on  trouvera  facilement 

« 

C=  —  {a-\-/S—l)rdx.x'-'{l—x)P-\f\lx.x''''{l—x)-% 

J  0  J  0 

c'est-à-dire 

C=i7T  [cot  {an)  -f-  cot  (/î-i)  ] . 

Par  suite  récjuation  (4)  donne 

(5)  <      _/       I     n    /"_''■'•  (-r  +  «)''         /•^irC'^  +  a)«+/H-)' 

)  ^^^^Jo-'^'-a-^)'-'*'./»       •'•'^(1— '•)« 

7T  [cot  (ttiT)  +  cot  {ftji)]  a"+r{l  -|-  a)i^y. 

Le  cas  où  j'  =  —  a  —  (i  mérite  d'être  remarqué.     Ou  a  aloi-s,  comme  ou  le 
voit  aisément, 

J„  .r»-~"(l— .r)'-/'(.r-Pi)''+i'''        'nf{\  +  aYJ^  .ri-«(l— .r)'-  /*  * 

Or 


P  f/.r  _    ra./\V 
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Pm  étant  égal   à    /     a;'"~^e~*cZx,   donc 


L 


(Lt Ta,Tti    ^ 1 


Soit  p.  ex.  /î=l  — a,  on  aura 

r'     _  ilr _ra.r(l— a)  J. 

or   r(l)=l,    ra./'(l  — «)  =  -^-,    donc 


X 


dr  7C 


^  (.r-|-a).ri-«(l — .?;)«        sin  a/r  «^-«(l  +  rt)" 

IL    Soit  y=  1     -r-i   ,    \m/    1 — ntt*     En  différentîant  on  obtient 


7  î 


^,s —?'(?'+ 1)J^    (1-fx) /*(«+«)/+» 
Lorsqu'on  différentie  la  fonction   x*~"(l-}-x)'~'*(a;-j-a)~''~*  =  r,   on  obtient 

donc,  puisque 

-\-{l-a-(3-r){x-\-ny: 
dr  =  {r-^  l)a(l  _„)^-^._^_^-^__-^^^.^^. 

-[(«+/)  (l-«)-(/^+r)  «1  (ï-+,y7,+„),+.  +(l-«-/^-7)  (i4.5'^.?+-„)-,  • 

On  tire  de  là  en  intégrant 

En  mettant  respectivement  1  —  (3^  1  —  «,  ;^-]-a-|-/9 — 1  à  la  place  de 
a,  /?,  j^,  il  en  résulte  la  même  équation,  donc 
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x^-^  dx 


(1  _|_  x)  ^-«  {x  +  a)  «+/*+/-! 

sont  deux  intégrales  particulières  de  cette  équation. 

Or,  puisque   jr>  =  ^+^-Ç±^    et  par  suite  «-^'"^  =  „„+,-(i'i-);H-y' 
on  a  en  vertu  de  Téquation  (0) 

dy^  djj^  C 

^*  ~7icV  ~  ^'   du'  ~  a^-fïXl  —  ay+Y  ' 

En  faisant    a=l,    on  trouve    C=0,    et  par  conséquent 

^*  t/a         ^^  ila   —^' 

c'est-à-dire  y^  =  Cy^ ,  C  étant  une  constante.    Pour  la  trouver  on  fera  a  =::  1  ; 
on  aura 


-1  iLv 


Or 


X 


oo      


.tr-«iir     r(l— a)r(«+/!f+y— 1) 


donc 


Par  conséquent  l'équation  yi  =  Cy^    donne 

r°° x-'da       _  r(i— g)  r(c+/g+y— 1)  r~ 


.r/*-^  fZo; 


{l^x)  i-«  (j; + a)  «+/*+y-i 

Si  dans  l'équation  (6)  on  met    (1  —  a)    à  la  place  de   a,  /?    et    «    à  la 
place  de  a  et  /?,  elle  ne  change  pas  de  forme. 

Il  s'ensuit  que 

_  r^  x-l^dx 

^'~io    (l+^)«Ot'+l-a)T 

est  de  même  une  intégrale  particulière  de  la  même  équation.     On  a  donc 

,,  «^^1,  _  „  ii^. ^  _ 

^»   Ae         ^*  da    ~'a''+y(l  — a)^+y 
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En  mettant  xd  à  la  place  de  x  dans  l'expression  de  y^^  on  obtient 

On  trouve  de  même,  en  mettant  (1  —  a)x  à  la  place  de  x, 

y  —(i^a)~f-y+^  (°° x^^v 

dt/^  ,-  \-/^-y  f^  JÇ-Pdx 

En  substituant  ces  valeurs,  multipliant  par  «''"•"^(l  —  aY'^'^  et  écrivant  C  au 

C 
lieu  de ?  on  trouve 


(7) 


x~^  dx 


(l-\.x)y'^^{l-\-cucy 


Pour  trouver  (7,  soit*  a  =  0,   on  aura^ 


^-jo  (ï+^)>-'Jo  (1+^)^-    ]r(^ïr--^(«+/^+/-i)- 

Si  l'on  fait  p.  ex.  ft=l  —  « ,   on  aura  en  remarquant  que 

r(l  —  a)ra  =  ^^^,    y'(r-4-l)  =  y./V: 


x^'-^d.c 


(l+x)y[l  +  (l-a)x] 

Lorsque    a  =  y=^    on  a 


Jo,  yx(l  +  .r)(l  +  a*)    Jo 


f^'C 


V*(l+;r)»[l  +  (l-a)..] 
oo  7  r*oo 


^^       'Jo  y*-(i+^)ri+(i-a)a;i  Jo  y* 


(Le 


y*-(l+jr)[l  +  (l— a)rf;]    Jo    ya;(l+.r)»(l  + ax) 
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Toutes  ce»  intégrales  peuvent   s'exprimer   par    des    fonctions    elliptiques. 
En  effet,  soit   x  =  (tangy)^,    on  aura  après  quelques  transformations  légères 


«T  .  ^71 


^  Jo  yi  —  (1  —  a)8in*y   Jo  Vl — a-sin^r^ 


P 


■4-n  —n)  (*-   -*^ .  f*      ^y-cos'y 

^  'Jo  yi— asin^'jo    yi— (1— «)8in*5 


9 


c'est-à-dire,  lorsqu'on  fait  a  =  c*^  b*=\  —  c*, 

'-^^  =  F\c)E\h)^F\b)E\c)-F\c)F\b), 

où,  d'après  la  notation  de  M.  Legendre^ 


7r  ,  ^  >T 


Jo    vl  —  c*am*(f  Jo 

La  formule  ci-dessus  se  trouve  daus  les  Exercicen  de  Calcul  intégral  par 
M.  Legendre^  t.  I,  p.  61. 

Dans   la    formule   générale   (7)    les    intégrales    peuvent    s'exprimer    par 

d'auti'es  dont  les  limites  sont  0  et  1.     Soit  à  cet  effet   x^^r^ — ;    on  aura 

1— y' 


r(l  -a)  r{l-li)  T(a  +  ii±7z}).  ^  „ 


(8)      /  ^(^+1) 

Nous  avons  vu  plus  haut  que 


i 


•*  dx  _    ra.Fii  1 


On  peut  trouver,    connue  il  suit,    une   expression    plus    générale    de    la-^ 
(juelle  celle-ci  est  un  cas  particulier.     En  différentiant  l'intégrale 


_  r'd.v,.c—^(i—.vy-^ 


par  rapport  à  a,  on  obtient 

div.x'^-^{i—.vy-^ 


dy  .     ^,      ,v    Ç  *  dx .  .1?'^""*  (1  — .f)/ 

~dâ  —  ~\^\^  l'^fj^       Çc  +  a;«>/^^ 
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Il  s'ensuit  que 

En  niulti2)lîant  cette  équation  par  «^(l-j-a)**,  le  premier  membre  devient 
une  (litférentielle  complète,  égale  à  d[y  .a^{l -\-ay\^  on  aura  donc  en  inté- 
grant 

Pour  trouver  C^  qui  peut  être  une  fonction  de  x,  nous  ferons  a  =  oc> 
On  aura 

et  par  conséquent, 

bi  Ion  tait   rt  =  -     -    »    et  par  suite   ii:=z---    ,    ou  trouvera 

!/  —  x  'i  ''        a  +  'C 

=  x-"  {l  —  x)-i^i—  f'dx .  X"-'  (1  —  xy-'  -{-  f  dx.  X"-'  (1  -  xy-'  j . 
En  substituant  cette  valeur,  on  obtient 


et  par  conséquent 

Si  p.  ex.  a-\- (3=lj  on  aura 


81U 


Si  de  plu8  «zzi:.J,  on^  obtient 


J  0   (.f  + 1<)  >  .f — .c-  J  0  («  +  «0  >  ^«  +  « 
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ce  qui  est  juste,  car 


r ^-.^  =  -^—  arc.  taug  \/±+  5« , 

Jo  (.r  +  «)yj* — x^        ya  +  a*  '^   a — ax 


f  '. '^«         -■  =  -,-^^  ave.  taug  l/« - «^ . 

Jo(a+^)y«  +  rt*        y.r— .T«  **  '^  .r+.r«' 


et  arc.  tang  z  -\-  arc.  tang  —  =  „  • 

m.    Soit  y  =  f  e-^x"-'  (1  —  a;)''-»  dx,    où    «  >  0,  /?  >  0. 
Eu  différeutîaut  par  rapport  à  a  ou  obtieut 

-^^^^-=  re-^'x"'''{l  —  xy''dx. 

Lorsqu'ou  dififéreutie  la  fouctiou   r  =  e~''^x"{l  —  x)^    par   rapport   à   x 
ou  obtieut 

dr  =  ae-'^x"-'  (1  —  xy-'  dx  —  {a-{-(3-\-a)  e-'^x''  (1  —  xy-"^  dx 

4-  ae-^  x"-^^  (1  —  xy-^  dx, 

doue  eu  iutégraut  depuis  a?  =  0  jusqu'à  x=l,  et  substituaut  pour  les  inté- 
grales leurs  valeurs  eu   y,  -,-    et   -y^: 

On  satisfait  aussi  à  cette  équation  eu  faisant 


/oc 
e'^x''-'{x—iy-^dx, 


a  étant  positif.     Or  on  a  |?=:  ^^^til-|- 1,  donc  6-/''^"  =  -;^-^^.      Donc    l'é- 
quation (0)  donne 


dt/  dy^  C 

y^  lia        y  ~da         «««"+/^ 


33* 
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Si  dans  rexpressîon  de  y^  on  met  a;-|-l  à  la  place  de  x^  on  trouve 


/»OC 
J  0 


(la 


ou  bien,   en   mettant    —    à  la  place  de  x^ 


noo 

y^=ie-^a-"-f^^'  /     e-''x^-' {a-^-x)"-' dx, 


(1(1 


noo 

'-  =  —  e-"  a-"-P  j     e-'  x^-^  («  +  «)"  dx. 


Eii  substituant  ces  valeurs  de  î/j ,  ~  -  de  môme  que  celles  de  y,     .- >  eu  nml- 
tipliant  pai'   e"»"''"'',    et  faisant  a  =  0,  on  trouvera 

C  =  f°°e-'  dx .  »;''+"-»  J  dx.  x"-'  (1  —  xy-\ 
c'est-à-dire 

On  aura  donc 

ra.r(3=zfe-'^dx.x"-'{l  —  xy-'.f    e-'dx.x^-'{a-{-xy 

J  0  J  0 

ni  noo 

—  al   e-^' dx . X" (1  —  xy-' .  /     e-"" dx . x^-' {a -f  xy-\ 

J  0  J  0 

Lorsque  /î=l  —  a,  on  a 

81U  07f       .J„     .r  \1— ■'•/     Jo  l        '     ••^  / 


'■/>--"f.--..)"r.-ï«-'('+::r 


IV.     Soit 

/»OC 

y  =  /      «"-"^'a-"--'  (/;r,  où  a  >  0. 
En  différentiant  on  aura 
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'iy  _  /■    e'"-^'x"dx      -^—  r 

Or 

(/(«"-*'«")  =  dx .  e-^'"  x"-^  {a  -\-  ax  —  2x*), 

donc  en  intégrant  depuis  a;  =  0,  jusqu'à  x^oc,,  eu  .substituant  les  valeurs  des 
intégrales  en   ?/,    ^   ai  -.\i   et  divisant  par  — 2,  on  aui*a 

Cette  équation  conserve  la  même  forme  lorsqu'on  remplace  a  par  — </,  donc 


"='■''==!, 


oo 


est  de  même  une  intégrale  particulière  de  cette  équation.    Puisque  p  est  égal 
à  — \n^    on  a  6~'^'"'"=:Ce* ,  et  par  conséquent, 

Si,  pour  trouver  la  quantité  constante  6\  on  fait  a  =  0,   on  trouvera 

oo 


donc  en  substituant: 

et  par  suite 

|r["^^]  yj-^  je*  =  r    e'"-'"dx.x"-\f    e-'"-''dx.x'' 


\-  I     e"''-^'dx.x".l     e-^-^'dx.x"-'. 
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Si  dans  rexpression  de  y^  on  met  x-{-l  à  la  place  de  a;,  on  trouve 


y^^e-"  l     e-'"x''-\l-\-x)"-^dx, 

J  0 


(la 


ou  bien,   en   mettant    —    à  la  place  de  x, 


?/,  =  e-«a-«-^+^  /     e-'x^-^ia-^^xy-^dx, 


da 


noo 

p-  =  —  e-"  a-"-^  j     e-'  x^-^  («  +  a^) "  dx. 


1  J 

En  substituant  ces  valeurs  de  yi , -y^   de  même  que  celles  de   ?/,     .-?  en  mul- 
tipliant par   e'*a"^^j    et  faisant  a  =  0,  on  trouvera 

C=  f'^e''dx.xf'^"-\fdx.x"-'{l—xy-\ 
c'est-à-dire 

On  aura  donc 

ra.f(S=fe-'"dx.x"-'{l  —  xy-\l     e-' dx . x^-' {a -\- x)" 

J  Q  J  0 

pi  poo 

—  a      e-""^  dx .  a:"  (1  —  xY'-^ .  1     e-'  dx .  x^''  {a  -f  xy-\ 

J  0  J  0 

Loi'sque  ft=l  —  a,  on  a 


31 


-"/>--(i-.)T.^î.-('+-:)" 


IV.    Soit 

poc 

ij=l     e'"'-'''x"--^dx,  oh  a>0. 
En  différentiant  on  aura 
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';^  =  n <>,'"-''' X"  dx,    f^=:  /~e'"-''x"+'fix. 

Or 

d{e'"-''- x")  -—  dx .  e'^'^x"-''  {a-{-ax  —  2  r*), 

<lonc  en  intégrant  depuis  a;  =  0,  jusqu'à  x=.x,  en  substituant  les  valeurs  des 
intégrales  eu   y,    ;     et  -,  '^  »    et  divisant  par  — 2,  on  aura 

Cette  équatîon  conserve  la  même  forme  lorsqu'on  remplace  a  par  — a^  donc 


poo 

y  =  ]h  =  I     e-'^-'^x"-'  dx 


est  de  même  une  intégrale  particulière  de  cette  équation.    Puisque  p  est  égal 

a'- 

à  — ^r/,    on  a  erJ^^'^^^Ce^  ^  et  par  conséquent, 

Si,  pour  trouver  la  quantité  constante  (7,  on  fait  «  =  0,   on  trouvera 

ex? 


3,,=  J°°»-i— rfi=ir(  °  ), 

donc  en  substituant: 

et  par  suite 

|r("  +  M  /'(  jje'*  =  f°°e'"-"dx.x"-' .  j°°e-'"-'\Ix.x'' 


/»  OC  /«oc 

./ 0  «/ u 
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Si  Ton  met   a  (/ —  ï  à  la  place  de  a,  on  obtient  la  fonimle  suivante: 
\ry^       jTf^    ^  =  1     dx.e"''' co^  ax.x""^ .  I     dx.e~'' cosi  ax.x'' 


r»  oc  /»  OO 

^^  sm  ax.x". 


/■•oc  noo 

-\-  I     dx  .  e~**  sin  ax  x""^ .  /     dx.e 

J  0  J  0 


— X»    „•  ,    ^^     ^a 


Note.  Les  quantités  constantes  (exposants),  qui  se  trouvent  dans  les  intégrales  de 
ce  mémoire,  doivent  avoir  des  valeurs  telles  que  les  intégrales  ne  deviennent  pas  infinies. 
Ces  valeurs  sont  faciles  k  trouver. 


XVI. 


RECHERCHES  SUR  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Journal  fUr  die  relue  und  angewandte  Mntbcinatik,  heransgegeben  von  CrtUe^  Bd.  2,  3.    Berlin  1827,   1828. 


Depuis  loiijçtemps  les  fonctions  logarithmiques,  et  les  fonctions  exponen- 
tielles et  circulaires,  ont  été  les  seules  fonctions  transcendantes,  qui  ont  attiré 
l'attention  des  géomètres.  Ce  n'est  que  dans  ces  derniers  temps,  qu'on  a 
commencé  à  en  considérer  quelques  autres.  Parmi  celles-ci  il  faut  distinguer 
les  fonctions  nommées  elliptiques,  tant  pour  leur  belles  propriétés  analytiques, 
que  pour  leur  application  dans  les  diverses  branches  des  mathématiques. 
La  première  idée  de  ces  fonctions  à  été  donnée  par  l'immortel  Euler^  en 
démontrant,  que  l'équation  séparée 

dx  1  dy  ^ 

est  intégrable  algébriquement.  Après  Euler^  Lagrange  y  a  ajouté  quelque 
chose,    en  donnant  son  élégante   théorie    de    la  transformation    de    l'intégrale 

-  ---,.'  -----  î  oîi  B  est  une  fonction  rationnelle  de  x.     Mais  le  pre- 

mier  et,  si  je  ne  me  trompe,  le  seul,  qui  ait  approfondi  la  nature  de  ces 
fonctions,  est  ^I.  Legendre^  qui,  d'abord  dans  un  mémoire  sur  les  fonctions 
elliptiques,  et  ensuite  dans  ses  excellents  Exercices  de  mathématiques,  a  dé- 
veloppé nombre  de  propriétés  élégantes  de  ces  fonctions,  et  en  a  montré 
l'application.    Depuis  la  publication  de  cet  ouvrage,  rien   n'a  été  ajouté  à  la 


2fi4  UECIIERCHES  SUR  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 

théorie  de  M.  Legendre,  Je  crois  qu'on  ne  verra  pas  ici  sans  plaisir  des 
recherches  ultérieures  sur  ces  fonctions. 

En  général  on  comprend  sous  la  dénomination   de   fonctions  elliptiques, 
toute  fonction  comprise  dans  l'intégrale 

Rdx 

Va  -\-^x  -f-  y^^  +  dx'^  +  Ex^ 

où  U  est  une  fonction  rationnelle  et  a^  (3^  y^  J,  t  sont  des  quantités  con- 
stantes et  réellefi.  M.  Leg&tidre  a  démontré  que  par  des  substitutions  conve- 
nables on  peut  toujours  ramener  cette  intégrale  à  la  forme 

Pdy 


I 


I 


Va  +  %»  +  cy* 

oïl  P  est  une  fonction  rationnelle  de  y*.     Par   des   réductions    convenables, 
cette  intégrale  peut  êti'e  ensuite  ramenée  à  la  forme 

A  +  Bj,*  dy 


/ 


C+Dy^  Va -4-%^ +  6-/ 

et  celle-ci  à 

A-\-B9\Ti^e  de 


I 


où  c  est  réel  et  moindre  que  Funité. 

11  suit  de  là,  que  toute  fonction  elliptique  peut  être  réduite  à  Tune  des 
trois  fonnes: 

de 


/yl-'".fn.r  hm-^^-0,  j 


—  ? 


(l+nsin*Ô)yi— c*sin*Ô 


auxquelles  M.  Legendre  donne  les  noms  de  fonctions  elliptiques  de  la  pre- 
mière, secondent  troisième  espèce.  Ce  sont  ces  trois  fonctions  que  M.  Le- 
gendre a  considérées,  surtout  la  première,  qui  a  les  propriétés  les  plus  re- 
marquables et  les  plus  simples. 

Je   me   propose,    dans    ce   mémoire,    de    considérer   la   fonction   inverse, 
c'est-à-dire  la  fonction  y  a,  déterminée  par  les  équations 


_  r       de 


sin  0  =:(pa  =  x. 
La  dernière  équation  donne 

de^l  —  sin*ê  =  d{<pa)  =  dx, 
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donc 


/. 


yçr—x*)  (1 — c* .«») 

M.  Let/endre  suppose  c*  positif,  mais  j'ai  remarqué  que  les  formules  devien- 
nent plus  simples,  en  supposant  c*  négatif,  égal  à  — e*.  De  même  j'écris 
pour  plus  de  symétrie  1  —  c*»*  au  lieu  de  1 — x*,  en  sorte  que  la  fonc- 
tion (pa  =  x  sera  donnée  par  l'équation 


/. 


y(l  —  c^ ;c^(i -ÇJ^j:^) 

ou  bien 

<p'a  =  }r{i'—c'(p'a){l-{-e'<p'~c^). 

Pour  abréger,  j'introduis  deux  autres  fonctions  de  a,  savoir 

Plusieurs  propriétés  de  ces  fonctions  se  déduisent  innnédiatement  des 
propriétés  connues  de  la  fonction  elliptique  de  la  première  espèce,  mais  d'au- 
tres sont  plus  cachées.  Par  exemple  on  démontre  que  le«  équations  ya  =  0, 
^«  =  0,  Fa  =  0  ont  un  nombre  infini  de  racines,  qu'on  peut  trouver  toutes. 
Une  des  propriétés  les  plus  remarquables  est  qu'on  peut  exprimer  ration- 
nellement </)(m«),  y(m«),  F  (ma)  (in  étant  un  nombre  entier)  en  </)«,  /a.  Fa. 
Aussi  rien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  (p{7na)^  f(ma)^  F{via),  lorsqu'on 
coimaît  <pa,  fa.  Fa]  mais  le  problème  inverse,  savoir  de  détenniner  y  a, 
yVc,  Fa  en  (p{ma)j  /{ma)j  F{ma)^  est  plus  difficile,  parcequ'il  dépend  d'une 
é^juation  d'un  degré  élevé  (savoir  du  degré  7n^). 

La  résolution  de  cette  équation  est  l'objet  principal  de  ce  mémoire.  D'a- 
bord on  fera  voir,  comment  on  peut  trouver  toutes  les  racines,  au  moyen 
des  fonctions  y,  /^  F.  On  traitera  ensuite  de  la  résolution  algébrique  de 
l'équation    en    question,    et    on    parviendra    à   ce    résultat   remai^quable,    que 

(fi      ?y      5  F —    peuvent    être    exprimés   en    tpa^  fa,  Fa^   par   une    fonnule 

qui,  par  rapport  à  «,  ne  contient  d'autres  irrationnalités  que  des  radicaux. 
Cela  donne  une  classe  très  générale  d'é^iuatiôns  qui  sont  résolubles  algébri- 
quement. Il  est  à  remarquer  que  les  expressions  des  racines  contiennent 
des  quantités  constantes  qui,  en  général,  ne  sont  pas  exprimables  par  des 
quantités  algébriques.  Ces  quantités  constantes  dépendent  d'une  équation  du 
degré   vi^  —  1.     On  fera  voir  comment,    au   moyen  de  fonctions  algébriques, 

34 
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on  peut  en  ramener  la  résolution  à  celle  d'une  équation  du  degré  vi-\-l. 
On  donnera  plusieurs  expressions  des  fonctions  y(2// -{- 1)«,  /(2/i-{-l)«? 
F[27i-\-l)a  en  fonction  de  (pa^  fa^  Fa.  On  en  déduira  ensuite  les  valeurs 
de  (/)«,  y*a,  Fa  en  fonction  de  a.  On  démontrera,  que  ces  fonctions  peu- 
vent être  décomposées  en  un  nombre  infini  de  facteurs,  et  même  en  une  in- 
finité de  fractions  partielles. 

§  I. 

Pi'oprlétes  fondameidulea  dea  fonctions   ffa,  fa.  Fa. 

j. 

En  supposant  que 

(1)  ipa  =  x, 

on  aura  en  vertu  de  ce  qui  précède 

(2)  •  n=r-,         .   '^'l.       .   .    . 

J«  V(l  — c='jr*)(l  +  «*ar*) 

Par  là  on  voit  que  a,  considéré  comme  fonction  de  x,  est  positif  depuis 
x^Q   jusqu'à    x=      '     En  faisant  donc 


'''  ^  =/. 


5 


il  est  évident  que  cpa  est  ])ositif  et  va  en  augmentant  depuis  a  =  0  jusqu'à 
a  =  -^.-  î    et  qu  on  aura 

(4)  y(0)  =  0,    y(ï)  =  |- 

Cîonmie  a  change  de  signe,  lorsqu'on  écrit  — x  à  la  ])lace  de  Xj  il  en  est 
de  même  de  la  fonction  (pa  par  rapport  à  a,  et  par  conséquent  on  aura 
l'équation 

(5)  (p^—a)  =  —  (pa. 

En  mettant  dans  (1)  xî  au  lieu  de  x  (où  z",  pour  abréger,  représente  la 
quantité  imaginaire   )/ —  1  )    et    désignant  la  valeur  de  a  par  ^e,    il  viendra 

(6)  xz  =  rf{ih)    et   /?=  f-  ^  'f;       ^  ^-      . 
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ft  est  réel  et  positif  depuis  x  =  0  jusqu'à  x=      ?    donc  en  faisant 


(7)  '^  =  /''       ''• 


y(l_,.2.r=')(l+r*.r=') 

ar  sera  positif,    depuis   (3  =  0  jusqu'à   i3=      ^    c'est-à-dire    que    la    fonction 
•   y(/'0    ^®*'^    positive    entre    les    inêmes    limites.       En    faisant    ft  =  a    et 
y  =L  ^  ^.   ^ ,    ou    a 


donc  on  voit,  qu'en  supposant  c  au  lieu  de  e  et  e  au  lieu  de  c, 

'  \    ■    se  changera  en    (pa. 

Et  connue 

/a  =  yi  — c>-«, 

on  voit  que  par  le  changement  de  c  en  ^  et  e  en  c,  f{cii)  et  F[ai)  se 
changeront  respectivement  en  Fa  et  /a.  Enfin  les  équations  (3)  et  (7)  font 
voir  que  par  la  même  transformation  w  et  0)  se  changeront  respectivement 
en  (B  et  co. 

D'après  la  formule  (7)   on  aura   a-=        pour   ft=i      ^    donc    en    vertu 
de  l'équation    ar?'=  y  (/??'),    il  viendra 


2. 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  on  aura  les  valeurs  de  ^a  pour  toute  va- 
leur réelle  de  «,  comprise  entre  —  -  et  -["  o"'  ^*  pour  toute  valeur  ima- 
ginaire de  la  forme  /î^  de  cette  quantité,  si  ft  est  une  quantité  contenue 
entre  les  limites  —  ,.     et    -[-  -  -  •     Il  s'agit  maintenant  de  Jn-ouver  la  valeur 

de  cette  fonction   pour  une  valeur  quelconque,    réelle    ou    imaginaire,    de    la 

34* 
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variable.  Pour  y  parvenir,  nous  allons  d'abord  établir  les  propriétés  fonda- 
mentales des  fonctions  if^f  et  F. 

Ayant 

f^a=^  1  —  c^ip^a^ 

on  aura,  en  différentiant 

fa  ./'a  =  —  c*  (pa .  tp'a^ 

Fa .  F'a  =  e^  (pa .  (p'a. 
Or  d'après  (2)  on  a 

ip'a  =  y{l—v.^(p^a){l^e^(p^a)=fa.Fa, 

donc,  en  substituant  cette  valeur  de  ip'a  dans  les  deux  équations  pi-écéden- 
tes,  on  trouvera  que  les  fonctions  y  a,  fa^  Fa  sont  liées  entre  elles  par  les 
équations 

iip'a=zfa.Fa^ 
fa=  —  c^<pa.Fa, 
F'a'=.e^ipa  .fa. 

Gela  posé,  je  dis  qu'en  désignant  par    a    et   /î    deux  indéterminées,   on  aura 

(10)  \   y(^+^=f^^^^^^^, 

Ces  formules  peuvent  être  dédnîtes  sur  le  champ  des  propriétés  connues 
des  fonctions  elliptiques  [Leffcjidre  Exercices  de  Calcul  intégral);  mais  on 
peut  aussi  les  vérifier  aisément  d*e  la  manière  suivante. 

En  désignant  par  r  le  second  membre  de  la  première  des  équations 
(10),  on  aura,  en  différentiant  par  rapport  à  «, 

dr  _  (p'a .  fp .  F(i  +  fp(i.Fa.fa-\-(f(i .  fa .  F' a 

da  \ -\- e^ c^ (p^ a .  (f'^ (i 

_  ((fa  ./fi  .Fli  +  (ffi.  fa .  Fa)  2  «»<?>« .  (f^£.  q'a 
"  "^  (r+  e^c^(f*a .  q^^'tiy 

En  substituant  pour  (p'a^  f'a^  F' a  leurs  valeurs  données  par  les  équations 
(9),  il  viendra 


•  V 
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dr  _   fa.Fa.fii.Fii   _2e^c^(p^a,(p^^1  .fa.f^i ,  Fa.Fli 
da        i+e^c^(f^a,(p^-ti  (1  +  ^^c^p^'a.y  V)* 

.(fa,(pji,{i-fe^c^<f^a.(py){—c^F^a+e^f*a^^ 

d'où,  en  substituant  pour  f^a  et  F^a  leurs  valeurs  1 — c^cp^a^  l-}-<?*9)*«, 
et  en  i*é(luisant,  on  tire 

dr (l—e^c^(p^a.(f.^^)[(e*—c*)(pa.fffi+fa.fli,  Fa^^F[i]  —  2e^e^(fa.(fii((f^a+q>^(i) 

lia        ~  (14^«>^^/r/)V)*  ~  "~      * 

Maintenant  a  et  /î  entrent  symétriquement  dans  l'expression  de   r;    donc    on 

fif  fil* 

aura  la  valeur  de      .    ^    en  pemiutant  a  et  /?  dans  la  valeur  de    -.—  •        Or 

if  1* 

par   là   l'expression    de      .       ne    change   pas.  de    valeur,    donc    on    aura 

dr  dr 

~dâ  ^^  d(i  ' 

(>ette  équation  aux  différentielles  partielles  fait  voir  que    r    est  fonction 
de    a-}-/?;    donc  on  aura 

La  forme  de  la  fonction  xp  se  trouvera  en  donnant  à  /?  une  valeur  particu- 
lière. En  supposant  par  exemple  /î  =  0,  et  en  remarquant  que  (p(0)  =  0^ 
/(0)=1,  i'^(0)=l,  les  deux  valeurs  de  r  deviendront 

r  =  (pa    et    r=:tffaj 
donc 

iffa  :=(pa^ 
d'où 

r  =  ^(«  +  /î)z=(^(«  +  /î). 

La  première  des  fonnules  (10)  a  donc  effectivement  lieu. 

On  vérifiera  de  la  même  manière  les  deux  autres  fomniles. 


3. 

Des  fonnules  (10)  on  peut  déduire  une  foule  d'autres.     Je  vais  rappor- 
ter quelques-unes  des  plus  remarquables.     Pour  abréger  je  fais 

(11)  l+e*r^/)V/.(/)*/9  =  7?. 

En  changeant  d'abord  le  signe  de  /?,   on  obtiendra 


(12^ 
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En  formant  le  produit  de    y  («  -|~  /^)    ^*   ^P  (^  —  /^)  7    ^^  trouvera 

OU,  en  Hubstîtiiant  les  valeni's  de  /*/?,  -F*/?,  ./'«^  -f*"  en  (pfi  et  y«, 

(p{tt-\-{ï).<f{tt  —  (ï)='  ''  %/----- 

_  (^*«  _  y,«^)  (1  +  e*e^.y .  .jr.«,V) . 
■""  11*  ' 

or  i?=  1 -|-e*r*ç)*a.ç)*/î,   donc 

(13)  y(«  +  ^).y(«_/9)='î^*«-'^*^ 

On  trouvera  de  même 

2^(«  + /î) .  i^(«  - /?)  =  ^'*«  +  ^  W  •/*«  =  ^'^'^  +  ^7"  ••^*'' 
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4. 

Eu  faisant  dans  les  fonnules  (10)  /i  =  ±  '  ?    /^^^±  o  h    ^*   ^^^  remar- 


quant   que  /    +  ^M  =  0 ,    F   +    -  /  =  0 ,    ou  aura 


r.T   ^" 


(15) 


/     ^  «3  .\        ^     ia.\    Fa       p/     j_  ô  .\        ^  -^(yV     qr>a 


,./    ^  O  .\      /(y'j 


ou  bien: 


W«±î)=±T^:i/h2)=^f«"+«'ij; 


(16)       ( 


^'hr-)=^ 


V«2  +  ^2    1 


c  Fa  ' 


W«±M=±->;^1«±M=±'V^'+^;;-i 


De  là  ou  tire  sur  le  champ 


V'I  !i'+«  =<^  9  — «  ;  /!)"+«  =—/u'— «h 


Cei      ,  \  -,,  /   W 


(17) 


^^  :;+«  =^i:;-«  ; 


^(2  *  +  «)=y(-2-*-«);  ^'(2  *  +  '')=-'^'l2  *"-«)5 


f\ti+A=f[ti— 
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(18) 


ce 


û>  . 


f\a±^t]fa:^ 


Ve^  + 


2 


Eu  faisant    a  =  T    et    C  /,    ou  eu  déduit 


c3  . 
2 


*(2  +  M=s. /(-2+ï')=s.  ^1^'  +  M= 


1 
0 


frj 


En  mettant  ensuite  dans  les  trois  premières  équations  (17)  et  -|-  «     au   lieu  d' 


2 


a  y    et  dans  les  trois  dernières    «-|-^  e    au  lieu  de    a,    on  obtiendra  les  sui 
vantes 


(19) 


9)(a-|-ttf)  =  — ya;   /(a-f- to)  =— /a;    i?'(a-f-co) 


Fa-, 


(p{a-\-vl>t)= — <pa]  f[a-\-iBt')=      fa;    F{a-\-iii)i)=  —  Fa; 


et  en  mettant    a-j-to    et    a-\-Gii  au  lieu  de  a: 

(p{2<o-\-a)=(pa]    (p[2iSi-\-a)^  (pa;    (p{(o-\-G}t-{Ta)  =  <pa; 
(20)       {    /(2ee; +  «)=/«;       /(m +  «)  =  /«; 

f^(c« -I- a)  =  ir'a  ;    F(2«)/+a)  =  i^a.. 

Ces  équations  font  voir  que   les   fonctions    (pa^  fa^    Fa    sont  des  fbnc— 
.  tions  périodiques.     On  en  déduira  sans  peine  les  suivantes,  où   m  et  n  sont; 
deux  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs: 


(21) 


(p[(rii-\'n)vj-\-(m  —  n)  «)t  -|-  a]  =  y  a  ; 
y  [(m-|-w)ai-]-(m  —  n-|-  \)Gii-\-a\=si  —  y«; 
/(27f^w-|-/^€D /-{-«)=/«;    /[(2m -|-  l)a>-|-?icDi -j-  «] 
i^^(.„ico  -|-  2-McDi  4-  «)  =  Fa  ;    i<'[mco  +  (2/^  -|-  1)  (De  +  a] 


—  T'a. 


Ces  fonimles  peuvent  aussi  s'écrire  connue  il  suit: 


(22) 


^(mcy-|-ncDi±  a) 
/{fnoj  -^  7iwi±  a) 
F(^miO'-\-nG>i±  a) 


±{—iy^\pa, 

(-i)V«, 

(—  lyFa. 


Ou  peut  remarquer  connue  cas  particuliers: 


j 
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y (7«<o i: a)  =  ± ( —  l)"*yia;  (p{nGii±,a)z=±[ —  l)"ya; 
(22')  l   /(mwi a)  =  (-!)"/«;        f{nmi±a)=fa; 

F{mo>  ±a)  =  Fa',  F{nUii±  a)  =  (—  lyFa. 


5. 

Les  fonnules  qu'on  vient  d'ëtablir  font  voir  qu'on  aura  les  valeurs  des 
fonctions  (pa^  fa^  Fa  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  la 
variable,  si  on  les  connaît  pour  les  valeurs  réelles  de  cette  quantité,  com- 
prises entre     '     et   — x-    et  pour  les  valeurs  imaginaires    de   la   fonne   /3z*, 

OÙ   p   est  compris  entre   -^    et ^• 

En  effet,  supposons  qu'on  demande  la  valeur  des  fonctions  y(«-f~/^Oî 
y(a-[~/^0?  -^("^"/^Oî  oîi  a  et  /?  sont  des  quantités ,  réelles  quelconques. 
En  mettant  dans  les  formules  (10)  /3z  à  la  place  de  /?,  il  est  clair  qu'on 
aura  les  trois  fonctions  dont  il  s'agit,  exprimées  par  les  fonctions  </)«,  fa^ 
Fa^  ^{ftt)j  f{ftt)^  P{Pi)'  Il  ^^  reste  donc  qu'à  déterminer  ces  dernières. 
Or,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  a  et  /3,  on  peut  toujours  trouver  deux 
nombres  entiers  m  et  w,  tels  que   a  =  mœ±a\  (i=.n(Qi:fi\  où  a'  est  une 

quantité   comprise   entre  0  et   -|-  -ô"  »    ®*   P'    entre  0  et   -|- ^  •      Donc    on 

aura,  en  vertu  des  équations  (22'),  en  substituant  les  valeurs  précédentes 
de  a  et  /?, 

(pa  =  (p{nno  ±  a')  =±( —  l)"*ya', 

fa=f{mw±a')  =(-!)-/«', 

Fa  =  F{mo}  ±a')  =Fa', 
if  {Pi)  =  ip  {nmi±  /i'i)  =  ±  (-  1)-  (f  ilS'i), 
/(l3i)=f{nait±fi'{)=M't), 
F{(ii)  =  F{nmi±  (i'i)  =  (—  iyF{fl'i). 

Donc  les  fonctions  y  a,  /a,  Fa,  (p{j3{),  f(J^i),  F  {/Si)  seront  exprimées  connne 
on  vient  de  le  dire,  et  par  suite  aussi  les  fonctions  (p{a-\-fti)^  f{a-\-(ii)., 
F{a-\-(ii). 

Nous  avons  vu  précédemment,  que  ipa  est  réel  depuis  a= — ^    jusqu'à 

35 
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a  =  -\--^j   et  que  -^v-  est  réel  dépuis   a  = ^y  jusqu'à  «  =  -)---•    Donc 

en  vertu  des  équations  (22)  il  est  clair 

1)  que    (pa    et    -V-     sont  réels  pour  toute  valeur  réelle  de   a;    (pa  est 

compris  entre et    H >    et    ^-\-^    entre et    H : 

^  c  ^     c  t  e  *     e  ^ 

2)  que  (pa  s'évanouit  pour    a=^7mx)^    et    — .    -    pour    a=tu(Oy   w^  étant 

un  nombre  entier  positif  ou  négatif;    mais    (pa    n'est   pas    nul    pour    aucune 
autre  valeur  réelle  de    «. 

En  remarquant,  que  fa=^yi  —  c^(p'^a^    Fa  =i^ \-\-'e^(p'a^    il    suit    de 
ce  que  nous  venons  de  dire 

1)  que  les  fonctions  fa^  Fa^  /(«^)î  F  {ai)    sont  réelles  pour  toute  va- 
leur de  a; 

2)  que  fa  est  compris  entre  les  limites   —  1    et    -|- 1    et    Fa    entre  les 

limites    -f-  1    et   -|-  |/  1  -[-  -^-  ?    de  sorte  que  Fa  est  positif  pour  toute  valeur 
réelle  de  a; 

3)  que  f{ai)   est  positif  et  compris  entre  les  limites   -|- 1    et  |/l4- 

et  F  {ai)   entre  les  limites  — 1   et  -f- 1   pour  toute  valeur  réelle  de  a; 

4)  que /a  s'évanouit  pour  a  =  (m-|-^)(u  et  F  {ai)  pour  a  =  (m-|-^)cD; 
mais  que  ces  fonctions  ne  s'annulent  pour  aucune  autre  valeur  de  a. 

On  remarquera  ce  qui  suit,  comme  corollaires  des  formules  (22): 

1)  Soit  a  =  0.     Dans  ce  cas,  en  remarquant  que    y(0)  =  0,  y(0)  =  l, 
jP(0)=  1,    on  aura 

i(p{mvi}-\-nOii)=.Q^ 
f{mœ  +  nmi)  =  {—\)^, 
F{m(t)  -}-  nœi)  =  ( —  1)*. 

2)  Soit    a  =  çc  •     En  vertu  des  équations  : 

W  \  1  r[   (*^\  A         XT*/   ''^  \  V«*  +  6'*  h 


»     2     =    -/y    =»' 


^lï    =-'     .       -« 


on  aura 


.  (24)  {   /[(m  +  i)  c»  +  nG>{\  =  0, 


n 

, 

C 
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3)    8oit    «=  ô  *'•     En  vertu  des  équations 

W-M=7'  /(-M=7'  4M=''' 


on  aura 


»  « 


e 


(25)  (    /[t^co  +  (r;.  +  i)  m\  =  (-  1)-  ^^  , 

F[mu}  -|-  (w  -f- 1)  û>?:]  =  0. 

4)    Soit    «=  «  "1~~9'^'     ^^  vertu  des  équations  ci-dessus  on  aura 

(26)  J   /[(^  +  |),^  +  (^4_|)a,,:]  =  ^, 


6. 

Les  équations  (23),  (24),  (25)  font  voir  que  la  fonction  (pa  s'évanouit 
toutes  les  fois  que  a  est  de  la  forme  a  =  m(0'-\-nG)i'^  que  fa  s'évanouit 
toutes  les  fois  que  a  est  de  la  forme  a  =  (7W-}-^)co -[-woj/,  et  que  Fa  s'é- 
vanouit toutes  les  fois  que  a  est  de  la  forme  a=wai-|-(7i-j-^)cSt'.  Or  je 
dis  que  poiu'  toute  autre  valeur  de  a,  les  fonctions  (pa^  fa^  Fa  auront  né- 
cessairement une  valeur  différente    de   zéro.      Supposons    en    effet   qu'on    ait 

a  et  /3   étant  des  quantités  i-éelles.      En    vertu   de   la  première  des  fonnules 
(10),  cette  équation  peut  s'écrire  comme  il  suit: 

Maintenant  les  quantités  (pa,  /(/?^*),  F{Pi)  sont  réelles  et  <p{fti)  est 
de  la  forme  ?'-4,  où  A  est  réel;  donc  cette  équation  ne  peut  subsister  à 
moins  qu'on  n'ait  séparément 

ipa.f{fii)F{(ii)  =  0\  (p{{3t)fa.Fa  =  0. 

35* 
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Ces  équations  ne  peuvent  être  satisfaites   que    de    deux    manières,    savoir    en 

faisant 

(pa=:0^   'y(/î^)^z=0, 

ou 

/{ftt)F{/3t)  =  0,  fa.Fa  =  0. 

Les  deux  premières  équations  donnent  a  =  7wa>;  (i=zriXfi.  Les  deux 
dernières,  en  remarquant  que  Fa  et  f{fti)  ne  peuvent  jamais  s'évanouir, 
donnent 

d'où 

Mais  pour  ces  valeui-s  de  a  et  /î,  la  valeur  de  <p{cL-\-(ii)  deviendra  infinie; 
donc  les  seules  valeurs  de  a  et  /^  sont  a^^mix)  et  /?  =  7?aï,  et  par  consé- 
quent toutes  les  racines  de  l'équation 

peuvent  être  représentées  par 

(27)  x  =  wioi -|- 7^û>^. 

De  la  même  manière  on  trouvera  que  toutes  les  racines  de  l'équation 

fx=0, 
peuvent  être  représentées  par 

(28)  a:  =  (m  -|-  i)  «>  -j-  'nXQi^ 
et  celles  de  l'équation 

Fx  =  0, 
par 

(29)  x=i  inœ  +  (w  +  i)  «>''• 


7. 

Les  fommles  (26)  font  voir  qu'on  satisfait  aux  trois  équations 

V>^  =  hi   /^  =  -iï5    Fx  =  ^, 
en  donnant  à   x   une  des  valeurs  de  la  fonne 
(30)  ^.  ^  (^  -|_  I)  co  -^  {n  +  \)Uii. 
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Or  on  peut  démontrer  que  les  équations   en   question   n'ont  pas   d'autres  ra- 
cines.    En  effet,  ayant 

i  1  ^  h  1  „  />  1 

les  équations  en  question  entraîneront  celles-ci: 

niais    en    vertu    de    ce    qu'on    vient    de    voir    dans  le   numéro   précédent,   ces 
équations  donnent  respectivement 

X  —  -;z -^  7  =  mœ  4-  wtD?';    x  —  -^ i=  (m  -{-  ^)  cw  -j-  niDij 

a;  — y  =  wxy4-(w-f-|)(D/; 

ces  trois  équations  sont  équivalentes  à  la  suivante: 

x  =  (m4-|)a)4-(w4-|)iD/, 
c.  q.  f.  d. 


8. 

Ayant  trouvé  connue  ci-dessus  toutes  les  racines  des  équations 

(px  =  0,  fx  =  Oj   Fx  =  Oy 

je  vais  maintenant  chercher  les  racines  des  équations  plus  générales 

(px  =  (pay  fx==:fay   Fx  =  Fay 

oîi  a  est  une  quantité  quelconque  réelle  ou  imaginaire.     Considérons  d'abord 

l'équation 

(px  —  (pa  =  0. 

En  faisant  dans  la  seconde  des  fornmles  (12) 

,r  -]-  a        r%        ^  —  o 

«=     2     '    ^=     2      ' 
on  trouvera 

wx  —  q)a=-    "^  /     .    \  -    /        (=0. 
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Cette  équation  ne  peut  subsister  que  dans  l'un  des  cinq  cas  suivants: 


ar —  a 
2 


1)  si    (/)j^, 

2)  si   /[""P 

3)  si  ii' ("'-+" 


4)    si   (p\-,~ 


5)    si    <pl 


2 

x  -\-  a 


=  0,  d'oïl  x:=.a-\-2ma)-\-2nvSt, 

=  0,  d'où  x=  —  a-\-{2m-\-l)(o-\-2nûii, 

=  0,  d'où  x  =  —  a-\~2ma)-\-{2n-\~l)aii, 

=  -^,  d'oh  x  =  a-\-{2m-\-l)to-\-{2n-\-l)ûii, 

=  ^,  d'où  3!  =  — rt-f  (2m.-f  l)(o-j-(2n-f-l)ffi/. 


La  l'ésolution  de  ces  cinq  équations  est  contenue  dans  les  formules  (27), 
(28),  (29),  (30). 

Des  valeurs  trouvées   de   x   il   faut  rejeter  celles   que  doune  la  fomuile 

a:  =  —  a-f  (2m+ 1)  tu -f  (2r?  +  1)  «)/, 

car  une  telle  valeur  de  x  donne,  en  vertu  de  l'équation  (22), 

q)X  =  . —  y  a, 

tandis  qu'on  doit  avoir  (px  =  (pa]  mais  les  autres  valeurs  de  x,  exprimées 
par  les  quatre  premières  formules,  peuvent  être  admises.  Elles  sont,  comme 
on  le  voit,  contenues  dans  la  seule  formule: 


(31) 


X  =  ( —  l)*+«  a  -\-  mio  -\-  nmi. 


Telle  est  donc  l'expression  générale  de  toutes  les  racines  de  l'équation 

ifx  =  ipa. 
On  trouvera  de  la  même  manière  que  toutes  les  racines  de  l'équation 

sont  représentées  par  la  fornnile 

(32)  X  =  ±  /7  -|-  2mio  -[-  7?cD/, 

et  toutes  celles  de  l'équation 

Fx  =  Fa 
par  la  formule 

(33)  a:  =  ±  a  -|-  imo  -f-  2  vûii. 
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§  II. 

Foniudts  qui  lUnuieid  les  oalenrs  tlf   tpQta),  /(ita),  F(^na)   e,rprliinUfs  en  foiidions  valion- 

tielle»  tl«   (fa,  fa,  Fa. 

9. 

Reprenons  les  fonnnles  (12).      En    fuisant   dans   la    1',    la  3'  et  la  5' 
a=.»l'i^   il  viendra 

ip (« -\-\)li=-ip (« -  l)/:f  +    -       i        -  ' 


(34)  /    /(«+l)/?=-/(»-l)/3  + 


2/(«/J)//^ 
R 


^(«+l)/9=-^(«-l)/?+-^^-('|)^^ 

où    li=l^c*e'<p''{nCl)(p'l3, 

Ces  formules  donnent  la  valeur  de  (p(n-\-l)(S  en  (p{n —  1)/J  et  <p{n(i); 
celle  de  /(n+l)/9  en  /(«—!)/?  et  /(«^),  et  celle  de  F(n-\-l)À  en 
F(n — 1)/?  et  F{n[i).  Donc  en  faisant  successivement  «=1,  2,  3  .  .  ., 
on  trouvera  successivement  les  valeurs  des  fonctions: 

</>(2/9),  <p(3/?),  (^  (4/?)...  9)  («/?), 
/(2/?),  /(3/î),  /(4/?)  .  .  .  /(n/î), 
^X2/î),  i'X3^),  2^(4/9)  .  .  .  F{nft), 

exprimées  eu  fonctions  rationnelles  des  trois  quantités 

<p[i>  //?,   Pft- 
En  faisant  p.  ex.  n  ==  1 ,    on  aura 

(35)  ^/(2/i)  =  -l  +  .--^2/V^,^^, 

Les  fonctions  (p{nfi)^  f{^l^)i  ^{^1^)  étant  des  fonctions  rationnelles  de 
y/?,  y/9,  i^T^,  on  peut  toujours  les  réduire  à  la  fonne        >    oti  P  et   Ç    sont 
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des  fonctions  entières  de  75/î,  f(i^  FjS.  De  même  il  est  clair  que  le  déno- 
minateur Ç  aura  la  même  valeur  pour  les  trois  fonctions  que  Ton  considère. 
Soit  donc 

(35')  <p  {np)  =  g- ,  /(«/?)  =  ^^ ,  F{n(ï)  =  ^, 

on  aura  également 

,>(«_1)^=^;.  An-l)ft=''^^-,   i^(»-l),»=-^^-!. 

En  substituant  ces  valeurs,  la  première  des  formules  (34)  deviendra 

2//? .  F  fi     " 

-:  =  —  n—rr  — 


ou  bien 


En  égalant  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  de  ces  deux  h'actions, 
on  aura 

(36)  P,,,  =  -P,^,{Ql-\-c*e*ip*(i.Pl)-{-2//i.F/3.P^Q^Q^„ 

(37)  (,\,,=      Ç._,(Ç2  +  eV</)»/9.P,'). 

La  seconde  et  la  troisième  des  équations  (34)  donneront  de  la  même  manière 

(38)  P',,,  =  -  P\_, {Ql  +  c'e^cp'p.Pl)  +  2//Î .  P/  (?,(?._, , 

(39)  P",,,  =  -PVx(Çi:  +  c*eV/9.Pî)  +  2P/Î.P/(?,Ç_,. 

En  faisant  dans  ces  quatre  formules   w=  1 ,  2 ,  3  .  .  . ,    et  remarquant  qu'on 
aura 

Qo=h  <?i  =  i,     ^0=0,   Pi  =  </)/î, 
p;=i,  P/=//î,  Po"=i,  P/=J^/î, 

on  trouvera   successivement   les   fonctions    entières    Ç^^   P„,   PJ^   P^",    pour 
toutes  les  valeurs  de   w. 
Soient  pour  abréger: 

(40)  cpp  =  x,  fft=y,   Fft  =  z, 

(41)  B,  =  Qi-\-e'c'x'Pi, 
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les  fbnnules  préccflentes  donneront 

^     "^  '     P'n,.  =  -  P\-^  K  +  ^y  ^n    Qn  Çn  -,  , 

En  posant    /t  =  1 ,  2 ,    on  aura  , 

U,  =:.-.  Ql  -f  r^rV^PÏ  =:  1  +  e'r^x\ 

(43)  {    P,=:-  PJi,-\-2yzl\Q,Q,=  2u;,z, 

IV  =  -  F.'B,  +  2yl\'  Q^Q,=:.-l-  «V*x*  +  2y\ 

\  P/=  —  Po"/»?!  +  2zI\''Q,Q,  =  —1  —  e*c'x*  +  22*. 

B,  =  Çl-{-  e*c'x*Pl  =  (1  +  6'«c*x*)*  +  e''c'xK4x''y''z\ 

(44)  {  ■  =x{4,/z*Q,-Ji,), 

l\'=-l\'li,-]-2yP,'Q,Q,=  -yU,^2yP,'Q, 

=  y{2Ç,P,'-Ii,), 
P,"=z{2Q,P/-E,). 

En    coutiiiuaiit    de    la    sorte,    et    eu    remarquant    que    y^=l  —  c*a:*, 
2*=l-|-c*x*,    on  verra  aisément  que  les  quantités 

p  7^  P*  P^' 

sont  des  fonctions  entières  des  trois  quantités  x*,  y*,  2*,  et  par  conséquent 
aussi  de  Tune  quelconque  de  ces  quantités,  pour  une  valeur  entière  quelcon- 
que de  H. 

(îela  fait  voir  que   les   expressions    de    y(w/ï),  f{^^ft)i  J^\^^P)    seront    de 
la  forme  suivante: 

1    cp{2„l1)  =  <f(i./lS.Fl-i.T,    <p{2n-\-l)(3  =  <fft.r', 

(45)  !   /{2n/J}  =  2\,  /{2n-\-l)(3=.f[i.T", 

(  F{2n(3)=r,,  F{2n-\-l)(i=Fft.T"\ 

où  T  etc.  repi'ésentent  des  fonctions  rationnelles  des  quantités    {(fl^)*,  (//^)*, 
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§ni. 

RésiÀution  (les  équcUiotis 
,f(n,i)  =  -^^  ,  /(nli)  =  ^ ,    F(„[i)  =  V_ . 

10. 

* 

D'après  ce  qu'on  a  vu,    les   fonctions    <p{n(3)^  f{^^P)^  ^^W^)    s'expriment 

rationnellement  en    x^  y^  z.      La  réciproque  n'a  pas  lieu,    car  les  équations 

(35')  sont  en  général  d'un   degré  très-élevé.      Elles   ont  par  cette  raison  un 

certain   nombre    de   racines.      Nous    allons    voir   comment   on    peut    aisément 

exprin^er  toutes  ces  racines  au  moyen  des  fonctions    y,  /,  F. 

P 
A.    Considérons  d'abord    l'équation   </)(n/?)  =  -x"  >  ou  Çn  •  9^  (^/^)  = -P*»  ?    ^t 

cherchons  toutes  les  valeurs  de  x.     Il  faut  distinguer    deux    cas,    selon    que 
n  est  pair  ou  impair: 

1)    Si  n  est  un  nombre  pair. 

D'après    ce    qu'on    a   vu    dans    le   paragraphe   précédent  (45),    on    aura 
dans  ce  cas 

(p  (2nft)  =  xyz .  'ipix^)', 

ou,  en  vertu  des  formules 

(p(2n/î)  =  x.xp{x^)  y{ÏZ^^x^)(r-^~e^x% 

Donc  l'équation  en  x  deviendra, 

(p\2np)  =  x^{xpxy{\—c^x^)(l-\^e^x^). 

En  désignant  le  second  membre  par    ^(^*),    on  aura 

ip\27ip)  =  e{x^). 

(fP  étant  une  des  valeurs  de  x,   on  aura 

(46)  cp\2n/3)  =  S{ip^/i), 

équation  qui  a  lieu,  quelle  que  soit  la  valeur  de  /î.     On  trouvera  comme  il 
suit  les  autres  valeurs  de  x.     Soit   x  =  (pa    une   racine  quelconque,    on   doit 

avoir 

(p*{2nft)  =  0{<p*a). 


KKCIIERCHËS  SUR  L£S  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  283 

Or,  en  mettant  clans  (46)   a   au  lieu  de  /î,   il  viendra 

donc 

(47)  ip\2ni3)  =  ip\2na), 

équation  qui  revient  à  ces  deux  que  voici: 

(p{2na)  =  (p{2nfi)    et   (p{2na)=i  —  (p{2n/3). 

La  première  donne,  en  vertu  de  (31), 

2na  =  {—  l)-+^2w;^c|-wa)-f /iOt, 

oîi  m  et  ft  sont  deux  nombres  entiers  quelconques,  positifs  ou  négatifs,  zéro 
y  compris. 

La  seconde  donne  les  mêmes  valeurs  de   2naj    mais  de  signe  contraire, 
connue  il  est  aisé  de  le  voir,  en  l'écrivant  comme  il  suit: 

(p{ —  2na)  =  (p{2n/3). 

Toute  valeur  de  2na  qui  satisfait  à  l'équation  (47)  peut  donc  être  repré- 
sentée par 

2na  =  ±[{—  l)-+^2n/î-fmw-[-/fCDï]. 

De  là  on  tire  la  valeur  de  a,   eu  divisant  par  2w,   savoir 

Ayant  la  valeur  de  a,  on  aura 

(48)  y  «  =  ±  y  (  (-  1)-+''/?  +  ;>  +  g'',.  Git]  =  x.. 

Donc  toutes  les  valeurs  de  x  sont  contenues  dans  cette  expression,  et  on  les 
trouvera  en  donnant  aux  nombres  m  et  fi  toutes  les  valeurs  entières  depuis 
— xj  jusqu'à  +'^-  Or  pour  avoir  toutes  celles  qui  sont  différentes  entre 
elles,  il  sufKt' de  donner  à  m  et  fi  des"  valeurs  entières  moindres  que  2v. 
En  effet,  quels  que  soient  ces  ncmibres,  on  peut  toujours  les  supposer  réduits 
à  la  forme: 

rn=i27ik-^m.\   /i  =  2wfc'-f-/^S 

où  fc.  Je'  sont  des  nombres  entiers,  et  m',  i/  des  nombres  entiers  moindres 
que  2//.     En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  x,  elle  deviendra: 

m* 
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or  en  vertu  de  (22)  cette  expression  se  réduit  à 

(49)  ar  =  ±y  ((-  l)-"-/3+  ;';;  io  +  ^;'^  .«/). 

Cette  valeur  de  x  est  de  la  même  fonne  cpie  la  précédente  (48),  seulement 
VI  et  fi  sont  remplacés  par  m'  et  /i',  qui,  tous  les  deux,  sont  positifs  et 
moindres  que  2a?;  donc  on  obtiendra  toutes  las  valeurs  différentes  de  j*,  en 
donnant  seulement  à  m  et  //  toutes  les  valeurs  entières  depuis  zéro  jusqu'à 
2n  exclusivement.  l\)utes  ces  valeurs  sont  nécessairement  différentes  entre 
elles.     En  effet,  supposons  par  exemple  qu'on  ait 

±y((-i)— -/9 +;:;-+ 1"!  CD/ 


=±y((-ir^,?+ ;>+;,--«>,•) 


il  s'ensuivrait,  d'après  (SI), 

(_  i)"'-"7î+;';;  c»-h  ^[m-=±[i- 1)-^",?+ ;>  +  ;,,«>/)+ a.» +a.'«>/, 

k  et  fc'  étant  des  entiers.     (îette  équation  donne 

u'  =  lc\27i±u,    m'  =  k.2n±m,    (— l)'»'+"'=-ri:(— !)«+/'. 

Les  deux  premières  équations  ne  peuvent  subsister  à  moins  qu'on  n'ait  /»•'=!, 
fc=z:l,   u' z=z2n  —  1/,  //i'=:2?/  —  7M,  et  alors  la  dernière  deviendra 

d'où  l'on  tire 

résultat  absurde.     Donc  toutes  les  valeurs   de    ic,    contenues   dans  la  formule 

(48)  sont  différentes  entre  elles,  si  ta  et  //  sont  positifs  et  moindres  que  2ik 

Le  nombre  total  des  valeurs   de    x    est,    connue    il    est    aisé   de   le  voir, 

égal  à  2(27/)*=:8/i*;  or  l'équation  (/>*(2/?/?)  =  d(x*)  ne  peut  avoir  de  racines 

égales,  car  dans  ce  cas  on  aurait        ^'      —^f    ^*^'   ^P^^  donnerait  pour  x  une 

valeur  indépendante  de  /?.  Donc  le  degré  de  l'équation  f/>^(2/?/i))  =  d(./") 
est  égal  au  nond3re  des  racines,  c'est-à-dire  à  8/r.  8i  par  exemple  7/=l, 
on  aura  l'équation 
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OU  bien 

(1  4-  p'r'xy(p\2l3)  =  4  j:*(1  —  c'x')  (1  -f  p'x'), 

et,  d'après  la  foriiuile  (48),  les  racines  de  (tette  4i(|uatioii,  au  nombre  de  huit, 
seront  : 

2)    S?   V   est  un  nombre  impair^  égal  h  2/?-j-l. 

P 
Dans  ce  cas    ./"-"^   est,  comme  nous  l'avons  vu,  une  fonction  raticmnelle 

de   Xy    et  par  conséquent  Tëquation  en   x  sera: 
(50)  y(2«  +  l)/?=/;-^'. 

On  trouvera,    préciséjuent  connue  dans   le  cas  précédent,    que  toutes  les 
racines  de  cette  équation  peuvent  être  représentées  par 

(61)  x=,.((- 1)"",  j+^;;-j»+^/_j^,a,.-), 

où  il  faut  donner  à  m  et   u  toutes  les  valeurs  entières  depuis    — 7i  jusqu'à 

-\- n    inclusivement.  Donc    le  nombre   des   racines    difl'érentes    est    (27/-|-l)^ 

("e^t  aussi   le  degré  de  Téquation  en  question.      On  peut  au^si  exprimer  les 
racines  par 

Si   par  exemple   //=1,    cm    aura    une   é(|uati<m   du   degré    8  "=^9.      La 
fonnule  (51)  donne  pcmr  x  les  9  valeurs  suivantes: 


y  -/^+,{'' 


? 
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to         (S  . 

-  -3  «  I  » 


y(/5+3-  +  V')- 


B.     Considérons  maintenant  Téquation 

(52)  /(«/9)  =  ^»', 

et  cherchons  les  valeurs    de    y   qui   satisfont  à  cette  équation.      La    fonction 

F'  • 

"     étant,    comme  on  Ta  vu  plus  haut,    rationnelle   en    ?/,    Téquation    en    ?/, 

en  faisant     .^  =  y^y^    sera 

f{n(3)  =  xpy. 

Une    des    racines    de    cette    équation    est   y  =zif[i^    donc,    quelle    que    soît    la 
valeur  de  /9, 

(53)  /(«/?)  =  V  W) .  ■ 

Pour  trouver    les   autres   valeurs    de   y,    désignons    par    a   une    nouvelle   in- 
connue, telle  que   y=^fa\    on  aura 

or,    en  vertu  de  (53)  le  second  membre  est  égal  à  /(^î«);    donc  pour  déter- 
miner a,   on  aura  l'équation 

En  vertu  de  la  formule  (32)  cette  équation   donne  pour   expression   générale 
de  wa: 

7n  et  fi  étant  deux  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  zéro  y  compris.     De 

là  on  tire 

2  m 

n  '     n 

et  par  conséquent: 

C'est  la  valeur  générale  de  y. 


^   I    2m        i     iti 
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Maintenant  pour  avoir  les  valeurs  ^iiférentes  de  y,  je  dis  qu'il  suffît  de 
prendre  (i  avec  le  signe  -f-  et  de  donner  à  vi  et  fî  toutes  les  valeurs  en- 
tières, moindres  que  n.  En  effet,  comme  on  a  y(-|-a)=:y( — a),  on  aura 
d'abord 

Donc  on  peut  toujours  dans  Texpression  de   y   prendre  p  avec  le  signe  -[-• 
Ainsi  toutes  les  valeurs  de  y  sont  contenues  dans  Texpression 

(54)  y=/j^  +  ^e«+^«Je). 

Maintenant,  quels  que  soient  les  nombres  m  et  ,a,  on  peut  toujours  supposer 

oti  A;,  k\  m\  jii    sont  des  nombres  entiers,  les  deux  derniers  étant  en  même 
temps  positifs  et  moindres  que  n. 

En  substituant,  il  viendra 

Or,    en  vertu  de  la  formule  (22),  le  second   membre   de   cette   équation   est 
égal  à 

(55)  f[pj^lf^j^f^Laii\=y^ 


n  •     n 


quantité  de  la  même,  forme  que   le   second  membre  de  (54);    seulement   m' 
et  }i'  sont  positifs  et  moindres  que  n.     Donc  etc. 

En  donnant  à  in  et  [i  toutes  les  valeurs  possibles,  moindres  que  n,  on 
trouvera  n^  valeurs  de  y.  Or,  en  général  toutes  ces  quantités  sont  différen- 
tes entre  elles.     En  effet,  supposons  par  exemple 

on  aura  en  vertu  de  la  formule  (32),  en  désignant  par  fc,  k'  deux  nombres 
entiers, 

/î -1- -J"  io  +  -^  (01  =  ±  j/î  +  ~J"' (o -f  ^- aii\  +  2it«i -f  k'dii. 
Puisque  ft  peut  avoir  une  valeur  quelconque,  il  est  clair  que  cette  équation 
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ne  peut  subsister  à  moins  qu'on  ne  prenne  dans  le  second  membre   le  signe 
supérieur.     Alors  il  viendra 


n  '     n  H  *     H 


d'où  l'on  tire,  en  égalant  les  parties  réelles  et  les  parties'  imaginaires, 

équations  absurdes,  en  remarquant  que  les  nombres  //i,  m\  fi  et  u'  sont 
tous  positifs  et  inférieurs  à  n.     Donc  en  général  l'équation 

f{n/3)  =  ifjij 

a  /i*  racines  diiférentes  entre  elles  et  pas  davantage.  Or  généralement  tou- 
tes les  racines  de  cette  équation  sont  dififérentes  entre  elles.  En  effet,  si 
deux  d'entre  elles  étaient  égales,  on  aurait  à  la  fois 

f0nl3)  =  ifjy   et    0  =  i//y, 

et  cela  est  impossible,  car  on  remarquera  que  les  coefticiens  de  y  dans  kpj/ 
ne  contiennent  pas  (3.  Donc  généralement  l'équation  (52)  est  nécessairement 
du  degré  n*. 

C.    L'équation 
(56)  Fin(3)  =  ^J  , 

étant  traitée  par  rapport  à  2,  absolument  de  la  même  manière  que  Téqua- 
tion  f(n,[i)=z  **  Ta  été  par  rapport  à  ^,  doiuie  pour  expression  générale 
des  valeurs  de  z 


(57)  ^^F[(iJr~<o-^^'l 


2fJL    _  . 


iOl  I  , 


où  m  et  fi  sont  entiers,  positifs  et  moindres  que  w.     Le  nombre  des  valeui's 
de  z  est  m*,  et  elles  sont  en  général  toutes  différentes  entre  elles. 
Donc  généralement  l'équation  (56)  est  du  degré   u^. 


11. 
Nous  avons  trouvé  ci-dessus  toutes  les  racines  des  équations 

<p{ni3)  =  -^"^  ,   /{nl3)=  ^^  ,    F{ni1)=  ^^^ 
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racines,  qui  sont  exprimées  par  les  formules  (48),  (51),  (54),  (57).  Toutes 
ces  racines  sont  ditt'érentes  entre  elles,  excepté  pour  des  valeurs  particulières 
de  /:f;  mais  pour  ces  valeurs,  les  racines  dittérentes  sont  couteimes  dans  les 
mêmes  formules.  —  Dans  ce  dernier  cas  un  certain  nombre  des  valeurs  des 
quantités  x^  y^  z  seront  égales;  mais  il  est  clair  que  toutes  ces  valeurs 
égales  ou  inégales  seront  néamnoins  les  racines  des  équations  dont  il  s'agit. 
C'ela  se  fait  voir  en  faisant  converger  [i  vers  une  valeur  particulière  qui 
donne  pour  x-,  ou  y,  ou  z  des  valeurs  égales. 

En  faisant  dans   la  fonnule  (48)    /^=z—    ?    on  aura  l'équation 

dont  les  racines  sont 

(68),  .-  =  ±»((-ir-2^+i:.'»  +  2^,»'). 

cm    m    et    /t    ont    toutes    les    valeurs    entières   et  positives  moindres   que   2n. 
En  faisant  de  même  dans  la  fonimle  (50)   [1  =  ô:^!  i  '    ^^  autb,  l'équa- 

tion    (fa  =:-r.-"— >    dont  les  racines  sont 

(59)  .  =  (_.)...^(._^  +  »|i±i--), 

m  et  ,a  ayant  pour  valeurs  tous  les  nombres  entiers  depuis  —  n  jusqu'à  -["  ^• 
Enfin  en  faisant  dans  les  formules  (52),  (56)    /î:^  —  ?    on   aura  l'équa- 

tion  fa  =  ^  j    dont  les  racines  sont 

et  l'équation    Fa^=^'-^  t    dont  les  racines  sont 

Son 

(«D  ,=f(«+-^„  +  .^;<.w), 

OÙ  m  et  /f  sont  renfermés  entre  les  limites  0  et  a —  1  inclusivement.  8i  n 
est  impair  et  égal  à    2  n  -[-  1 ,    on  peut  aussi  supposer 

37 


(62) 
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m  et  //  ayant  toutes  les  valeurs  entières  de   — u  à  -f-w. 

Dans  toutes  ces  équations   la   quantité    a    peut    avoir    une    valeur   quel- 
conque. 

Connue  cas  particuliers  on  doit  remarquer  les  suivants: 

1)  En  faisant  dans  (58)  et  (59)  a  =  0^   on  aura  les  équations 

P J^  nr  0  j   dont  les  racines  sont  x=:±(p\  ^  -  w  -\-  J.    w t 

(les  limites  de  m  et  /l  étant  0  et  2/i — 1), 

1P2„+i=0,   dont  les  racines  sont   x  =  (pl^-—-co-\-^-.r{ù{\ 
(les  limites  de  m  et  jlv  étant  —  n  et  -\-  n). 

2)  En  faisant  dans  (60)    a=i-     et  dans  (61)    a=  ,^-^,    et  remarquant 
que  /k^|  =  0,  P       / P=  0,    on  obtiendra  les  deux  équations 

(63)  iV  =  0,    dont  les  racines  sont   y=/  (2m4-|)^^  +  ^^-â)e 

(64)  P/'=0,    dont  les  racines  sont  2  =  p(^w -f  (2,u  +  |)-'^^- 

(les  limites  de  m  et  fi  étant  0  et  /i  —  1). 

3)  En  faisant  dans  (58)    «=  ,y -|- -^  ^ ,    et  en  remarquant  que 
9^9"^"  "jT  ^  H^  i  '    ^^^  ^^^'^  l'équation 

Qln=0, 

dont  les  racines  seront 

^=±y([«.+i(-ir'']-2"  H-L^+iC-ir"]^)- 

Les  valeurs  de  x  doivent  être  égales  deux  à  deux,    et  Ton  verra  aisé- 
ment que  les  valeurs  inégales  peuvent  être  représentées  par 

(65)  ^  =  y(("*  +  i)-^H('^  +  ^)|«)' 

en  domiant  à  m  et  à  fi  toutes  les  valeurs  entières  depuis  0  jusqu'à  2w — ^  1. 
Donc  ce  sont  les  racines  de  Téquation  par  rapport  à  x 


RECHERCHES  SUR  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  291 


OJ      ,      (jj    , 


En  faisant  de  même  dans  (59)    «=  ,^  -f~  ,,  /,    on  aura  Téquation 
dont  les  racines  sennit 


io        ,    /      ,    .  V      Cj{ 


^-=(-i)-^''«/'((-+i)-2-^;-i+C"+i)2r+î 
m     \  y  =  (- 1)"  /(  (- + \)  -g,;;  1  +  C" + i)  ,„ + 1  ) 


iO  ,         /  ,  .   V  tJt 


.=     (-1).       /■((«  +  «  ^-^  +  C„  +  H  ^_;--, 

?//  et  fi  ayant  pour  valeurs  tou$  les  nombres  entiers  de  — v  à  -{-w. 

Parmi  les  valeurs  de  x^  y,  2,  il  faut  remarquer  celles  qui  répondent 
à  m=v^  jn=7}.     Alors  on  a 

Ces  valeurs  infinies  font  voir  que  le  degré  de  Téquation  Ç2„+i  =  0  est 
moindre  d'une  unité  que  celui  des  équations  dont  elle  sort.  En  écartant  ces 
valeurs,  celles  qui  restent,  au  nombre  de  (2w-4-l)* — 1,  seront  les  racines 
de  l'équation   (i^i„+i  =  0. 


§  IV. 

P  P'  P" 

Vïii+l  Vï„^.j  v<„^i 

12. 

Nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  précédent,  comment  on  peut  aisé- 
ment exprimer  les  racines  des  équations  en  question  au  moyen  des  fonctions 
y,  y,  F.     Nous  allons  maintenant    en    déduire    la    résolution    de    ces    mêmes 

équations,  ou  la  détermination   des  fonctions    if      ^   f     t  F         en     fimcticms 

de   ifa^  fa^  Fa. 

37* 
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Comme  on  a 

a  /  1     «  \ 

^  m.1.1  ^  \  m    lit  j 

on  peut  supposer  que  ?i   est  un  nombre  premier.     Nous  considérerons  d'abord 
le  cas  i)h    n  =  2j    et  ensuite  celui  oh  ii  est  un  nombre  impair. 


A.     Ea^jn^esHimiS  (Us  fonctUrfis    {p      >    /"      j    F 

13. 

Les  valeurs  de    V  o  ^  f  9  ^  ^9     penvent    être    trouvées    très   facilement 

de  la  manière  suivante.      En   supposant   dans   les   fonnules  (35)    /?z=  ^^  ,     et 
en  faisant 

il  viendra 

ou  bien,  en  substituant  les  valeurs  de    y*    et    z^    en    x^, 

Ces  équations  donnent 

1    I    /•„  _  2  (1  -£"*=')      1  _  ^„  _  2'^*^*(l  +  '•*■'•*) 

d'où 

Fa  —  1 22       1  —  fa j^ 

et  par  suite,  en  remarquant  que   /y*=l — c^or^^    ;2*=  1 -|-e*x", 

~  l+/«  '    ^   ~  1  +  Fa  * 
De  ces  équations  on  tire,   en  extrayant  la  racine  caiTée,    et  en  rempla- 
çant x,  y,  z   par  leurs  valeurs    y  «  '  /  9  '    ^  9  ' 
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/         «  _  1   l/l  — /■«  _   1   \/Fa^l 
,ç^^.  )   ^  2  —  «  r  1  +  i,'a  —  ,  K  /«+  1  ' 

\    ■'  2   ~y    \-\-  Fa  2   ~r     \  -\-/a 

Telles  sont  les  formes  les  plus  simples  (ju'on  puisse  donner   aux  valeurs  des 
fonctions    (p      ?  f  ^^  >  i^     •     De   cette  manière  on  peut  exprimer  algébrique- 
ment y  o  '  y.^  '  ^  \>     ^^  f^i   ^'«-      ï^e   la  même   manière    (f  a  ^  f  i  ^  Fa 
s'exprimeront  en  f  \^  ^  ^  9  '    ®*  ainsi  de  suite.     Donc  en  général  les  fonctions 

V  .>«  '  ./^oii'    ^o»    peuvent  être  exprimées  au  moyen  d'extractions  de  racines 

^  ^  J4 

carrées,  en  fonctions  des  trois  quantités  y>«,  /a,  Fa, 

Pour  appliquer  les  fonnules  trouvées   ci-dessus   pour    la    hisseciion  à  un 

exemple,  supposons   a=      •    Alors  on  aura  /=(),/'=  ?    donc 

en  substituant, 


-1  /    ;  V''*  + 


/a  _ 


ou  bien 


Oi  1  ^ C  VV»  -f  #!=«  —  f- 


#*<• 
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ipimitii^s    qftj  fa,   Fa. 


14. 


a  /.a  T^      a 


Pour  trouver  les  valeurs  de    (f,^-r^i    /.^  -  rv    F ^^     ---^      en    </)«,    fa. 
Fa^    îl  faut  résoudre  les  équations 

qui  toutes  sont  du  degré  {2n-^iy.     Nous  allons  voir  qu'il  est  toujours  pos- 
sible d'effectuer  algébriquement  cette  résolution. 

Soient 
et 

(09)       v'/^=5<>>.(/5+2l+i)'  V'./î-5<>"y.(/5-2^;^i)' 

OÙ  0  est  une  racine  imaginaire  quelconque  de  l'équation  0*'*+^ —  1=0.    Cela 
posé,  je  dis  que  les  deux  quantités 

pourront  être  exprimées  rationnellement  en   (f(2n-\-l)(3. 
D'abord,  en  écrivant  ^j/î  comme  il  suit: 


^.^=^/'+f-W''+.^i)+*(''-.!Ti)] 


on  voit  que    (f^ft   peut    s'exprimer   rationnellement    en    q)ft.      Soit    donc    y,/9 
=zX{(fi^)j    on  a  de  même 


•f{fi^:mMA^^r:m 


J 
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OU  Inen,  en  faisant 

et  en  substituant  pour  /(i    et    F/i    leurs   valeurs    ^1  —  c^x^    et    ^l-\-e*x^: 

u,   {  1^  4-  ^}^'    1  —  V  (  '""'  ±  ^'  ^'(^  -  "'•^')  <^^  +  ''•'^')  1 . 

or,    ;r    désignant  une  fonction  rationnelle,  le  second  membre  rie  cette  équation 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

OÙ  U^   et   R^   sont  des  fonctions  rationnelles  de   x.     Donc  on  a 
En  substituant  dans  les  expressions  de    ipli  et  e/Zi/î,    il  viendra 

(70)  (         ~;  _  -" 

^  —  n  —  » 

I 

Maintenant,    li^  et  E^'   étant  des  fonctions   rationnelles   de  x,    les   quantités 

4-.  4-n 

2:^0^R^   et  JS^O^li^'  le  sont  également.     En  élevant  donc  ipiS  et  i//,/^  à  la 


—  I»  — n 


(2w-|- 1  )'**'*  puissance,  les  deux  quantités  (VV^)*"^^  ^*  (V^i/^)*"^*  pourront  se 
mettre  sous  la  forme: 

(1/;/?)^"+^  =  ^  -^  r  |A(1  _  c'x')  (1  +  6^x'^), 

{xp,(iy-^'=t  —  V  |/(ï  —  c*x^) (1  +  e'x% 

t  et  t^  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  En  prenant  la  sonnne  des  va- 
leurs de   (v//?)*""^^   et  {^pifty^^^   on  aura 

Donc  la  quantité  (<///?)*'*^*-|-(ï/'i/^)*'*^^  peut  être  exprimée  rationnellement 
en  X.  Il  en  est  de  même  du  produit  ?/ 7:? .  i/Zj /^ ,  comme  on  le  voit  par  les 
équations  (70).     Donc  on  peut  faire 
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/.x  et  AjX'  fldsigimnt  des  fonctions  rationnelles  rie  x.  Or  ces  fonctions  ont 
la  propriété  de  ne  pas  changer  de  valeur,  lorsqu'on  met  à  la  place  de  x  une 
autre  racine  quelconque  de  l'équation 


<p{2n-{-l)l) 


Q'iH  + 


('onsidérons  d'abord  la  fonction  îx.    En  remettant  la  valuir  de  x  =  (fji^ 
on  aura 


2ko} 


2  k' Coi 


d'où  l'on  tire,  en  mettant    liA-  .     ,  .  -4-  s-  .  i    ^^  lieu  de    ii. 

'  '       '    2w4-l     '     2n-\-l  '    ' 


+ 


/    ,    ,       2kv}      .     2^'ô^   \1  /  j    .     2k'Coi     .       2ki'i    \  /    ,    .     2k'Co't     .       2k('i    \ 


Cela  posé,  en  remarquant  que 


k 


(72)  %^p{■m-\-k)  =  1i„^p{m)-\-:^^[tp{m-{-v)-^,{1lV-n-\)], 

—  »  — n  1 

on  aura,  en  faisant,  dans  l'expression  de  ^^j/^,   /:?  =  /:? -]-"--    , 


/  j    ,       2kv)    \        tr       /  ,3    I    2(k-\-in) 


2  (m  -f-  /<)  OJ 


2  {m  —  n —  l)w 


=  *.f+f-hl'»+-£-+ï  )-''l'*+'  V„ir, 


or 


2(m— n— 1)      \_ 


2  (m  +  /«) 


2(m  +  w) 


.f  (/*+--^-;:^r-^<»)  =.f  i,*+--;:-p»-2™| =*|,v+-^„^v ,» 


donc 
(73) 


^4^^  +  2!+f)  =  ^>/^- 


2A'ôe" 


2*w 


En  mettant  dans  l'expression  de   i^/^,  /^~ho~ri  ~l~î>^i     '^^    ^^®"   ^® 


/:?,  on  ti'ouvera 


+ 


V'I''   r2«+l    '^2«+l]— r«       '''•(/'t^     2/i+l      ^2«+l]' 


or  en  vertu  de  la  fonnule  (73)  on  a 


c,  (/^4_2(*'+ii)'=>*    I       2*to    \_       I  2(A:'+^)ôt\ 


J 
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donc 


la   1     2A'Ô»     ,       2kù)    \       1^   ^„       la   ,    2(k'-\-u)ai\ 


En  vertu  de  la  formule  (72)  on  a 

2(^4 — n — l)toi 


:^d^-»-->,  /9+ 


2n+l 


donc,  en  remarquant  que   $^-^f*-^'  ^ziO^-""-^-^'  et  que 


*.(''+^^^-)=*'(''+-^»W-H=*-(''+-^^4'^l 


il  viendra 

(74)  V'(/?  +  2^:+l-f-2--:fl 

On  trouvera  de  même 


-i' 


=  e-'ipft. 


l  ^    ,     2k'(i)i     .       2ko)    \         yjjfc,       a 


Ces  deux  équations  donneront 


*"+*    1    r      /  o   .    2)fcw  +  2k'ai 


2m +1 


En  vertu  de    ces   équations    on    obtiendra,    en   mettant,    dans    les    valeurs  de 
î.{ip(i)   et  l,{ip(i),  /?  +  2^^;+^2*;^   au  lieu  de  /?, 

X(y/?)  =  X[y(/?H â^TT" 

2ifcw  +  2À;'Oi 


k,{<ri3)  =  k,  (^  /?+ 


2w+l 


Or  9î|/^-| 9,rïïrr~~  I    exprime  une  racine  quelconque  de  Téquation 


2w+l 


^2n  + 


^(2n  +  l)^=^;. 


38 
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'kx  et  X^x  (Idsigiiant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Or  ces  fonctions  ont 
la  propriété  de  ne  pas  changer  de  valenr,  lorsqu'on  met  à  la  place  de  x  une 
autre  racine  quelconque  de  l'équation 


ip{2n^l)li=i 


Qiu+ 


C/onsldérons  d'abord  la  fonction  ),x.    En  remettant  la  valeur  de  x  =  (pli^ 
on  aura 

d'où  l'on  tire,  en  mettant    j"i-\-  .     ,  .  -\-  .<-   .  h    hu  lieu  de    li. 


^(/^  +  2.  +  l  +  ^ 


2A:'ô/ 


2w+l/_ 


Cela  posé,  en  remarc^uant  que 


(72)      SL  ^>i:f'>' + fc) = s.  v'O») + -^M  ['/'('" + «)  -  vl"*  -  »*  - 1)], 

1 


A; 


—  n 


n 


2fo'i 


on  aura,  en  faisant,  dans  l'expression  de  ifift^  /:f  =  /:f-(-^.     i  "i  ' 


4-n 


,,.    ,      2^w    \        tr       /,,    ,    2(A+m) 


2(m_n— 1) 


w 


or 


/  ,    .    2(m  — u— 1)      \  /  , ,    .    2(m-+«)  „     \  /  , .    ,    2(m  +  «) 


W 


donc 
(73) 


y'(^^  +  2!ÏT)  =  ^»/^- 


En  mettant  dans  l'expression  de    1///:?,  /^-ht^-.  .  H~ô     1  1     *^^^    ^^®^   ^® 
/^,   on  trouvera 


^(^^  +  2k+1  +  2«+1 


Jj.»^!   /^+     2«+l      +2«+l    ' 


or  en  vertu  de  la  Ibnnule  (73)  on  a 

f'^y^^     27r+l-  +2«+l)—'^M'*+"277+l~) 
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donc 


/^   ,     2A'ôt     ,       2k(o    \       -^  au       la   \    2(F-f/<)(3« 


En  vertu  de  la  formule  (72)  ou  a 

2(fj, — n — l)c3/ 


:,0^—'-''<pAfi^ 


2n+l 


donc,  en  remarquant  que   O"*'^^"^'  =  0^^  ""^  *'   et  que 

il  viendra 

On  trouvera  de  même 

Ces  deux  équations  donneront 

/^    ,    2ko}  +  2k'ûii\         1^   ,    2k(o  +  2k' 

2)fcw  +  2/(;'<3t 


2jfec(;  +  2^'ôt\ 


=v/?.v.A 


V'    /^  + 


2;»+l 


+  h(^+-2-«+i- 


8n  +  l 


=^(^/9)«-+i_|_(^,^)»»-». 


En  vertu  de    ces   équations    on    obtiendra,    en    mettant,    dans    les    valeurs  de 


n  /     m         .   r      I  o    \    2kù}-}'2k'û>i 
H<Pft)  =  i'[v[H 2n+l 


Ai(<^/î)  =  X,    <^    /9  + 


Or  ç>  /^-] o"nii"r  I    exprime  une  racine  quelconque  de  Téquation 


9(2«+w=f;:;- 


38 
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Donc,  comme  nous  l'avons  dit,  les  fonctions  kx  et  X^x  auront  les  mêmes 
valeurs,  quelle  que  soit  la  racine  qu'on  mette  à  la  place  de  x.  Soient  Xq, 
0^1,  x^  .  .  .  x^y    ces  racines,  on  aura 

Or  le  second  membre  de  ces  équations  est  une  fonction  rationnelle  et  synié- 

P 
trique  des  racines   de  l'équation    y(2n-|- l)/î=:y^^-7    donc  Xx  et  l^x  pour- 
voi n+i 

ront  s'exprimer  rationnellement  en  (p{2n-\-\)p.     En  faisant 

lx  =  Bj   ÀiX  =  2A, 
les  équations  (71)  donneront 

d'où  l'on  tire 

»»H-i  , 

(75)  V'/^  =  ]/^  +  M='-ii"--'ï=^>''9'x(/î+/„Ti 


.— n 


2ii  +  l 


15. 

Ayant  trouvé  la  valeur  de  t///?,  on  en  déduira  facilement  celle  de  (pi/i. 
En  effet,  eu  prenant  pour  0  successivement  toutes  les  racines  imaginaires  de 
l'équation  0*""*^^ —  t=0,  et  en  désignant  les  valeurs  con^espondantes  de  A  et 
B  par  -4i,  i?i,  ^g,   B^  etc.,  on  obtiendra 

2»H-1         _  _  , 


*"+»  +, 


}/^,„+yir-i5lr^=4  »?-  9.  (/^+ 2!-+!) 


On  connaît  de  même  la  somme  des  racines: 


■y    -^       /  ^    ,      2mw       ,      2£i(3i'    \        -^        /  ^    ,      2/ic5i    \ 
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qui  est  égale  à  (2n-j- l)ç)(2n-[- l)/9,  comme  nous  le  verrons  dans  la  suite. 
En  ajoutant  ces  équations  membre  à  membre,  après  avoir  nmltiplié  la  pre- 
mière par  dj~*,  la  seconde  par  ô^*,  la  troisième  par  ô^*  .  .  .  et  la  (2w)**** 
par  0^^   il  viendra 


5(i+<?r*+^r*+  •  •  •  +«?--*)  9>i(/î+ 2^'— 


8n 

1 


8fi+l 


=(2«+i)9,(2«4-i)/î+^,d-*y^;+v^,r-:er'; 

or  la  somme 

se  réduit  à  zéro  pour  toutes  les  valeurs  de  fc,  excepté  pour  k  =  ^i.  Dans 
ce  cas  elle  devient  égale  à  2w-[-l.  Donc  le  premier  membre  de  l'équation 
précédente  devient 

donc,  en  substituant  et  divisant  par   (2n-(-l),    on  a 


T-       5 


(76) 


la   I      2kûU    \ 


«iH-1 «M-i     


Pour   k  =  0\   on  a 


»n+l 


(77)     <^,/9  =  f/)(2»+l)/9  +  , 


2«  +  l 


ïn+l 


y  A, + V^  j  _  /if + ' + y  A, + ^'^  ï  -  ni"  ^ 


2«-hl 


+  •  •  •  +  ]/aV+7^1-  /n:' 


16. 

Ayant  ainsi  trouvé  la  valeur  de    y^/?,    il  s'agît  d'en   tirer  celle  de  (fi3, 
Or  cela  peut  se  faire  aisément  comme  il  suit.     Soit 

(78)   v,/5=|.<^>(/î+/;;M,  vs/î=|.«>(/î-2l^f), 

38* 
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on  a 


Il  suit  de  là  qu'on  peut  faire 

ob.  r  et  s  sont  des  fonctions  rationnelles  de  (p/i.     De  là  on  tire 

X(y/?)  et  Xiin^P)  étant  deux  fonctions  rationnelles  de  (p(i. 

Cela  posé,  je  dis  que  x(y/î)   et  Xi(y/?)    pourront  s'exprimer  rationnelle- 
ment en   ipift*     On  a  vu  que 


(80)  ^,li=^l3+ 


n 

2^» 


+^'<''<pi-^;'Y)v'i^ 


En  faisant  (p(3  =  Xj  on  aura  une  équation  en  x  du  degré  (2w-[-l)-  Une 
racine  de  cette  équation  est    x  =:  y/î  ;    or,   en  mettant   /?  -|-  0  ~t  "T  ^^  ^^^^  ^^ 

^  W     "T"       X 

/9,  ^i/î  ne  change  pas  de  valeur;  donc  x  =  (pi(3-\-  ^  .  ■«  sera  une  racine, 
quel  que  soit  le  nombre  entier  k.  Or,  en  donnant  à  k  toutes  les  valeurs  en- 
tières depuis  —  n  jusqu'à  -f-  w,  y  /?  -f-  ^  _.  i  prendra  2n-\-l  valeurs  diffé- 
rentes, donc  ces  2n-|-l  quantités  seront  précisément  les  27?-|-l  racines  de 
l'équation  en  x. 

Cela  posé,  en  mettant   /^-f-ti-^rf    au    lieu    de   /?    dans  l'expression  de 
i^g/î,    il  viendra  en  vertu  de  l'équation  (72) 

donc,pui8qued-^-*  =  d"-— -*  et  J^J^'^'^-^^^^]^  =  ^f\fiJ^^-^^±^^\ 
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on  en  tîi'era 

(81) 

De  même  on  aura 


V*(/^+2,?^)  =  ^->*/^- 


V3(^+2I+t)  =  ^"V's/Î. 


Oa  voit  par  ces   relations    que   les    équations    qui   donnent   les   valeurs 
fonctions    xiv/^)    ®*   Xi{v(^)j    conduisent  à  ces  deux  égalités: 


des 


De  là  on  tire 


x{<pft)  = 


1    +- 


2w+l 


M^+^]] 


X.(y/5)=2« 


+« 


+  1 


'*  Al 


y     /Î  +  T 


2kù} 


2«  +  l/_ 


Or,   ces  valeurs  de   x(y/î)    et   Xiivl^)   sont  des  fonctions  rationnelles    et  sy- 
métriques de  toutes  les  racines  de  l'équation  (80).      Donc  elles  peuvent  être 
exprimées  rationnellement  par  les  coefficiens  de  la  même  équation,  c'est-à-dire 
rationnellement  en   (pi(i. 
Soit 

X{cp(i)  =  D,   Xr{v>/^)  =  2C, 

les  équations  (79)  doiuieront 

2«-|-l 

d'oïl,  en  remettant  la  valem*  de   V'»/^» 

(82)  yc+yc'»— /)»->'= Z  ^>  (/î+ 2^1)  • 

» 

De  là  on  tire,  en  mettant  0^  au  lieu  de  ô,  et  en  désignant  les  valeurs  corre- 
spondantes de  C  et  D  par  C^  et  2)^, 

9n+l 


^;r*  }^c^+yc;-]5»-^^  =  S.  <?;-*./)(/?+, 


2mio 


2ri+l 


En  y  joignant  l'équation 
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on  en  tîrera  facilement 

(83)     (2«+l).^^+2|^)  =  <^./9  +  |,d-Vc,  +  f6y-/;p. 


En  supposant   k  =  Oj   il  viendra 

(84)  y/?=2^(«?,/5+  }^(7;+T(7ï-i>T-^+ ...  -h  yc^^+ycL^iW']- 

Cette  équation  donne    (p(3    en   fonction    algébrique    de    (fi/i]    or   nous    avons 
trouvé  précédemment  (pi(3    en  fonction  algébrique  de   (p{2n-\-l)[3.     Donc  en 

mettant    ^  au  lieu  de    /3,    on  aura    9    9— x"!"      ®^  fonction    algébrique 

de  (pa. 

Par  une  analyse  toute  semblable  on  trouvera  /  0  ~XT     ^^  fonction  de 

fa  et    ^  9— xi       ^^  fonction  de  Fa. 


17. 

Les  expressions  que  nous  venons  de  trouver  des  quantités  (pi(3  et  (p/i^ 
la  première  en  y(2n-f-l)/?,  et  la  seconde  en  (fi/i^  contiennent  chacune  la 
somme  de  2n  radicaux  différens  du  (2n-}-l)'***  degré.  Il  en  résultera 
pour  y/î,  (pi/^j  (2w-|-l)*'*  valeurs,  tandis  que  chacune  de  ces  quantités  est  la 
racine  d'une  équation  du  (2n-j- l)***"*  degré.  Mais  on  peut  donner  aux  ex- 
pressions de  (p/3  et  (pi(i  une  fonne  telle  que  le  nombre  des  valeurs  de  ces 
quantités  sort  pi^écisément  égal  à   2n-|-l.     Pour  cela  soit 

on  peut  faire 
Soient  de  même 


(^!^=|,»"^,(/9-/-fj). 
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OU  aura  eu  vertu  de  Téquation  (74) 


Soit  Tuaiuteuaut 


(86) 


P{<pi'^)  et  Q{(pft)  seront  des  fonctions  rationnelles  de  ^/^;  or  eu  mettant 
/3  -[-  — ,-  3_  1  ~~  ***  ^^®'*  ^^  Z'»  ^^  ®'**  clair,  en  vertu  des  formules  précéden- 
tes, que  P  et   Ç  ne  changent  pas  de  valeur;  donc  on  aura 


P{9(i) 


4-n     +« 


(2»+l) 


-  -  -  • 


« 

or,    le  second  membre  étant  une  fonction  symétrique  et  rationnelle  des  racî- 

P 
nés  de  l'équation    y(27i-|-l)/î=    ^"^S  P{<p(^)  pourra  s'exprimer  rationnelle- 

ment  en  (p{2n-\-l)(3.      Il  en  est  de  même  de   Q{^>ft)^      Ces  deux  quantités 
étant  connues,  les  équations  (86)  donneront 


1  — 


^^V\--l_p(,^^5)_    Q(#) 


^/\^/^ 


(^;,J^).n  +  l. 


or 


donc 

(V/i/ï)* 
Donc  on  aura 


où   jF]t   et    IIj,   sont  des  fonctions  rationnelles   de   (p(2n-\-'l)li.     En   rempla- 
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çant  Al    et   B^  par  A   et  B  et  substituant    les  valeurs    de   y/*/?   et   (v^V^)*» 
il  viendra 


««+1 .^— =.  •_     JL.  

}U,-\-fÀl  —  Bl''^'  =  {A-^yA'  —  B'^^'y''^'{F,^ 

donc  la  valeur  de  (p^fi  deviendra 

(87)       <^,/9  =  y(2«+l)/9+2„4pr[(^  +  y^^^"^r^ 

+  {F,  -\-  H^  yZ»  — 'j«*»+'  )  {A  +  fi »"^.fi»»+T )"»-+>     • 

Par  un  procédé  tout  semblable  on  ti'ouvera 

(88)    ^^/^^--^^[^^./^^(c+rc^ir^"^)»^- 

8 


+(^,+x,yc»— 7)''»+'')((7+yc*— z>*"+')»-+» 

+  . . .  +(^,„  +  A,f(7^~Ô^»)(C+f6^»-D»-^' )«--*] . 

OÙ  iTg,  Z/g,  /Tg,  Z/3  .  .  .  Xg„,  Z/2„    sont  des  fonctions  rationnelles  de  ^i/î. 

Ces  expressions    de   (f^fi   et   (f(3  n'ont   que    2n-\-l    valeurs   différentes, 
qu'on  obtiendra  en  attribuant  aux  radicaux  leurs    2  n  -j-  1    valeurs.      Il    suit 

de  notre  analyse  qu'on  peut  prendre    yZ^  — 2^^"+^    et   Y(?  —  Z)*'*'*'*   avec  tel 
signe  qu'on  voudra. 


18. 

La  valeur  que   nous    avons   trouvée  pour   (p(3   ou   (p 
encore,  outre  la  fonction  (pa ,   les  suivantes  : 

e,  c,  ô. 


a 


2n+l 


^ 


A 


ItlÙ) 


2n+l 


'       9'       ç 


mOii 


2«+l 


nw) 


-    J 


m&i 


2w  +  l/'    ^[2n-flj'        \2n+l 


contient 


pour  des  valeurs  quelconques  de  m  depuis  1  jusqu'à  2n.    Maintenant,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  ?/i,  on  peut  toujours  exprimer  algébriquement  (p  ô— xi    ' 
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rnûii 


en    (p  ^        ^    •     Tout  est  donc  connu  dans  l'expression  de   ip    ^y        .  j  >  ex- 
cepté les  deux  quantités  indépendantes  de  a,  y  L^    a.  i"r   y    9    a.  1    *      ^^® 

quantités  dépendent  seulement  de  c  et  e,   et  elles  peuvent  être  trouvées  par 
la  résolution  d'une  équation    du    degré    (2w-|-l)* — 1,  savoir   de   l'équation 


— *^  =  0.      Nous  allons  voir  dans  le  paragraphe  suivant  comment  on  peut 

■ 

en  ramener  la  résolution  à  celle  d'équations  moins  élevées. 


§  V. 

C.     Sur  VéquaUofi    p2n+i  =  0. 

19. 


L'expression  que  nous  venons    de    ti'ouver  pour    (p  f  0-   r  f      contiendra, 

comme  nous  l'avons  vu,  les  deux  quantités  constantes  (p  ^  .  .  et  y  ^  ^^  j  • 
On  trouvera  ces  quantités  en  résolvant  l'équation 

^,,+1 = 0, 

dont  les  racines  seront  représentées  par 

(89)  ^  =  ^'(-2^)' 

oîi  m  et  /f  pourront  être  tous  les  nombres  entiers  depuis  — n  jusqu'à  -\-n. 
Une  de  ces  racines,  qui  répond  à  m  =  0,  /t  =  0,  est  égale  à  zéro.  Donc 
-Pïn+i  ^st  divisible  par  x.  En  écartant  ce  facteur,  on  aura  une  équation  du 
degré  (2w+l)*— 1, 

(90)  R  =  Q. 

En    faisant   x*  =  r,   l'équation    en   r,  i2=0,    sera    du    degré    - — ^^^ 

=  2/i(w-|-l),   et  les  racines  de  cette  équation  seront 

/J,  et  m  ayant  toutes  les  valeurs  positives  au  dessous  de  n  -f- 1 ,  en  faisant 
abstraction  de  la  racine  zéro.  ^^ 
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Nous  allons  voir  maiiiteuaiit,  comment  on  peut  ramener  la  résolution 
de  réquation  li^O  à  celle  de  deux  équations,  Tune  du  degré  n  et  l'autre 
du  degré  2/i-[~2.  D'abord,  je  dis  qu'on  peut  représenter  toutes  les  valeurs 
de  r  par 

en  donnant  à  /x  toutes  les  valeurs  entières  depuis  zéro  jusqu'à    2w,    et  à  m 
toutes  celles  depuis   1  jusqu'à  n.     En   effet   y^  -      .  ^       représente    d'abord 

n  valeurs  de  r;  or  les  autres  peuvent  être  représentées  par   (p^[m~^-^^ 

Soit,  pour  le  démontrer,  77i^==(2n-|- l)fc-|-m',  oîi  m'  est  un  nombre  entier 
.     compris  entre  les  limites  — n  et  -j-w.     En  substituant,  on  aura 

g  /  m'co  +  m(3t  \  ,  /  —  ;/i'ca  —  mai \ 

=  y   1     2»+l     ]='f'[       2n+l       )• 

y^   m^   Ti       ®^*  donc  une  valeur  de   r;    maintenant,    à    chaque  valeur  de 
/i  répond  une  valeur  différente  de  m\     Car  si  l'on  avait 

w^ai  =  (27i-|-  l)fci-[~m', 
il  s'ensuivrait 

?^i(/t  — /il)  =  (2n -f  1)  (fc  —  fci), 

ce    qui    est    impossible,    puisque    2w-|-l    ©st    un    nombre   premier^      Donc 
y*   m^  -^-j-  j    combiné  avec  y*    2~X1    '  représente  toutes  les  valeurs  de  r. 

Cela  posé,  soit 

2(û 


(93) 


r  —  (p 


2'  CO 


2n  +  ljJ 


r  —  y* 


r —  y 


2  1     nw 


2n+l/J 


2n+l/J  •  •  ' 

Les  quantités  l'o  ?  Pi  5  •  •  •  Pn-i  7  seront  des  fonctions  rationnelles  et  symétri- 
ques de  y'[2^!j,i)>  ^\2n  +  l]  •  •  •  V\2n+ip  ^^  fonctions  peuvent 
être  trouvées  au  moyen  d'une  équation  du  degré  2  n  -|-  2 .  Soit  p  une  fonc- 
tion rationnelle    et   symétrique  quelconque  de    y^   2    4- 1     '  y*(  o     ■  -1 
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nio 


y     ^    4, 1  r    ^^  ^'  désigne  la  quantité   mœ-^fiGii.     En  vertu  des  formules 
que  nous  avons  données  plus  haut  pour  exprimer  (p{n/3)  en   ç)/î,    il  est  clair 

qu'on  peut  exprimer   f/)*  m'-.    xT      ®^^  fonction  rationnelle  de   y^L>     i  t)' 
Donc  on  peut  faire 


(94)    p  =  tp 


r 


iO' 


2w+l/_ 


=  e 


•  •  • 


SP 


ww 


2w  +  l/_ 


d  désignant  une  fonction  syînétrique  et  rationnelle.     En  mettant  vvd'  au  lieu 
de  œ\  il  viendra 


(95)       xp 


V> 


i- 


nu 


2"  +  l/. 


=e 


9 


2 


VCO 


2«  +  l 


V 


2  Vu)' 


2n+l 


SP 


wvet> 


2w  +  l/ 


or  en  faisant 

av  =  f2n+l)fc;-ffc,, 

où  fca  est  entier  et  compris  enti'e  — n  et  -|~^,  la  série 

aura  au  signé  près  les  mênfts  termes  que  celle-ci: 

donc  il  est  claîr  que   le  second  membre   de   Téquation   (95)   aura   la    même 
valeur  que  p.     Donc 


(96) 


V 


V> 


2 


V(0 


2«  +  l  /_ 


=  1/, 


v'h 


w 


2«  +  l  / 


équation  qui,  en  faisant  co'^ca  et  a>' =  mw -[- cDz ,  donnera  les  deux  suivantes: 


(97) 


V 


V 


?> 


VCO 


2n+l  /_ 


xp 


y 


2 


co 


r  V  -, 


=tf, 


<p 


2n  +  1  /  _ 
j  mio  -\-  (ai 

"2^r 


donc,  en  faisant,  pour  abréger, 


(98) 

il  viendra 


ip^  \r 


VIO 


2»  +  M. 


K7 


2  I  ^  ^«^_+  ^' 
'2'^i  +  1 


y-|  V 


r 


v,m^ 


(99)  fr,  =  fri]    V"'r,«  =  V"'i, 

Cela  posé,  soit 


39* 
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(100) 


{p  —  xpr^)  {p  —  v;r,,o)  {p  —  rpr,_,)  {p  —  V/r,,,)  .  .  .{p  —  V»-i,««) 

Je  dia  qu'on  peut  exprimer  les  coefficiens  q^^  q^  etc.  rationnellement  'en  e 
et  c.  D'abord,  en  vertu  des  formules  connues,  on  peut  exprimer  rationnelle- 
ment ces  coefficiens  en   t^^  ^2  .  .  .  ^an+g?    si  Ton  fait,  pour  abréger, 

(101)  *     t,  =  {fr,y  +  {fr,_,y-\r{fr,,,y-\-  .  .  .  +(Vr.,.,)*. 

• 

Il  s'agit  donc  de  trouver  les  quantités  ^,  ^^  •  •  «î  ^^  ^^^^  pourra  aisément 
se  faire  au  moyen  des  relations  (99).  En  effet,  en  y  faisant  successivement 
y=  1,  2  .  .  .  7î,  après  avoir  élevé  les  deux  membres  à  la  Aï***"*  puissance,  on 
en  tirera  sur  le  champ: 

(V"-,)*  =  |[(Vr.)*  +  (Vr.)*+  •  •  •  +(V"-.)*], 

(102)  { 

Donc  en  mettant  pour  m  tous  les  nombres  entiers  0,  1  .  .  .  2w,  et  en  sub- 
stituant ensuite  dans  l'expression  de   t,,,   il  viendra: 

(103)  {      +  (1/^,0*+  (V'^O*  +  •  •  •  +  (v^^.O* 

+ 

+(v^^2»)*+(v^^«»)*H hCv'^n,*»)*. 

Cette  valeur  de  tj,  est,  comme  on  le  voit,  une  fonction  rationnelle  et  syn:ié- 
trique  des  7i(2w-|-2)  quantités  r^,  r^  .  .  .r^^  r,o,  r^^o  .  .  .  r„  0  .  .  .  n  ,„,  r»,„ 
•  •  •  ^n,2»î  q^î  sont  les  w(2w-j-2)  racines  de  l'équation  Ii=zO.  Donc, 
comme  on  sait,  tj,  pouiTa  s'exprimer  rationnellement  par  les  coefficiens  de 
cette  équation,  et  par  suite  en  fonction  rationnelle  de  e  et  c.  Ayant  ainsi 
trouvé  les  quantités  ^4,  on  en  tire  les  valeurs  de  qo^  g^i  •  •  •  q^n+u  q^î  seront 
également  des  fonctions  rationnelles  de  e  et  c. 


20. 
Cela  posé,  en  faisant 

(104)  0  =  q,-^q,p-[-q,p'-\ +  q.^.^p"'''  +p"*'., 
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on  aura  une  équation  du  (2  n  -|-  2)  **"•*   degré,'  dont  les  racines  seront 

La  fonction  i/zr^,  c'est-à-dire  une  fonction  quelconque  rationnelle  et  symétri- 
que des  racines    rj ,  r^ ,  r^  .  .  .  r^   pourra  donc   être  trouvée    au  moyen  d'une 
équation  du  degré   2n-\-2.      Donc    on    aura   de  cette  manière  les  coefficiens 
Po^  Pi  •  •  'Pn-i^   611  résolvant  n  équations,  chacune  du  (2w-j-2)**'"*  degré. 
Ayant  déterminé   Po?  l^i  •  •  m    ^^  aura,  en  résolvant  Téciuation 

(105)  o=po+i>irH [-Pn-ir^^'  +  r^ 

les  valeurs  des  quantités 

dont  la  première  est  égale  à   y*    ^^        ^    •     Donc    la    détermination   de  cette 

quantité,  ou  bien  la  résolution  de  Téquation  ^=0,  qui  est  du  degré  {2n-\-2)n^ 
est  réduite  à  celle  d'équations  des  degrés  (2n-j-2)  et  n. 

Mais  on  peut  encore  simplifier  le  procédé  précédent.  En  effet,  comme 
nous  le  verrons,  pour  avoir  les  quantités  i^o  j  i^i  •  •  •  7  îl  suffit  de  connaître 
Tune  quelconque  d'entre  elles,  et  alors  on  peut  exprimer  les  autres  ration- 
nellement  par  celle-là.  Soient  généralement  p^  q  'deux  fonctions  rationnelles 
et  symétriques  des  quantités  ^1  ^  r^  .  .  .  r„ ,  on  peut  faire,  comme  nous  l'a- 
vons vu, 

rpr^  et  Or^  désignant  deux  fonctions  rationnelles  de  r^,  qui  ont  cette  pro- 
priété de  rester  les  mêmes,  si  l'on  change  r^  en  une  autre  (juelconque  des 
quantités  r^ ,  7*^  .  .  .  r, .     Supposons  maintenant 

je  dis  que  Sf,  pouiTa  être  exprimé  rationnellement  en  e  et  c.     En  effet,  on  a 

*  • 

En  faisant  m  =  0,  1,  2  .  .  .  2w,  et  en  substituant  dans  l'expression  de  s^j  on 
verra   que    cV^    est  une  fonction    rationnelle    et    symétrique   des   racines    r, ,  r. 


.  •  . 
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.  .  .  r,  0  .  .  .   de   l'équation  i?  =  0';    donc  Sj,  pourra  s'exprimer  rationnellement 
en  e  et  c. 

Connaissant  .s^,  on  obtiendra,  en  faisant  fc  =  0,  1,  2...2w,  2n-|-l 
équations,  desquelles  on  tirera  aisément  la  valeur  de  Or^j  en  fonction  ration- 
nelle de  i//7'i.  Donc,  une  fonction  de  la  forme  p  étant  donnée,  on  peut  ex- 
primer une  autre  fonction  quelconque  de  la  même  forme  en  fonction  ration- 
nelle de  p.  Donc,  comme  nous  l'avons  dit,  on  peut  exprimer  les  coeflficiens 
Po  7  i^i  7  •  •  •  Pn-i  rationnellement  par  l'un  quelconque  d'entre  eux.  Donc  enfin, 
pour  en  avoi?  les  valeurs,  il  suffit  de  résoudre  une  seule  équation  du  degré 
2w-|-2,  et  par  conséquent,  pour  avoir  les  racines  de  l'équation  ^=0,  il 
suffit  de  résoudre  une  équation  du  degré  2n-l-2,  et  2w-j-2  équations  du 
degré  n. 


21. 

* 

Maintenant,  parmi  les  équations  dont  dépend  la  détennination  des  quan- 
tités (p  ^  ,  .  '  SP  ~9~~J^  '  celles  du  degré  n  peuvent  être  résolues  algé- 
briquement. Le  procédé  par  lequel  nous ,  allons  effectuer  cette  résolution  est 
entièrement  semblable  à  celui  qui  est  dû  à  M.  Gauss  pour  la  résolution  de 
l'équation 

Soit  proposée  l'équation 

(106)  o=p^J^p^r-\-p,v'-\ )^p^__^r^-^^r\ 

dont  les  racines  sont: 

•^   lïn+T )'    ^   (2«+t)'  •  •  •  ^   l2^+T 

OÙ  w'  a  une  des  valeurs  c«,  mœ-^-Gii.  Désignons  par  a  une  des  racines 
primitives  du  nombre  2w-l-l,  c'est-à-dire  un  nombre  entier  tel  que  //= 
2n-j-  1  soit  le  nombre  le  plus  petit  qui  rende  a^~^  —  1  divisible  par  2w-|-  1^ 
je  dis  que  les  racines  de  l'équation  (106)  peuvent  aussi  être  représentées  par 

(107)  y«(*),  ip\ai),  q>\ah),  <p\ah)  .  .  .  y*(«-'«), 

ou    «:= 


2»j+l 

Soit 
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a-  =  {2n-^l)K±a^, 

où  k  est  .entier,  et  a^  entier,  positif  et  moindre  que  ??-|-l,  je  dis  que  les 
tenues  de  la  série 

seront  tous  différens  entre  eux.     En  effet,  si  Ton  a 

««  =  «>» 
il  en  résulte,  ou 

«-_aA*  =  (2n+l)(fc,-fc^), 
ou 

Il  faut  donc  que  Tune  des  quantités  a"  —  a^,  «"•-["«^  soit  divisible  par 
2w-|-l;  or  supposons  m  > /t,  ce  qui  est  permis,  il  faut  que  a"*"^ — 1  ou 
^m-/*_|_j  g^j^  divisible  par  2n-[-l;  or  cela  est  impossible,  car  m  —  /ll  est 
moitidre  que  n.  Donc  lés .  quantités  1 ,  êii ,  a^  .  .  .  a„_i  sont  différentes  entre 
elles,  et  par  conséquent  elles  coïncident,  mais  dans  un  ordre  différent,  avec 
les  nombres  1,  2,  3,  4...w.     Donc,  en  remarquant  que 

on  voit  que  les  quantités  (107)  sont  les  mêmes  que  celles-ci: 

c'est-à-dire  les  racines  de  l'équation  (106)  c.  q.  f.  d. 
Il  y  a  encore  à  remarquer,  qu'ayant 

«-  =  (2«+l)fc,-l, 
on  aura 

«"+-  _  (2w-f-  l)A;„a"  —  a", 
donc 


^n+«  ^m 


et 

Cela  posé,  soit  0  une  racine  imaginaire  quelconque  de  l'équation 

d~— 1  =  0 
et 

(108)        yj{€)  =  (p\e)-^(p\aB)e-\-ip\a^e)e^^ \' ip\a^'U)e^-\ 

En  vertu  de  ce  que   nous    avons   vu   précédemment,   le   second   membre   de 


312  RECHERCHES  SUR  LES  PONCTIONS  "ELLIPTIQUES. 

cette    équation    peut    être   transfomié    en   une    fonction    raiionneUe   de    y^(*). 
Faisons 

(109)  xf,e  =  x{ip*e). 

En  mettant  dans  la  première  expression  de  ^/(f),   «"«  au  lieu  de  é,  il  vien- 
dra 

mais  nous  avons  vu  que   y^(a'*'*^'"f)  =  y*(a"'é),    donc 

•En  multipliant  par  d"*,  le  second  membre  déviendra  égal  à  .i//f ,  donc 

(110)  V^(a'"ê)  =  d-"V/«, 
ou  bien 

d'où  Ton  tire,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  n'**"*  puissance,  et  en  tenant 
compte  de  la  relation  d""*=l, 

(111)  (v*)"=U(ç»*(«"f))]-. 

Cette  formule  donne,  en  faisant  successivement  m  =  0,  l,2,3...n — 1, 
n  équations  qui,  ajoutées  membre  à  membre  donneront  la  suivante: 

(112)  n(v.)-  =  [;c(y».)]-  +  [;c(9»(af))]-  +  U(y«(a».))]-+  •  •  • 

+  U(y«(«-f))]"; 

or  le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique des  quantités  ç)*ê,  (p^{a€)  .  .  .  ç)^(a**"^é),  c'est-à-dire  des  racines  de  l'é- 
quation (106);  donc  (i/^«)"  peut  être  exprimé  en  fonction  rationnelle  de  p^j 
jPi  •  •  •  Pn-i  î  P*^  conséquent  en  fonction  rationnelle  de  l'ui\e  quelconque  de 
ces  quantités.     Soit  v  la  valeur  de  (V'f)'*,  on  aura 

(113)  Yv  =  (p'B-\-0(p'{ae)-^e'(p\a'6)-\ hd"-V^(a''-^f). 

Cela  posé,   soit    d  =  cos f-isin        •     Les   racines   imaginaires    de  l'équa- 


n       '  n 


tion  d"  —  1  peuvent  être  représentées  par 

U^     U    ^    ,    ,    •    U 
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Donc  eu  faisant  successivement  6  égal  à  chacune  de  ces  racines  et  en  désig- 
nant les  valeurs  correspondantes  de  v  par  v^^  i?,  .  .  .  î^„_i,    il  viendra 

yv\  =<p\é)  +    0<p\ae)    -\ h  <^"-V\«V«), 


Eii  conibinaiit  ces  équations  avec  la  suivante: 
on  en  tire  aisément 

«  n  « 

(114)  tp'{a''f)  =  ^{-p,_,^0-''}/v,-\-0-"'}rv~-\-0-^}fv;-\ 

et  pour  7/1  =  0, 

(115)  <p\e)=  l-(_^„_,  +  y^;,  +  f^;,+  .  .  •  +i/t;„:,). 


22. 

Toutes  les  racines  de  Téquation  (106)  sont  contenues  dans  la  formule 
(115),  mais  puisque  leur  nombre  n'est  que  w,  il  reste  encore  à  donner  à 
y*(é)  une  fonne  qui  ne  contienne  pas  de  racines  étrangères  à  la  question. 
Or  cela  se  fait  aisément  comme  il  suit.     Soit 


*•*=       n 


n 


En   posant    ici    a"'*    au   lieu   do    é,   y^\.    se   changera   en    0  ^^Vy^j    cit    Vi    en 
d'^Wj,   donc  Sf^  -se  changera  en 


n  n 

0-km  y^^  _     y^,^ 

n  n 

(«-•"Vt'O*     (y»i) 


* 


La  fonction  s»,  comme  on  le  voit,  ne  change  pas  de  valeur,  en  mettant  «"« 

40 
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au  lieu  de  f.  Or  s^  est  une  fonction  rationnelle  de  (p^{^)'  Donc,  en  désig- 
nant Sf,  par   A[y*(0]î    ^^^  aura 

quel  que  soit  le  nombre  entier  m.  De  là  on  tirera,  de  la  même  manière 
que  nous  avons  trouvé  (</^f)",  la  valeur  de  «^  en  fonction  rationnelle  de 
l'une  des  quantités  ^o ,  ^i  .  •  .  2^„_i .     Connaissant  Sf, ,  on  a 


n 


Donc  en  mettant  v  au  lieu  de  v^^  Texpression  de  (/?*(«"'*)   deviendra 


^     .  1  2  «— 1 


n 


pour  m  =  0: 

(117)        ç)«(,)z=.-^^- j-^„.,4-i;»  +5,1;"  +532;"  H h^n-i^  ""  )• 

Cette  expression  n'a  que  n  valeurs  différentes,  qui  répondent  aux  n  valeurs    cV^ 

1 

v".  Donc  en  dernier  lieu  la  résolution  de  l'équation  P2n+i  =  0  est  rédixite 
à  celle  d'une  seule  équation  du  degré  2?2-|-2;  mais  en  général  cette  équati^^Ti 
ne  paraît  pas  être  résoluble  algébriquement.  Néanmoins  on  peut  la  résoii<il.re 
complètement    dans   plusieurs    cas    paiticuliers,    par  exemple,    lorsque    e  o, 

e  =  cy3,  e  =  c{2±y3)  etc.  Dans  le  cours  de  ce  mémoire  je  m'occupe^ :m-a.i 
de  ces  cas,  dont  le  premier  surtout  est  remarquable,  tant  par  la  simpli^z^  it;ë 
de  la  solution,  que  par  sa  belle  application  dans  la  géométrie. 

En  effet  entre  autres  théorèmes  je  suis  parvenu  à  celui-ci: 

"On  peut  diviser  la  circonférence  entière  de  la  lemniscate  en  m  par'*:^^^^ 
"égales  par  la  règle  et  le  compas  seuls,    si   m   est  de  la  forme   2"  ou 

"2"4~^7    ce  dernier  nombre  étant  en  même  temps  premier;    ou  bier:»-       ^^ 
"m  est  un  produit  de  plusieurs  nombres  de  ces  deux  formes." 

Ce  théorème  est,  comme  on  le  voit,   précisément   le   même  que  c< 
de  M.  Gauss,  relativement  au  cercle. 


Jui 


1 
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§  VI. 

E*vjyressions  diverses  des  fonctions   y(w/^),  f{^l^)f  ^("i^)« 

23. 

En  faisant  usage  des  fonnules  connues,  qui  donnent  les  valeurs  des 
coefficiens  d'une  équation  algébrique  en  fonction  des  racines,  on  peut  tirer 
plusieurs  expressions  des  fonctions  ip[n[i)^  f(n[ï)^  F(n[i)  des  fonnules  du  pa- 
ragraphe précédent.  Je  vais  considérer  les  plus  remarquables.  Pour  abréger 
les  fonnules,  je  me  servirai  des  notations  suivantes.     Je  désignerai 

1)  Par  2!„yjm  la  somme,  et  par  Tl^xpm  le  produit  de  toutes  les  quan- 

k  k 

tités  de  la  forme  i//m,  qu'on  obtiendra  en  donnant  à  m  toutes  les  valeurs 
entières,  depuis  k  jusqu'à  k\  les  limites  k  et  k'  y  comprises. 

*'       y'  '  k'       y' 

2)  Par  2:^2:^^\f){vi^fi)  la  somme,    et  par  TT^  FT^  xp  {m  ^  ft)    le  produit  de 

k         y0  k  V 

toutes  les  quantités  de  la  forme  \f){m^fC)  qu'on  obtiendra  en  donnant  à  m 
toutes  les  valeurs  entières  de  fc  à  k\  et  à  /t  les  valeurs  entières  de  i^  à  v\ 
en  y  comprenant  toujours  les  limites. 

D'après  cela  il  est  clair  qu'on  aura 

(119)  iv;(m)  =  V'(^)  +  V(fc+l)H hV(fc')» 

(120)  ^,  V W  =  ^>{^ .  V(fc  + 1)  •  •  •  V(fc')» 

k 

(121)    ii-^,//(m„«)  =  i-^V'(*',/')+-s'^v(^+in«*)H V^M^'if')^ 

k         y  y  y  y 

(122)     rT^n^tp{m,fi)  =  fT^tp{k,,u)  .  fT^ip{k-{-l,^) n^xp{k\^). 

k         y  y  y  y 

Cela  posé,  considérons  les  équations 

(128)  /  /(2„ +!);?=  ^•■±1, 

i'(2«+l)/3  =  -Ç"?±i. 

Nous  avons  vu  que    P^n^i    est  une  fonction  rationnelle   de    x    du   degré 

40* 
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(27?.-j-l)*  et  de  la  forme  x.yj{x^).  De  même  P\n+i  et  P^^n+i  «ont  des 
fonctions  de  cette  même  forme,  la  première  par  rapport  à  y  et  la  seconde 
par  rapport  à  z.  Enfin  ^2*1+1  ^st  une  fonction  qui,  exprimée  indifféremment 
en  x^  y  ou  z,  sera  du  degré  (2w-|-l)* — 1,  et  contiendra  seulement  des 
puissances  paires.     Donc  on  aura 


-{-Bx, 
-\-B''z, 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (123),  il  viendra 


•      ■      • 


+  Bx)  =  9)(2n+  l)/?.(Ca;<*-+»>"-»  + 
-{-B'y)  =  /{2n  +  l)/î .  ((7'3/«-+»'-^  + 
-\-B"z)=  F{2n  -\-  1)13 .  {C  z<»-+»)'-»  -|- 


Dans* la  première  de  ces  équations  A  est  le  coefficient  du  premier  terme, 
—  (p{2n-\-l)[i.G  celui   du    second,    et  — y(2n-|- 1)/?.  Z)   le   dernier   tenue. 

C  D 

Donc  --^y(2n-|- 1)/?  est  égal  à  la  somme,  et  -r-y(2n-|- l)/î  égal  au  pro- 
duit des  racines  de  l'équation  dont  il  s'agit,  équation  qui  est  la  même  que 
celle-ci  : 


(124) 


9(2« +!)/?  = 


Donc  en  remarquant  que  A^  C  et  D  (et  en  général  tous  les  coefificiens)  sont 
indépendants  de  /?,  on  voit  que  (p(2n-\-ï)fi  est  (à  un  coefficient  constant 
près)  égal  à  la  somme  et  au  produit  de  toutes  les  racines  de  l'équation  (124). 
De  la  même  manière  on  voit  que  f{2n-^l)(i  et  F{2n-^l)/3  sont  re- 
spectivement égaux  au  produit  ou  à  la  somme  des  racines 'des  équations 


^,    F(2n+l)fi=^ 


'    /C2n+1)/Î  =  :^,    F{2n+l)l)  = 


en  ayant  soin  de  multiplier   le   résultat   par   un    coefficient   constant,   choisi 
convenablement. 

Maintenant   d'après    le   n®  11  les   racines   des   équations  (123)    sont   re- 
spectivement : 


I 


j 
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•.=(-i)-f(^+j^;-i-<»+5„';-Ta..-), 

OÙ  les  limites  de  m  et  ^  sont  — n  et  -\-n.  Donc  en  vertu  de  ce  qu'on 
vient  de  voir,  et  en  faisant  usage  des  notations  adoptées,  on  aura  les  for- 
mules suivantes: 


/(2»+  i)D  =  A'  S.S„(- 1)-  /(^+:~+i^-) 


(125) 


/•(2»+l)/9  =  4'S.Ï,(.-l)'f-(/?+~",+^f); 


V(2»  +  l)/9=i;  ^.&;„(;»  +  ÏÏL-b';«), 
/(2»  +  1),S  =  £■  ^.î?,/(^4-ï^??"j , 


— n     — n 
+n    -fn 


i^(2«+i)/î=5''ff.&>(/î+"2:-v'r') 


Pour  déterminer  les  quantités  constantes  A^  A\  A",  B^  B\  B",  il  fau- 
dra donner  à   /3   une  valeur   particulière.      Ainsi    en   faisant   dans   les    trois 

premières  formules  (^=  a  ~h  g  h   après  avoir  divisé  les  deux  membres  par 
y/î,  il  viendra,  en  remarquant  que  (pi  „  -|-      i  j  ^ ^ , 

^'  =  ^^';^  '^^  \  pour   ^  =  s:-  +  I  z. 

boit     /5=   9   "F   9  ^T""î     ^^    ^ 
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^  y((2n+l)«+^+t  0_  _  __?«_. 
^  _  / ((2«  +  1) a  +  «w  +  «di»  +  !  +  -«•) 

•'/r^  +  T  +  yO'^'' 


pour  «=0. 


4"  = 


i?'((2«  +  l)a  +  nfo  +  nOe  +  f  +  f  i) 


•  ^(«  +  Y+tO  ^   i^((2»+l)«  +  f  ej 

Ces  expressions   de   A^  A\  A"    deviendront  de  la  f<înne    ^    en   faisant 
azzrO,    donc  on  trouvera  d'après  les  règles  connues 

1  A'-A>.-i-^Y. 


A=^   .  . ,  â:  =  A'' 


2«+l  2n+l 

D'après  cela  les  trois  premières  fonnules  deviendront 

(126)      \  /(2„+l)^=|l^t|,|,(_l)-/(/î+-7;±^"-''). 

f  (2„  +  1)/J  =  |=it  S.  |(_  1),  f  (/»+ "^t^--) . 
Pour  avoir  la  valeur  des  constantes  JB,  J5',  5",  je  remarque  qu'on  aura 

— «     — n  1  -  1 


n        n  n        n 


X  /7"«  n^^{m.^fi)\i){—in,—fî)  n„  rT^tff{m,  —fi)tf){—m,fi). 


11  11 
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En  appliquant  cette  transformation  aux  formules  (125),  en  divisant  la  première 
par  (pi3^  la  seconde  par  f(i  et  la  troisième  par  Fp^  en  faisant  ensuite  dans  la 

première  /5  =  0,  dans  la  seconde  p=:    -  et  dans  la  troisième  /5=  «  î,  et  en 

(r{2n  +  \)^  O  I      1  ,3  n  /(2W+1)/^  /  iNn 

remarquant  que   -^-^  '~k       =^2n-\-\^  pour  li  =  Oy  que   -  --;j  =( — 1) 

(2«+l),   pour   (3=^,  et  que  ^^+lM==(_i)-(2„+l),  pour/î=-^,:, 
on  trouvera 


-      > 


(-ir(2n+i)=5'Âr.f'(|t+jf;^-)Â,F-(.f.-+5-;:-^-,.) 

En  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  -B,  B\  B'\  et  les  substituant  en- 
suite dans  les  formules  transformées,  il  viendra 
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y(2«+lV  = 


1 


2n  + 


•T'im 


xn„n. 


1    1 


(129) 


a  /    ma}     \ 

^  (v-+i)  .    .  . 

-  y(/+-  2«TiX'^~"i^)  y(^+  2n-+-i-)y(<^-^«-+i- ) ^ 

/(2« +!)(?  = 


2   '(nno  —  fiû>i\ 


1 


n  /(/^+'"-: 


J     \  9  ^2n4-iy  -^     ^2  '^2n  +  i; 


2  2 


•'1^2"^     2n  +  ï    y  •'     V2   "•■     2n  +  l     / 


F(2n-\-l)(i  = 


^     V2"*''"2«"+lj  ^     (^2"*"^2»"+l7 


+ 


«itt>  — 


1    1 


V*  (! 


2b  + 


F) 


^  (t  '■+^t") 


On  peut  donner  à  ces  expressions  des  fonnes   plus    simples,   en   faisant 
usage  des  formules  suivantes: 


<ip(/»  +  «)«r(/*-«)_ 


1  — 


y  *« 


(jr*a 


1  — 


ç>^ï 


/(/^+«)/(/ï-«)^ 


1  — 


y*(«  +  î  +  î.-) 


/^(«+:+:0 


1— 


i''='/î 


i'X/if+«)^X/^-«)_ 


F' 


{''+") 


1— 


/'-"(f  +  :7+  «) 
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qu'on  vérifiera  aisément  au  moyen  des  formules  (13),  (16),  (18). 

En  vertu  de  ces  formules  il  est  clair   qu'on   peut   mettre    les    équations 
(129)  sous  la  forme: 


{  <pi2n-\-l)l3  = 


1  — 


yV 


yV 


(2n+l)(^/577,     - 

'    1  — 


„  /    mat     \ 


y^tf 


1 


1 T_£L_ 


OJ  Û) 


1 , 


yV 


^  /  (o        iu    .  moi 


1— 


X  rr  n 


9 


~2  n  4-  1 


1     1    1 


T'ii 


i_      tV 


yiif 2 v  c 

a  (  v>        ù>    .       mw-f-«ù>»\  »  /  0}        û>    .       mot  —  wo 


.//«)t  \ 


/(2«+l)/? 


1— 


/V 


(130) 


(_1)»(2„+1)//?J7„-^         -   VI"-" 


1— 


/*/* 


1 — 

an  / 

1     1    1 


»      1  — 


•'     \2        2n-t-l/ 


/"/* 


<<;        mo; 


+ 


tO  -f-  /Ifdt  \ 
2»+l     / 


1  — 


/v 


/*/*.  .... 

•'      \2  "^      2n4-T~ 

7V~ 


Ait  î  lO        û>  ,       mco  -f-  ««>» 


F^ii 


n 

n 


F{2n-\-l)i3  = 

1_    _    ^"'^ 


'  1— 


'      '    1 


*    2      "^"    2n+l 


1  — 


i''-/!/ 


1^2  /  w        tt>    .       wi«;  -|-  /«foi 


1  — 


2n-f  1 


\2  ^  2 


2n4-l 
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Ces  formules  donnent,  comme  on  le  voit,  les  valeurs  de  (p{2n-\- 1)13, 
f{2n-\-l)(3  et  F{2n-\-l)(3,  exprimées  respectivement  en  fonction  rationnelle 
de  (ffi,  /I3  et  F /S  sous  forme  de  produits. 

Nous  donnerons  encore  les  valeurs  de  /{2n-\-l)(3,  F{2n-\-l)(3  sous 
une  autre  fonne,  qui  sera  utile  dans  la  suite. 

On  a  f'l3=l  —  c*<p'l3,  donc 
et 


1  — 


P(i       _''*[«ir*/?— 9*  (t  *'+«)]. 


/*(:*'+«)  /*(y»+«) 


or  en  vertu  de  Téquation  (18)  on  a 


/■(».•+„)='■+"  ' 


donc 


e^      ' f^a  ' 


1       /V  1       yV 


y^rt 


1  /"/»  /*«        «  ç, 


On  trouvera  de  même 


F^fi  1       r'P 


y  *  « 


1— 


/'* 


En  vertu  de  ces  formules,  et  en  faisant  (i=0  pour  déterminer  le  fac- 
teur constant,  il  est  clair  qu'on  peut  écrire  les  expressions  de  /(2n-j-l)/?, 
F(2n'-\-l)/3,    comme  il  suit: 


RECHERCHES  SUR  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  323 

/  i_      y*/>    _  i__. ..  <py_ ,._ 


1 : ^     '^    .       -:■-■-  1  — 


,    ,'i v'l<  ,_  r'C 


(130')  ( 

1 V*? 1 &__ 


1 ,    "*  >"  — ^      1— 


X  /7.  77, 


^    U  •+     2n+l     j  ^    V»  2n+l    J 


,"  ."i yV  i_  ç-V 


Dans  ce  paragraphe  nous  n'avons  considéré  les  fonctions  (p{n/i)j  f{n/3)^ 
F{n[i)  que  dans  le  cas  des  valeurs  impaires  de  n.  On  pourrait  trouver  des 
expressions  analogues  de  ces  fonctions  pour  des  valeurs  paires  de  w;  mais 
comme  il  n'y  a  à  cela  aucune  difficulté,  et  que  d'aiUeurs  les  fonnules  aux- 
quelles nous  sommes  pai'venus  sont  celles  qui  nous  seront  les  plus  utiles  dans 
la  suite,  je  ne  m'en  occuperai  pas. 


§  VIL 

Dévdoppeinent  des  fonctions  (fa,  fa^  Fa  en  séries  et  en  produits  injinis. 


24. 

a 


En  faisant  dans  les  formules  du  paragraphe  précédent   /3=  9     \\'*  ^^ 

obtiendra  des  expressions  des  fonctions  ya,  fa^  Fa^  qui,  à  cause  du  nombre 
indétenniné  tz,  peuvent  être  variées  d'une  infinité  de  manières. 
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Parmi  toutes  les  formules  qu'on  obtiendra  ainsi,  celles  qui  résultent  de 
la  supposition  de  n  infini  sont  les  plus  remarquables.  Alors  les  fonctions 
if^f^F  disparaîtront  des  valeurs  de  y  a,  fa^  Fa^  et  on  obtiendra  pour  ces 
fonctions  des  expressions  algébriques,  mais  composées  d'une  infinité  de  ter- 
mes.    Pour  avoir  ces  expressions,  il  faut  faire,  dans  les  formules  (126),  (130), 

/?  =  ô — TT"'    6t  ensuite  chercher  la  limite  du  second  membre    de  ces  éqiia- 

tions  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  n.  Pour  abréger,  soit  v  une 
quantité  dont  la  limite  est  zéro  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  w. 
Cela  posé,  considérons  successivement  les  trois  formules  (126). 

Ln  faisant  dans  la  première  des  formules  (126)  /?=:^— --— ,  et  remar- 
quant que 


-{-n   -f-» 


n 


(13 1)  2^  2^  d(m,  .u)  =  0(0, 0)  +  ^.  [0{vi,  0)  4-  e{-m,  0)]  +  ^,.  [0(0,  fi)  +  e{0,-u)] 


'm 
— n    — n 


n       n 


+  ^.^^  [0{m,fj)  +  Ô{-m,  -fi)  +  d{m,  -fi)  +  <?(-w,  ii)] , 


1     1 


il  est  clair  qu'on  peut  mettre  la  formule  dont  il  s'agit  sous  la  fonne: 


(132)     (pa=-^—-^.(p 


a 


+  «- 


2n+l    ^\2n+l)  '   2n+l    ^ 


'm 


(-1) 


m 


a  -h  tnco  \  la  —  mio 


~t 


1 


+2,r+-îf''(-i) 


(p 


a-\-fi(x}i 
2n^î 


+  (p 


a—fi(ôi 

2  «TT  ) 


ec 


2n-fl 

n        n 


(^1)«+A*^(^_.^^^_4^) 


+ 


1        1 
n         n 


PC         «       ^ 


{-\Y^ftf,^{n-vi,n-n), 


où  l'on  a  fait  pour  abréger, 


(133) 


l^V  211-1-1 


(fl  +  \)€t>i 


i\     +  /„_ 


yiK^)=2^-J    .„+,„+^l_ 


Sn+l 


/«  — (m  +  ^Xu  — f/«-|-jKi>t\  >' 
+ _1 I 

(fi + i) «>i\    1^     /«— fm-f|)f^-f r/4-f|) fôt \ } • 

;  9^1^  2n-fl  /) 


Maintenant,  en  remarquant  que 


■m 


i+/*''^-'^'(^)-</'*(ï;^) 


2n+l  ' 
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"-12,,+  1  )  +''1^»+  '  )-  "l+7.c..^.(,:-,)".„."(  J^_)         2n+T  • 

oh  A^  et  B^  sont  des  quantités  finies,  le  second  membre  de  Téquation  (132) 
jusqu'au  terme  qui  a  le  signe  —  ?   prendra  la  forme 

2,4T^2«ii  +(2^iT)ïf-(- 1)"(^.+^-); 

or  la  limite  de  cette  quantité  est  évidemment  zéro;    donc,   en  prenant  la  li- 
mite de  la  formule  (132),  on  aura 


i  "     - 


(pa  =  —  -_  lim.  ^^  2:^  (—  1)'"+^  tff{n  —  m^n  —  jli) 


ce  j         j 


i  "     " 


+    -  lim.  2:^  2:,  (-  1)--^^  V/,(r?.  —  m,n-  fi), 
ou  bien: 

(134)        9»  =  -^  lim.  "i"!  % (-  l)"-""  V(»«,/') 

+  '  liin."£"i;.(-  l)"+''v.(»',.«)- 


*^''  0         0 


0  0 


Il  suffit  de  connaître  Tune  de  ces  limites,  car  on  aura  l'autre  en  chan- 
geant seulement  le  signe  de  i.     Cherchons  la  limite  de 


n— 1   n— 1 


^    V  (_l)"+^y;(m,//). 


0         0 


Pour  cela,  il  faut  essayer  de  mettre  la  quantité  précédente  sous  la  forme 

oîi  P  est  indépendant  de  n,    et  v  une  quantité  qui  a  zéro  pour  limite;    car 
alors  la  quantité  P  sera  précisément  la  limite  dont  il  s'agit. 


25. 


Considérons  d'abord  l'expression 


-^•^(-irvK."). 

A 

Soit 

(135) 

ê(m  ii\                              ^" 

^^""'f'f         a*       \(,n4-l)co4-(u- 
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et  faisons 

(136)  rp{m,fi)  —  e{m,^i)  =  (2,,T^«  ^^a* » 
on  aura 

(137)  '^^\{-lY^>{m,^C)-%{-lYe{m,f^)  =  2a%{-\Y^^^^^^^ 


2 


Cela   posé,   je    dis    que    le   second   membre    de   cette   équation    est  une 
quantité  de  la  forme   -^   -r-.-  • 

D'après  les  formules  (12),  (13)  on  aura 

donc,  en  faisant  (i  =  ^^    et    e  =  ^'^+-^^^'±~^^  et 

f€.Fe  =  Oe^    on  a 

Or  on  a 

^  [  27r+T  J  ~  2n +1     •"  (2n"+"l)3 ' 
donc 

et  par  conséquent 

,/  \        n/  \  2a        I  ^\Jn4-ï)  1 

,_2Af       ^(i"«+T)  . 

Donc  la  valeur  de  B^   deviendra 


(138)    «  =   --^    -\/"  +  »/-_^(l_L^ 


^,»  (-^-)-  y«  f-*"-^  l      '   (2«  +  1)*  i       /    «_.  V_  /  ._'V  .  Y 
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Cela  posé,    il  y   a  deux  cas  à   considérer,    suivant    que    ^^v    a  ^ûéro 
pour  limite  ou  non. 

à)   Si    ,^   ^   ,     a  zéro  pour  limite,  on  aura 

^  2n-\- 1  ^  ' 

2  I  ^f*  \  ___  A*  I  1**     A* 

^   l  2n+l  ]  ~  (2«  +"i)»  "T  (2«  +  1)*  ' 


^   \  "2n  +  1  I  "~  (2«"-i-'  1)"  ~r"  (2n  +  1)*  ' 

m 

OÙ  J5^,  (7y,  i)  ont  des  limites  finies;  donc,  en  substituant, 

Vi'  "t"  TôZTï  ~ 


(139)     li,  =  Aa\-^, ^iJf"^'^* 


c  «  -  ^  +  (2 n  +  1)"* .  e •  ~  ^^  (2M-  î)* 


+ 


a»       i>c* 


Bfi  Bfg 


«4/        l  c^/r(2«+l)*c«        '"''(2n+l)» 


or  que  «^  soit  fini  ou  infini,  il  est  clair  que  cette  quantité  convergera  tou- 
jours vers  une  quantité  finie  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  n. 
Donc  on  aura 

(140)  K  =  r,  +  v^, 

où  r^  est  une  quantité  finie  indépendante  de  n. 

« 

b)    Si    v^  -^  .     a  pour  limite  une  quantité  finie,    il  est  clair  qu'en  nom- 
mant  cette  limite   J^ ,    on  •  aura 

Cela  posé,  considérons  l'expression    -5*^,  ( — l)'*?ô"*  j/ i\2'     ^^  ^ 
(142)    %i-ir^J_^^^,  =  ^J_^^^AIi,-R,  +  It,-K^... 

+(-i)-'i?,_,  +  (-i)'(i?,-ii,,.+i^,,,-i?,,,4-...-|-(-i) — ^ii,_,)]. 
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Supposons  d'abord  que    ^^  ~^t    ^î*  pour  limite  une  quantité  finie,  quelle  que 
i^oit  la  valeur  de  ju.     Alors,  en  remarquant  que 

on  aura 
donc 

f  ^  (-  1)"  (2„ +Sj^  =  (2^  «  -  <  +  «.'  -  ^'a'  +  •  •  • 

OÙ  k=zn  ou  n  —  1,  selon  que  n  est  pair  ou  impair.     La  quantité  B  a  tou- 
jours pour  limite  une  quantité"  finie,  savoir  B  =  0    si  n  est  pair,  et  J5  =  R^_i 
.     si  n  est  impair. 

Maintenant  on  sait  qu'une  somme  telle  que 

V  — <  +  V— h  ^'*-2  —  ^'*-M 

peut  être  mise  sous  la  forme  hv^  v  ayant  zéro  pour  limite.  Donc  en  sub- 
stituant 

or,  k  étant  éffal  à  n  ou  à  n  —  1 ,  et  J5  fini,  la  limite  de    -:r^  ^  v    sera   zéro, 

?  &  7  7  2w4-l 

donc 

Supposons  maintenant  que    o  -  r-f    ait  zéro  pour  limite.      Alors    ô- ^  i 

a  également  zéro  pour  limite,  à  moins  qu'en  même  temps  ^-  -r  --  n'ait  pour 

limite  une  quantité  finie.  Soit  dans  ce  cas  v  le  nombre  entier  immédiate- 
ment inférieur  à    ^n,    et  considérons  la  somme 

En  supposant  que  n  soit  un  des  nombres  0,  1,  .  .  .  i',  il  est  clair  que 
,^— _^..=  -  -,^  v/*"T-?;  ^  2éro  pour  limite;  donc,  selon  ce  qu'on  a 
vu,  R^  sera  une  quantité  finie,  et  par  conséquent 

R,-R,-{-R, [-(_  lY-'R^_,=zy.R^ 
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OÙ  H  est  égalenieiit  une  quantité  fînîe. 
C'onsidérons  maintenaut  la  soimiie 

Si    w>    _^  ^     a  pour  limite  une  quantité  dîlférente   de  zéro,    on   a,    comme    on 
Ta  vu, 

si  au  contraire    -.— -'   .     a  pour  limite  zéro,  on  a 

or,  si  en  même   temps   /t  >  ^n ,   il  est  clair  qu'en  vertu  de  la  valeur  de  lî^ , 

'r^  =  B^  —  6' ,  ; 

or  il  est  clair  que  B^  et  C^,    tous  deux,    ont  pour  limites  des  quantités  in- 
dépendantes de  //,  donc  en  nonnnant  ces  limites  B  et  (7,  on  aura 

et  par  suite,  aussi  dans  ce  cas. 

Donc,  conmie  dans  le  cas  oîi    -^ — ^^r-r   aurait    une    limite    différente    de    zéro 
pour  toutes  les  valeurs  de  /i,  on  démontrera  que 

(^i\y  (^'  -■».*.+  ■••+(- 1)-'-  «.-.)  =  p„  +  i)  ■ 

Maintenant  en  combinant  les  équations  ci-dessus,  on  en  tirera 

or        -^   .-   a  zéro  pour  limite,  donc 

y»   / 1  v       ^^ 

^f^y       ^)    (2n+l)*~  2n+l  ' 

Donc  cette  formule  a  toujours  lieu,    et   par  conséquent  la  formule  (137)  de- 
viendra 

(144)  %{-lYip(:m,fi)-%{-\Y6{m,fi)=-^J^-^. 
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V 


Cela  posé,  il  s'agit  de  mettre  -2*^( —  l)^d(?/4,,t/)  sous  la  forme  P-\-,)     ri' 
Or  c'est  ce  qu'on  peut  faire  comme  il  suit.     On  a 

f     n— 1  oo  oc 

(145)  : 

2:^{-lYe{m,f.)  =  {-lY[e{m,n)-d{m,n-Jf-l)-\-e{in,n-{-2) ]• 

Or  d'après  une  formule  connue  on  a 

e{m,n)  —  d{7fi,n-j-i)-\-0{7n,n-\-2) 

oîi  Aj  B  .  .  .   sont  des  nombres;  or 

donc  en  substituant 

Oijii^n)  —  d{7njn-\-  1)-]-  •  •  • 

De  là  il  suit  que 

Donc  en  vertu  des  équations  (145) 


.  •  • 


«—1  oo  p 


ï 


et  p^r  conséquent 

n— 1  oo  «- 

(146)  ^^(-l)^v.(m,/0  =  f,.(-ir-<^K/^)  +  2;r+T' 


26. 

n— 1 

Ayant  transformé  de  cette  sorte  la  quantité  -ST  ( — 1)^.1// (m,//),  on  tire 


de  l'équation  (146) 


7* 
0 
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(147) 

en  faisant 
(148) 


V V (- i)-^"vKm,«)= V(- i)".(».+"i  ;-   , 

00  0  o^"~r* 


oo 


or 


n— 1 


(>„=:^,.  (-!)".<?(;«,/,.); 

0 


t'm         ^0  +  ^'i  +  ^'â  H +  *'n-l  ^*^         


V 


0    2«  +  l 


2n+l 


2n  +  l         2 


î»  ayant  zéro  pour  limite.     Donc  l'équation  (147)  donnera,    en  faisant  n   in 
fini, 

(149)  lini.  V  V  (_  1)-+,.  xp{^m,fi)  =  ^{-  1)" .  (>„. 


De  même,  si  l'on  fait,  pour  abréger. 


(150) 

on  aura 

(151) 


e^{m,fi) 


2a 


■  ■,-^y 


«"-[("« +})"'-(/'  +  i)'3«? 


OC 


C-'^-S"^!-!)"^.  ('«„"), 


n— 1  II— 1 


oo 


lini.  ^.  V-  (._  1)-+^  y>,{m,,,)  =  v-(_  i)-  ^jj . 


0  0 


Ayant  trouvé  les   deux  quantités   dont  l'expression   de    (f>a    est  composée,    on 
aura  en  substituant 


c» 


oo 


oo 


ou  bien,  en  remettant  les  valeui's  de  (fj  et  p^, 


(152)     irn  = 

i    ^ 

*^^      0 


OO 


^;(-l)" 


2a 


2a 


L  0 


«*- l('«+})w-(."+J)'^*]''    «*-l('«+i)w+(i"+})ô'T=' 


Maintenant 


2a 


1 


..;  + 


a»_[(,„-|.j)w±(^+})«3«]*       «_(„,  +  j;c„:p(^+j;d)e    '    a-\  (,«+ j)w+ (,i+ j)o/ 

donc 

2a  2a        _ 

„»_[(,„+ j)«-(^ +1)0»]  =•    «»-[(,«+ })w+ (yi+i)o»J* 

_  (2|ii+l)<3«  _  (2/<  +  l)Oi 

—  !«  +  (,«-f  |),.,i*.|  (.«  -i-  iy,r-     f«-(„H- j)*.>|  =•+(/! 4  jj^ô^*' 
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donc  l'expressiou  de  cpa  prendra  la  forme  réelle: 

(153)  (pa:= 

c'est-à-dire  qu'on  aura 

(154)  ipa  =      -^(,y,_  J,  4-^,-^3 -j [_(_  1)»^^  .  .  .) 


oà 


(155) 


--J((yo'-cy.'-frV-(Js'+---+(-l)"<y«'...), 


.  ^        _       1 ^3 »     _    __ 

.,_ ^ _3  •  5 


Hî  Ton  commence  la  recherche  de  la  limite  de  la  fonction         / 

n— 1  n— 1  n— 1 

-2:^-2'^,( — l)"*^^i//(m,/i)    par  celle  de    -2'( — l)"'i/y(w,//)    au   lieu   de   celle  de 

0  0  0 

n— 1 

-2'( — l)'*i//(7W,/t),    comme   nous   l'avons  fait,  on  trouvera,   au  lieu  de  la  for- 

0 


mule  (153),  la  suivante 


(150)     (fa  — 

1         ex?                                 OO 
^^        0                                0 

_1)- 

c'est-à-dire 

(2/«-f-l)<3  (2//H-l)<3 


[«-(m+0w]*+(it«+i)='|3*       fa+(»i+i)w]»+(|ti+i)»ô* 


(157)  W=~,  (fo-3f.  +  5f,-7.3H h(-  l)''(2/'  +  l)f.+  .  •  •) 

-  /^  (.;_3.,'-f  5./-7V+  .  .  •  +(-  l)''(2/i  +  1)V+  .  .  .), 
où 

_  1 1 1 

(158)  '  ^        ^  ^         ' 

*"  («+:y+(/'+ô*'3'^  («+»V(/'+i)*û^  '(a+\f+Q.'+'iy^-- 


•     •     •   • 
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27. 

Cherchons  maintenant  l'expression  de  fa  au  moyen  de  la  deuxième  des 
formules  (12(5).  En  vertu  de  Téquation  (131)  le  second  membre  prend  la 
forme  suivante: 

t^\V/^+U\"f-(-i)"[/(/'+.:^i)+-4^-2;:;i)J  ' 


+ 


(-1)"  " 


2«  +  l  7'' 


/''+2f:.)+/''-.:T-i) 


+(7;\-i.i-,(-  i)-[/(,s+'"^ii*-) +/(,?-  »""+""■■ 


2/.+  1 


En  y  faisant  /^  ^^  0  -,  i  '    et  en  reniarqiiant  qu'alors  la  limite   des  quantités 
contenues  dans  les  deux  premières  lignes  devient  égale  à  zéro,  on  aura 


(159) 


m        n 


fa  =  lim.  (   -  1)" ^« ^^  (-  1)" .  ^{n  -  m.,  n  -  .1/) 


1  1 


n        n 


+  lim.(-l)-i-„^^( 


1  l 


1  )™  •  Vl  (^''  '^'^'î    ^*  /O7 


oh  Ton  a  fait,  pour  abréger, 


1//(?^  —  m,  ?i  —  /O^^ 
i//i(n  —  m,  w  —  /O^^^ 


1 


1  _ 
2n+T 


*  [        2n  +  l       )    «"-^  \     "  2^1  +  1  ~ 
^\       2h+1     J    «"-^("^w+l 


Maintenant  on  a 


/(/?+*) +/(^-o= 


_         2/(î./e  _      /c 


2//f 


Soit 


1  -{-e^c^ff^B.fp^ji 


TMO  A-  lÀ&i 

(  =  —.  -- ^-H  -  > 


«*C*'"* 


^  ^  yV+r..^, 


çr*f 


2n+l 


on  aura 


1 


2i/  +  l 
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r^-        F{e-'l-i)~       ^      ^        Ve^  +  c'  ^i'        2         2  * 

\  2u-\-l  I 

Donc  on  aura,  en  substituant  et  en  mettant  m  et  jti  respectivement  au  lieu  de 
n  —  m  et  n —  //, 

m 

On  aura  la  valeur  de  ^i{m,fj),  en  changeant  seulement  le  signe  de  i.     En 
faisant  maintenant 

fi  (m   .A  —  -      (2m+l)cu+(2^+l)«3» 
^     ' '^  ~       «*-  [('«+i)c«'  +  (i"'+"i)'3»T* 

et 

fl/^   ,A_ (2m+l)«^2^  +  l)^ 

et  en  cherchant  ensuite  la  limite  de  la  fonction 

"iH(-i)"-vK/*), 

0         0 

de  la  même  manière  que  précédemment,  on  trouvera 

lim.  X  %  {-ir.  ^P  {m,  /O  =  4^ .  ^ J  -T.  (-  1)- .  Ô  (m,  ft) 

0         0  •'  0       \    0 

et 

n— 1  fi— 1  1        oo     /  oc  \ 

lim.^„^,.(-l)-.V/,(m,»)  =  -   .^J^„(-l)".d,(m,//.)   ; 

0         0  *^  0        \    0  / 

donc  en   substituant   dans  (159),    et   en  remettant  les   valeurs  de  0{vijfi)  et 
di{m^fi)^  on  a 

(160)    fa  = 

—  ^      V    ^  C— nW      (2m+l)u-\-(2fi+l)ai        .        (2m-\-l)(o-(2f.+  l)ai 

La  quantité  l'enfemnée  entre  les  crochets  peut  aussi   se  mettre   sous   la 
fonne 

2[a  — (»n  +  i)w]  2[«+(»«  +  j)f.*] 


[«-("•  +  i)H*+  O'  +  i)*'»'        [«  +  ("'  +  *)'"?  +  O'+î)*'» 


-s' 
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donc  ou  a  aussi 

(ifii)  /«= 

Ou  aura  de  la  niêuie  manière 
(102)     Fa  = 

>~f~r-iv  _(^i"+i)'3  4-"w_n«  (-V+i)*» 


28. 

Venons  maintenant  aux  formules  (130).  Pour  trouver  la  valeur  dn  se- 
cond membre,  après  avoir  fait  /?=  9  _l1"'  ^^  supposé  «  infini,  nous  allons 
,d'abord  chercher  la  limite  de  l'expression  suivante: 

(163)  t=n^n^    —  L    2«+i    J 


'       '  ^t-M-t] 


1 __L-"  r   ^j 

«  r  muf  4-  /«&»  -j-  ^  "I 


oh  k  et  l  sout  deux  quantités  indépendantes  de  w,  w,  //. 
En  prenant  le  logarithme,  et  en  faisant  pour  abréger 


f'bnl'i] 


(164)  i//(m,/i)  =  log 


*"  mot  -\-  fiiifi  -f~  ^  ~I 


y» 


on  aura 

(165)  log<  =  i  i-^vK.")- 

1  1 


n 


Considérons  d'abord  Texpression    -Z^  î//(m,//).     Soit 

1 
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«* 


(166)  e{:m,fi)  =  log     ">-tz-f  t^  , 

1 " 

OH  aura 


1  y'[vnVl] 


i//(/tt,.«)  — d(w,//)  =  log 


y" 


«« 


( mit}  -j-  /''<>»  -f~  ^) * 


Cela   pose,   je   dis   que  le   second  membre  de  cette  équation    est  pour  toute 


valeur  de  m  et  fi  de  la  forme 


Pour  le   dëmontrer,    il    faut    distinguer    deux   cas,    suivant   que  la  limite  de 
"'ôi  ^    est  une  quantité  différente  de  zéro,  ou  égale  à  zéro. 

a)  Dans  le  premier  cas  on  aura,  en  nommant  a  la  limite  dont  il  s'agit, 

o  / mco -\-  u&i  -\-h\  «       I 

a  /  inio  -\-  uûfi  -\-l\  o       I       / 

W    _a_     \_        «^        4 ^^ 

donc 

1 y'Lin  +  rJ  _  _  . f L     __!'  _ 

^    L         2«-f"l         J 


a^  ,  V 


■     r^«^+;aôt-H_-l~ -"         (2M  +  l)^y^a     '    (2n+l) 
y   L        2n  +  l       J 


:a 


On  a  de  même 


_  t 5_     _      _  —  1  _     _  ^ J "" 

{7,110+ ^û)ï-\-ky~  (2n  +  l)4^^î^î^±^*-+-]'~  l2n+iya^'^(2n+ïy  ' 


~"  "(^+iti^ +7p  ~  (2n  +  ïy~^^  "+"  (2^+"i)^ 
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En   substituant  ces   valeurs,    rexpression    de    \p(rn^u)  —  0{m^fi)    prendra 
la  forme: 

[  1 ^  1 ^'-     ] 

[  (2^-f-i)*  (2»-(-l/«    J 

les  quantités  v^  v\  Vj,  i;/  ayant  toutes  zéro  pour  limite.     On  a 
par  conséquent 

h)    Si  la  limite  de  la  quantité   — ^-~t  ^ —    ^^^  égale  à  zéro,  on  aura 

^    \        2n+~i~  l~~     '(2/;+l)^         +      •       '(2n+iy"' 


(t       \  a*  ,      Mi  «* 


~.  \  i  > 


donc 


^\2n+ij  ~  (2n+iy~^'^  '(2^  +  1)* 


1 — ^-^:'--^:^.=:i 


(2n-|-  1)* 


a 


Si  maintenant   moi-^-n^^i  ne   va   pas   en  augmentant  indéfiniment  avec 


n,  on  aura 


"  L      "2n+i      J 


de  même 


1  — 


^/^*[2n4:T]      _    -  ««  .  C 


'  L    îî«-fi    J 

donc  dans  ce  cas 


1  —  4~  • 

{vwi  +  .iicTj/  +  ly-    •   (2w  + 1)^  ' 


yp(in,n)  —  d(/Ai,//)  =  log  -  -    '^"  '):.  '-'  î 

yy  et  C  ayant  des  limites  finies,  ou  bien 

43 
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la  limite  de   D  étant  également  une  quantité  finie. 

Si    au    contraii'e    la    quantité    mo)  -j-  jâCHi    augmente    indéfiniment    avec 
n^    on   a 


1 fhÊ+^] . 

'     L         2n+i         J  ^      ,  «^  (mio  +  fitbx-\-k)* 


or  les  quantités 7—..~rT^    <^     ■   i  oi^t  zéro  pour  limite:    donc    la 

^  mw4-A'^*  +  «^  271+1 

quantité^  précédente  sera  de  la  forme 


a» 


1  J 1 A" 

4"  ayant  une  quantité  finie  pour  limite.  En  changeant  fc  en  /,  et  désignant 
la  valeur  correspondante  de  A^  par  A^'\  la  valeur  de  \f){in^fi)  —  0{m^fi) 
deviendra 


V(m, .«)  -  <?(m, /.)  =  log  —   -„,— 7;  =  -(2«T-1)»     +  (2«  +  1) 


Maintenant  la  limite  de  -4"  est  la  même  que  celle  de  J.  ;  or  il  est  clair  que 
cette  dernière  limite  est  indépendante  de  fc,  m^  u  (elle  est  en  effet  égale  au 
coefficient  de  a*  dans  le  développement  de  y* a).     Donc  on  aura 

A''  =  M'j-v, 
et  en  changeant  k  en  /, 

d'où  A"  —  A/'=^v  —  v'  =  v.  Donc  A"  —  ^/'  a  zéro  pour  limite,,  et  par 
conséquent  on  a 

i//(m, /t)  —  e{m, fi)  =  ^^^^  ^-  ^y, . 
Donc  nous  avons  démontré,  qu'en  faisant 
(1(57)  ,/;(m, ,»)  -  (?(m,  /.)  =  ^^^"j^^^, , 
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la  limite  de  A^  ^,  sera  égale  à  zéro  toutes  les  fois  que  nuo -^  fiCHt  augmenté 
iiidéRuiment  avec  ?/,  et  qu'elle  sera  égale  à  une  quantité  finie  dans  le  Civs 
contraire. 


29. 


n 


Cela  posé,  considérons   la  quantité    -Z?^  i/; (//?.,//).     En  substituant    la   va- 
leur  de    ^^(^^5//),    il  viendra: 

(168)  1,,  f{m,,i)=^^  <>(,»,//)  + ^2ir4l)'»'f"  "*-•"• 

8oit    y    le   plus  grand  noiïibre  entier  contenu  dans    ^7i^    on  peut  faire 

n 
1 

Or,  d'après  la  nature  des  quantités  A„^,  la  sonnne  contenue  dans  la  pre- 
mière ligne  sera  égale  à  v.A^^  et  la  seconde  égale  à  AJ(n  —  r),  oîi  A^ 
est  une  quantité  finie  et  AJ  une  quantité  qui  a  zéro  pour  limite,  donc 


1 


oh 

n 4    I    " 


'         '      ■      '-'^.'. 


Donc  la  quantité    B^    a  zéro    pour   limite,    v   ne    suq)îvssant    pas    ^n.     Par 


n 


là  l'expression  de    2  iff{in^u)    se  change  en 


1 


(169)  i^vK/0  =  f,.<ÏK.«)  +  2„~j- 

n 

Pour  avoir  la  limite  de    2:^0{m^fi)^  j'écris 

1 

2^  e{m,fi)  =  5^  e{m,/i)  —  ^^  e{m,fi)  =  1^  6{m, /*)  —  S^  ô(m,//  +«). 

1  1  n+1  1  1 

oc  .  ^  ^ 

Or  on  peut  trouver  la  valeur  de   JS'^ô(7/i,/i-j-n)    comme  il  suit.     On  a 


1 
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«« 


a^ 


[vuo  |-  (  1/  -|-  n)  thi  -f-  /  J  * 
1 


«8 

[moj  +  (^  +  ")  ^i+l]^         [ffiOJ  +  (/«  +  »)  «3i*  +  ^^]  * 


1  1 


'    "^  "    [  [tmo  +  (^î+  n) Coi  +  /]*         [imo  +{^  +  n)  ai  +  ^]*  )  + 

De  là  on  tire 


f.»K."+">=:;-^>(:)+.';:.-^^».(:;)+ 


•  ? 


oh 


W"U 


i/ 


^  /  ^  1  ^       _  1     _     _  1 et,. 

Or  on  sait  que  la  limite  de    È^  -61 --\    est  égale  à    /    Ov.dx^   doiic 
et  par  conséquent  en  substituant 


or 


6fr=^ — ^7. -,.  —  r-       .  .  -,jj»    etc. 


donc  on  aura 

/    Ox.dx  = 
1     r  1  1  11(1 

(oi 


I 


1    Z-^  1__ 1    l-k 1  
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La  liinîte  de  cette   expression   de    /    Ox.dx   est    zéro    pour    une    valeur 

quelconque   de    x.     De   même   on   trouvera  que    la    limite    de    /    O^x.dx  est 

4/0 
zéro,  donc 


f^<^K.«+«)=  "r*'+2"*»*''+ii'^''+ 


doue  aussi,  eu  faisant  fi=  x  , 


°°  r 


d'où 


> 


*^  t^ 


et 


9 


(170)  :s-„yK/»,/0 r=  ^', éi(»»,..i)4-   ;;    , 

^^m  ftyaut  zéro  pour  limite.     De  là  on  tire 

En  prenant  la  limite  des  deux  membres  et  remarquant  rjue 

7  2/i+  1  2«  +  l  ~"    ' 

on  aura 

w         n  00     I  00  \ 

1171)  lim.  ^^.  Ji;  ./'  ('« , ."  )  =  -2-J  ^;  <ï  (m  „«  )   • 

11  I        \     1  / 

En  remettant  les  valeurs  de  yf{m^u)   et   0{mjjii)^   et  passant  des  logarithmes 
aux  nombres,  on  en  tire 

(172)       liiu.  //.  //,.  -  •-   .'"+-'.  -I  =  ^J  ^..    .  _  <-^K"'»^^*.' 


^    L         2»»+"l         J 


342 
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Par  une  analyse  toute  semblable  à  la  précédente,  maïs  plus  simple,   on 
trouvera  de  même 


(173) 


(174) 


n 


lim.  n„ 


1  — 


1  — 


liiu.  n. 


1— 


oo 


1 


«' 


=  n. 


{m(0  -\~k)^ 


1  — 


n' 


{mot  -j-  ^)* 


oo     1 

'!■■  T 


rt 


{fttbi-\-k)^ 


n 


(moi  4   l)^ 


30. 


Maintenant  rien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  les  valeurs  de  ya,  /«, 
Fa.     Considérons  d'abord  la  première  formule  (130).     On  a 


a   9     9  1  mio  +  iÀ(ôi 


1 


2n+  1 


—  n«  -|- 1  )  '^'^  ^~  ^'*  — 


>  +  (n  — .li  +  l)^)!"! 
n+1  J 


donc 


1  — 


n         n 

/7_  A/ 


«• 

y 


m 
1         1 


10)  -\-  /t(l>i  ~| 

2  n'-f"  1~ J  


n       n 
1       1 


1  — 


fi^ 


— »»  +  J)  r«>  +  (" — i"  4"  î  >  '*** 


2n+  1 


]f 


1  — 


yV 


n         n 


y 


2 


m<w-f-/id>* 
_~27i+T'_ 


/y 

Cela  posé,  si  Ton  fait   /î  =  ^        ^    et  qu'on  suppose  w  infini,  il  viendra, 
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en  faisant  usage  des  fonnules  (172),  (173),  (174),    et  en  remarquant  que  la 
limite  de  (2n-|-l)9>kj    al  il    ^^  égale  à  a. 


(175)    <fa  =  aTl.(l-^^,].ri,(l+.^^ 


«» 


(mio  -|-  f*à>i)* 


rt« 


1 

1 

— 

«« 

1 

(moj 

((?»  —  })*'>  +  (H  — !)«)»)  «  [(w  —  i)i<;  —  (/i  — 4 )«î>» J* 

Les  deux  fonnules  (130')   donneront    de    la   même    manière,    en    faisant 
(i  =L  ,    et  remarquant  que  /(O)  =  1 ,   F{())  =  1 , 

(176)    /«  = 


1-.      -."V      ...  1- 


Yf    {-y   _  _«'  1/7    1/7  [(m-})w  +  .««>.]«  le»  — {)W  — «,&.•)« 


[(m  —  4)w  +  (i"  —  J)«>»J'       *         ((m  — ^)a;  —  (^«  —  J)ô>»]* 

(177)     i^'ariz 


««  ^  rt» 


On   peut   aussi   donner   une   fonne    réelle    aux    expressions    précédentes 
comme  il  suit, 

(178)     <pa  =  a.fTJl+-^J^nJl---^^-^, 


(t'a'l      i"\  m'b)' 


X 


^     ,     (a-\-mfo)*  ^     .    (a  —  mot)*  (  ^     .     (m  —  J  )*#»>' ^2 


oo     /  ^3 


(179)    /«  =  r/.  (  1  — ^,^^  - -^-^, 


oo     oc 

X  A/„  //^ 

1         1 


-     ,     frt-|-(m — J)oi|«       ^     1^   [a  —  (m  —  J)^'^]*       |    1     I     '*'*  —  J»*"'*^* 
^  ^^  \n-\-(m—r^Uft\*       I      ^^  \n  —  (wi  —  JX")  *      1    ^      .      (»»  —  J  )**'*'*  | 


(180)     Fa  =  ri,[l  + -^^Jl^,-^,] 


oo      oo 

X  //-  // 


344  RECHERCHES  SUR  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 

Ces  traîisfonnations  s'opèrent  aisément  au  moyen  de  la  fonuule 

(a-^-lnyj  \  (a-Oiyj      \         a-^bij  \         a-bif  \         a+bi]  \         a- In 


31. 

Dans  ce  qui  précède  nous  sommes  parvenus  à  deux  espèces  d'expressions 
des  fonctions  ya,  faj  Fa]  les  unes  donnent  ces  fonctions  décomposées  en 
fractions  partielles,  dont  la  totalité  forme  des  séries  infinies  doubles,  les  au- 
tres donnent  ces  mêmes  fonctions  décomposées  en  un  nombre  infini  de  fac- 
teurs, dont  chacun  est  à  son  tour  composé  d'une  infinité  de  facteurs.  Or 
on  peut  beaucoup  simplifier  les  formules  précédentes  au  moyen  des  fonctions 
exponentielles  et  circulaires.     C'est  ce  que  nous  allons  voir  par  ce  qui  suit. 

Considérons  d'abord  les  équations  (178),  (179),  (180).  En  vertu  de 
fonnules  connues,  on  a 


— -  =  17^    1 i-  .    ;    co»y  =  n^    1—-. — ^.,  - 


donc 


v^ri_;..  ^!.   ]~^co8^'  Vh ^^--  ~ 


COS^ 


En  vertu  de  ces  fonnules  il   est  clair  que   les   expressions   de    y«,  /«, 
Fa  peuvent  être  mises  sous  la  fonne 


C5  ^^4^^],^  (i 

ra  =  —  .         //m    1 V 


10^ 


oo    l       8iu(a-f-'"^'^)  ,  •8in(a — 7/iw)'^^ -008^(1/ j  —  0^^  j>  "^'^^  d 

A      I  cos  [a  -\-  (m  —  J )  ^^]  ~  '  ^^^^  [" — (''*  —  i)  ^^J  â  •  ^i*^ ^  '^''^  ~-      (" H"  '^^^^)  ("  —  ''*''^)  ~  a»" 


/«  =  /?,(i 


00    /  ^a 


(?/*  —  i)'*^" 


X iX    tang[a+(./i-i)o>] ^^* •  tangfa-(//i-i)w] ^* . cot^ (^/'-i) w 7^- •  a^~~^}!. 


)«W» 
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Fa  =  cou  a       •//«.  — 


C08  (a  -j-  7/Mii)  -V-  •  C08  (a  —  niio)  -r-  •  cos ^(m  —  J)  w  - — 

_^ _^.^^_^____ • 

1       C08  [a  -\-  (rn  —  J)  (f>]  —  •  cos  [a  —  (wt  —  i)io]—-^  cos  *  mco  ^ 


On  trouvera  des  expressions  réelles,  en  substituant  au  lieu  des  fonctions 
circulaires  leurs  expressions ,  en  fonctions  exponentielles.     On  a 

sin  (a  —  h)  .  sin  (a  -|-  h)  =  sin*a  —  sin*i, 
cos  [a  -\-  h) .  cos  (a  —  h)  -•=  cos^rt  —  sin^i, 


donc 


Tïï  l 

sin  (a  -\-  tn(ft)    ^    •  sin  (a —  wvi) 


71  i 


__) 


sin^rr 


sin^  /«w  — 


I  — 


TT  t 


to 


sin*//Kfi  — 


cos  [«  -f-  {fff'  —  è)  w]  -  „--  •  cos  [rr  —  (in  —  J)  w] 


l'i^a 


TT» 


sin^Cf  — 


cos  *  (m  —  ^)  (0 


71% 


C08«(»«—  J)W^- 


ttiiig:  [«  -[-  (;«  —  ^) w]  -■'^*  .  taiig  [a  —  {lu  —  \)w]  -^  .  cot*  {m  —  i) w  ^- 


sm*o 


1 


TIt 


8in*(7w —  J)w-- 


1  — 


sin^a 


Tlt 


n% 


cos*  (m  —  i)<f>- 
D'après  cela,  et  en  remarquant  que 

1  (,„_J.)«Cfi2  _ 


1  — 


« 


et 


î»*o;* 


a^  —  (m  —  i)^W' 


1  — 


ft 


(m  — \)^(o 


a^..a 


il  est  clair  (ju'on  aura 


1  — 


sni-a  —  i 

tb 


(181)    ' 


ya  = 


^    sin  —  7i:i  c» 


.;»sî 


TT 


7C 


î 


//. 


sin'?/«w  —  i 


1  — 


.      u         7t. 

sm^a-  -i 


TT    . 


cos  *  (m  —  J)  fu  -  -  i 


44 


346  UECHERCHES  SUR  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


sin^a       t 

1 ??__ 


(182)  fa  =  rf,  ■       '" 


0  sin  *  a  -    i 

A  ci) 


C082(7/Ï.+  |)W  ^    t 


sm*  —  7Ci 

1 ?*  _ 


(183)  i*'«=:cosOeU4 -—"- 

1 _«? — 


cos^  (m  —  \)  ~-7ti 

En   substituant   au   lieu   des    cosinus    et   sinus    d'arcs   imaginaires    leurs 
valeurs  en  quantités  exponentielles,  ces  formules  deviendront 


,  a  a  X 


a  a       \     ,-^  I   ,  «  -:;i^^«^  ,-«-,'«    1 


(184)       ç^a^i-îlA"    -^    ■»    1/7. -i^^-, A__ 


7t 


1  + 


(185) 


/>"_/,    -> 


/i  '^     — h  *^ 


a  a  ^  8 

Au       _  /i       û 

(a  a 

"^  ~T~    I  M  tu 


2 


(18(5)         Fa  =  .l[h-    -\-k    -    ]ri„-      -    -'-„-t''-- 

1  + 


1  I  ,    -    '  ,  -   i  /r 


3   ' 


oïl  A  est  le  nombre  2,718281... 

On  peut  encore  transfonner  ces  fonnules  de  la  manière  suivante.  Si 
Ton  remplace  a  par  a?',  on  aura  les  valeurs  de  ^(«0^ /(^0>  F{at).  Ex 
changeant  maintenant  c  en  e  et  e  en  c,  les  quantités 
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(Oj  (By  (p{ai)^  /("Oï  F{pL'^) 
se  changeront  respectivement  en 

©,  Cl),     iipa^       Fttj      fa^ 
donc  les  formules  précédentes  donneront 


(187) 


(188) 


-'[r] 


ipa  = 


0)     .     nrr  9? 

sm     -  /y, 

7t  ^^         \ 


4Bin' 

'    •    iwiD/i  mil)  T  n  a 

h~*^    —h~    ~~ 


ta 


] 


48in 


1  — 


-*[7] 


[(38w— l)ù):e  (am-l)ca.'i  ia 


4Bm 


l  +  r 


»■[:] 


oo 


Fa  =  n. 


OlM-fDid.T 


(îî«-f-i)c»,7nï 


—  h 


tto 


4sin* 


1  — 


an 


to 


U 


(ïw-f-Dù)  i  (j»»-f-i)iï>.T  ^^  t 


] 


48in 


1  — 


-*  [ '-] 


(189)  /«  = 


C08  I         I  77. 


[HKd.'t  «(i>,T  1  H 


1  — 


[(««•— 1)  ai.t_  {tm  - 1)  ù>.T  1  a 


] 


32. 


Considérons  maintenant  les  formules  (160),  (Ifil),   (162).     On  a 


oc 


(-1) 


{2fl+l)7t  _ 


y*  +  {(^  +  \Y'^^      h'+h-» 


donc,  en  faisant 


y  =  [a±{m-\-\)w]  "^  : 


a 


2it 


.1 


.1 
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En  vertii  de  cette   formule   il   est   aisé   de   voir   que   les    expressions  (153), 
(162)  de  (pa  et  Fa  deviendront 

(190)     (pa  = 


**    <®    0  f,(o-(«+4)w)^  .-(a-(«+l)<*)|  (a-f.(«+l)w)|  _(o+(«+{)w)^ 

(191)     Fa  = 

-'-'^IJ 1 + L     (. 

h  *^  -\-  h  ^         h  *^  -\-h  *^ 

Les  expressions  précédentes  de  y«,  Fa^  peuvent  être  mises  encore  sous 
beaucoup  d'autres  formes;  je  vais  rappeler  les  plus  remarquables.  D'abord 
en  réunissant  les  termes  du  second  membre,  on  trouvera 

,  -^r     .     1 T-     .     ,  (2 m 4-1)     -     ,        _(2«-|.l)    --  I 


(19o)  ra —  -—^  .    jj^^^  2^^  ^.^ 


Si,  pour  abréger,  on  suppose 


an  ta:t 


(194)  h""  =i   et   A  *  =)•*, 

ces  fomuiles,  en  développant  le  second  membre,  deviendront 

(195)  (pa  = 

2.f/  1\)  '•-r ^'  -  A ■  ^'-j^ I 


é^c  <5 


r:7  + 


(196)     Fa  = 

En  mettant  ai  au  lieu  de  a  dans  les  formules  (192),  (193),  en  changeant 
ensuite  c  en  e  et  e  en  c,  et  remarquant  que  les  quantités 
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ai 


n 


—  ai 


/r 


.   71 

a%    - 


—  ai- 


se  cliangeront  respectivement  en 


7t 


(Bj  o)^  ^v{^)j     f^i        2/.8Îna   -"> 


z cos  a  -    y 

10 


il  viendra 


(197)       ya  =  4^2. 


é?C    W 


j\m  ; ^_L 


(«•4-i) 


ù>7K 


fi> 


0 


\  ùi: 


(198) 


/«  = 


4     TT 

e    (0 


6b 


cos 


«71 


Ùf 


,(2iii4-l)     -  ^  ^      -r  ,— (2»i»+l)    - 

a'    ^ '«  +2co82a--  +  /i        ^^ 


En  faisant  pour  abréger 

(199) 

et  en  développant,  on  obtiendra 

(200)      Ja^\  = 


Ù>71 


4     7t       ,  7t 

sm   «  -^- 

ec  w         \     2 


ç  — 


Q       ~ç» 


.5 


r  + 


?  -^ 


ç*+2co8(a7r)+—       Q^+2cos(ajr)+-^       ç"+2cos(a/r)+   ,- 


^^    •    •    •      >    ) 


(201)     /(«}]  = 


9  + 


?^+,; 


4   7r         /      ^\J  «'"^7  ,  ^*  +  o«  , 

.  COS  l  (X      - 1  \         - — — ^!^- 

e    (o  \      2  /  lç2_^2co8(a/r)  +  ~        ç«+2cos(a/r)-f- \        ç^«+2co8(a7r)-f--^S 


1  H" 


c 


;r 


(tf/r 


En  substituant  dans  les  formules  (190),  (191)  au  lieu  de    A    *^    et    k*^ 
leurs  valeurs   €   et   r,  il  viendra 


(203)       Fa  = 


2     7t 


OO 


c  ta  j,  '*'  \  €? 


1 -4- "^ 

.— 2m— 1     l_  «— l«î»m  +  l       1^  f  «.2m  +  l   J     *— 1*.— 2»— 1 


+  €^^r= 


g^2m  +  l  _j_  g— Ir 


En  supposant  maintenant   «  <  o  ,    on  aura 
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^^     "  ,— 2W— 1  ^8^— 6w— 3       I        ^5^— lO»— 6 


£^— 2m— 1     I     £— 1^2«-M  J     I     gây. — if»— a 


er-»—'  _  €»r-*— «  -}-  «*r 


•    •    • 


£^Siw  +  l     I     £— 1  j,— 2m— 1  ]^l£— 2|,— 4w— 2 

donc 

ce     Cl/      rt 
2      TT 

Or 


S\«— Om— 3    ,    /^6        ^— 5\vM--10m— 5 
0 

(«-«"')  2:„  (-  1)- ?-*—'-("€»-«-»)  -S-.  (-  l)-r-«— »+  •  •  . 

0  0  .  •  J 


•     ■     • 


f.(-  l)-r— =  r---,-»  +  r-* = -_-_^-  ,,-  =  __  , 

^.(-  l)-^-^"-»^^-»-  r-»  +  r-« =_r-L_.  =  _ri.-,  etc., 

donc 

C204^  f  a=  —  -  (— ~^  — — ~-~^-4-?^  — — 

De  la  même  manière  on  trouvera 

(205^  Fa=z  —  ^  (g  +  ^''^       c^  +  g""^  I    c'^  +  g"'^       

V         /    ,  c    a   \r——T — ^        r^  —  T — *        r^  —  r — * 

En  mettant    a^-t   au  lieu  de  a,   et  changeant  ensuite  e  en  c  et  c  en  e, 


•  •  ■  I  • 


»  ®»  yl"  f  «)'   ^(«  2  *')'  ^'       *"  + 


7r 
2  " 


se  changent  en 

X 

<D,  0}^  i(p\a  ^.U     y M^  9    '     Pî   2cos   7^«  ^.     ?  2z'sin   ?n« 
donc 

(206)       <p[a  %]=  1-!^    _J^ L_|_J  +  __L_i  J. , 

(207)  w„ '^ j^i^ [!!ita_;^L7]+  . . . ^. 

Ces  quatre  dernières  formules  offrent  des  expressions  très  simples  des 
fonctions  ya,  fa^  Fa.  Par  différentiation  ou  intégration  on  peut  en  déduire 
ime  foule  d'autres  plus  ou  moins  remarquables. 
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33. 

Dans  le  cas  oîi  e  =  Cy  les  formules  précédentes  prennent  une  forme  plus 
simple,  à  cause  de  la  relation  io=zû)^  qui  a  lieu  dans  ce  cas.  Soit  pour 
plus  de  simplicité   e  =  c=l.     On  a 

donc,  en  substituant,  et  faisant  daiis  (204),  (205)  a=:a  ^^  ^    îl  vient 

a.'i  an  3«,'r  9  ut  btt.i  Hun 

10  \        ,.  /r  ï  A  «  —  /r  »         h  ^   —h      ^      ^    h  ^    —h 


y>     a  ^    ,.,    \         h      '       '  n  3/ï     '  3;i        I  bTi 


•    •   • 


A  a  +  A~^  A  a  _|-  A~  a  A  a  _|_  A~  « 

a:i  an  3a;t  3a.T  5a,7  5o/r 

'  "^  2  ) —     w  j      '^         _  ■■'  ''         _*■'     '       *'■'         _'•■' 

A»  _A    »  Aï  _A    »  A»  _A    ï 

/      w\       47ri    .     /      /r\     A»  .    /„      7r\     A   *  .    {.      jc\     h*  j 

^(«  2-)=  «.  i«"T  2  )l+/r^-'"M        2  )ï  +  A*.+'^"(^«  2  Jl  +  pS-'i' 


si'  .  .6' 


Les  fonctions  ç),  /,  i^^  sont  détenninées  par  les  équations 

Lo r*    dx       M r     (ix 

«2  -J.  yi_;,4?    2--J/yi_^4Î 

Si  dans  les  deux  dernières  fbramles  on  fait    a  =  0,    et  qu'on  remarque 

y    a^  w  ®^^    ma 

qu'alors  la  valeur  de  — -r—  i   est  é^ale  à       ?   et  celle  de  — 7^  -  -^    égale 
à  m,  on  trouvera 

n  3,1  5;f 

2— ^^JA"-1       A3"-1"+'A'>--1        ■■■(— j,/fi_^4' 


Il  3/1  5/1 


w» 


_,«  \JÎL^  _  3-A^--  4-  5-A'- )  =  (  f-''^  -T. 
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§  VIII. 

Exjrression  algébrique  (le  la  foiictloti  <jp  ( '^)    dans  le  cas  où   e=.c:=zl, 

ApiflieatU/it  à  la  lemniscate*). 

34. 

« 

Dans  le  cinquième  paragraphe  nous  avons  traite  Téquation  P„  =  0,  d'où 
dépend    la    détermination    des    fonctions    Ç>   —      et  (pi  —     •     Cette    équation, 

prise  dans  toute  sa  généralité,  ne  paraît  guère  résoluble  algébriquement  pour 
des  valeurs  quelconques  de  e  et  c;  mais  néanmoins  il  y  a  des  cas  particu- 
liers, où  on  peut  la  résoudre  complètement,  et  par  suite  obtenir  des  expres- 
sions  algébriques    des   qualitités   (pi —      et   (pi —      en    fonction    de    e    et   c. 

C'est  ce  qui  arrive  toujours,  si  ç)  peut  être  exprimé  rationnellement  par 

y    -       et  des  quantités  connues,   ce   qui  a  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs 

de  —  •     Dans  tous  ces  cas  l'équation  P„  =  0  peut  être  résolue  par  une  seule 

et  même  méthode  unifonne,  qui  est  applicable  à  une  infinité  d'autres  équa- 
tions de  tous  les  degrés.  J'exposerai  cette  méthode  dans  un  mémoire  séparé, 
et  je  me  contenterai  pour  le  moment  à  considérer  le  cas  le  plus  simple,  et 
qui  résulte  de  la  supposition  e  =  c=l  et  n=z4,r-\~  l.  Dans  ce  cas  on 
aura 

(Lr 

(208)  ^       JoVy^^"^ 

fa=yi-  (p'a,    Fa=YÏ^-lp~^. 

De  même 


a=  I  -//—    ^î    où    ar=ya, 


(209)  (p{ai)  =  1 .  (pa^ 

ce  qui  se  fait  voir,  en  mettant   xt    au  lieu  de  x.      Cette  formule  donne  eu- 


suite 


*)  La  première  partie  de  ce  mémoire  contenant  les  sept  premiers  paragraphes  a  paru  dans  le  deuxième 
tome  du  Journal  fUr  die  reine  uud  angownndte  Mathematik,  la  seconde  partie  se  trouve  dans  le  troi- 
sième tome. 

Note  des  éditeurs. 
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(210)  f{ai)  =  Fçi',    F{ai)=fa. 

Les  deux  quantités  e  et  c  étant  égales  entre  elles,  il  est  clair  (ju'il  en  sera 
de  même  des  deux  quantités  que  nous  avons  désignées  par  lo  et  tD.  En 
ett'et  on  aura 


35. 

En  posant  dans  les  fornuiles  (10)  /?/  au  lieu  de  /î,  on  en  tirera,  en 
ayant  égard  aux  équations  (209)  et  (210), 

(212)  /    /(„_i_/îe)=/«-^''^-//{«-.*^^^-.^W_^, 

F(a  +  (3i)  =  ■^f-/i-±i:-f-^y«-^>. 

Donc,  pour  trouver  les  fonctions  (f^  f,  F  pour  une  valeur  imaginaire 
quelconque  de  la  variable,  il  suffira  d'en  connaître  les  valeurs  pour  des  va- 
leurs réelles. 

En  supposant  a=:viâj  (iz=z[.id^  on  voit  que  ip{^n-\- fn)d^  f(in-\- fii)di 
F[m-{'Ut)(y  pourront  être  exprimés  rationnellement  par  les  six  fonctions 
^suivantes  : 

(firnâ),    (fifiâ),    /{ma), 

ftuâ),    F{mâ),    F{fiâ), 

et  par  suite  aussi  par  des  fonctions  rationnelles  des  trois  fonctions  yj,  fâj 
Fâ^  si  m  et  /i  sont  des  nombres  entiers.  En  suivant  ce  développement,  on 
voit  également,  et  sans  peine,  que  dans  le  cas  où  m  -|-  ^  est  un  nombre  im- 
pair, on  aura 

(p{m-\-  fi  i)  S  =  (fi^ .  T, 

oii  T  est  une  fonction  rationnelle  de  {(f^Y^  U^Yi  (^^)S  c'est-à-dire  de  (^cî)*. 
Donc  en  faisant    (pâ  =  Xj   on  aura 

(p{m  -\-  fit)â  =  x .  ip{x*). 

45 
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Eu  changeant  â  eu   âi^   (pâ  se  changera  en    q){âî)  =  i.(pâ=^tXj    et   la 
fonction    (p{7n-\"fii)â    eh    î(p(7n-\-fii)âj    donc 

(p{m  -\-  /ii)â  =  X  .xp{ — x^)] 

par  conséquent  on  doit  avoir  yj{ — x^)  =  yj{x^)y  ce  qui  fait  voir  que  la  fonc- 
tion   yj{x^)    ne  contient  que  des  puissances  de  la  fonne   a:*".     Donc  on  aura 

(213)  (p{m'^fii)â  =  x.2\ 

où   T  est  une  fonction  ratîoinielle  de  x*. 

Cherchons  par  exemple  Texpression  de    (p{2-\-î)â  en  x.     On  a  d'après 
les  fonnules  (212),  en  faisant  «  =  2^  et  /îznj, 

Or  les  formules  (10)  donnent 

c'est-à-dire,  en  remarquant  que    q)â  =  Xy  fâ  =  yi — x*    et   i^"(T  =  yi -f-a;*, 


En  substituant  ces  valeurs  et  en  réduisant,  il  viendra 

(215)         (p(2-\-î)iy  =  x-^ — r-^ô'Ai  F^^a—    -  =  xi^-  ,T-à^\  -4- 


Expression  cdgéltrique  de    (pi  — -r—  j  • 

36. 

On  peut,  comme  on  sait,  décomposer  le  nombre  4i/-[-l  en  deux  carrés. 
Donc  on  peut  supposer 

a«  +  /9«  =  4>^+l  =  (a  +  /9i)(a  — ^/). 

Nous  chercherons  d'abord  la  valeur  de  w   — t—j-,   :   car  celle-ci  étant  trouvée, 
on  en  tirera  facilement  la  valeur  de   (p  j^-j^\  1  • 
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La  somme  des  deux  carrés  a*  et  /î*  étant  impaire,  Fun  des  nombres  a 
et  /3  sera  pair  et  Tautre  impair.  Donc  la  somme  cc-\-ft  est  impaire.  Donc 
en  vertu  de  la  formule  (213),  on  aura 

(216)  </)(a-[~/î/)(î  =  a:^, 

où  T  et  S  sont  des  fonctions  entières  de  x*  =  {(pây.  En  supposant  â=^ 
--j-A.»  le  premier  membre  de  l'équation  (216)  se  réduit  à  zéro,  et  par  con- 
séquent aj  =  y  ;      sera  une  racine  de  l'équation 

(217)  T=0. 

Donc  on  aura  la  valeur  de    y       i  /j^     ^^   moyen    de  la  résolution  de  cette 

équation. 

D'abord  on  peut  trouver  toutes  les  racines  de  l'équation  r=0  à  l'aide 
de  la  fonction  q)  de  la  manière  suivante.     Si    T=0^   on  doit  avoir 

d'où  l'on  tire,  en  vertu  de  (27), 

{a-\-(3i)â==mw-\--iuiDi==(rri-\-fn)(o^ 
et  de  là 

a  =  ' — r  ~7  lO 

a  +  fii 

et 

(2,8)  ^=^(ï-î-?;-; 

Dans  cette  expression  sont  conséquenmient  contenues  toutes  les  racines  de 
l'équation  T=:0.  On  les  trouvera  en  donnant  à  m  et  fi  toutes  les  valeurs 
entières  depuis  — oo  jusqu'à  -f-oo. 

Or  je  dis  que  les  valeurs  de  x  qui  sont  différentes  entre  elles  peuvent 
être  représentées  par  la  formule 


(218')  ^^^lïf-^î)' 


OÙ  p  a  toutes  les  valeurs  entières  depuis —^ jusqu'à  -| ^î^ 

Pour  le  démontrer,    soient  X  et  A'  deux  nombres  entiers   qui  satisfont  à  l'é- 
quation indéterminée 

a.r  — /3.A=1; 

45* 
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soit  de  plus  t  un  nombre  entier  indétenniné,  et  faisons 

h=.fa-\-ta^    k'  =  —  ta'  —  ifi'^ 
on  en  déduira  sans  peine 

et  si  Ton  fait 

* 
ou  vérifiera  aisément  l'écjuation 

VI  +  tii  _      e  ,        , , . 

a-\-  pi  a-\-  pi 

De  là  on  tire 

or  d'après  la  relation  (22)  le  second  membre  se  réduit  à 


donc 


Maintenant  l'expression  de  p  deviendra,  en  y  substituant  les  valeurs  de  k  et  k\ 

(f  =  m  +  f,{ka  +  k'/S)  +  K«*  +  n , 

d'oîi  l'on  voit  qu'on  peut  prendre  t  tel  que  la  valeur  de   p,    positive  ou  né- 

gative,  soît  inférieure  à        o    ~  *     Donc  etc. 

Toutes  les  racines  de  l'équation  Tz=zO  seront  représentées  par  la  for- 
mule (218');  or  toutes  ces  racines  sont  dittérentes  entre  elles.  En  effet  si 
l'on  avait  par  exemple 

on  aurait  d'après  la  fornmle  (31),  (en  remarquant  que  {D  =  io) 

r^  =  (-l)'""'"    ÎV  +  ('«  +  "'>, 

a-\-pi        ^  '        a-\~pi    *    ^       '        ^     ' 

d'oh  l'on  tire 

a7^-^-/?m  =  0;    p==  (—!)"+>' -f- «m —  /?7Z. 
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La   première    de   ces    équations    donne    n=  —  /?f;    m  =  at^    où     t    est    un 
entier  indéterminé.     En  vertu  de  ces  relations,  rexprcssion  de   p   deviendrait 

d'où  Ton  tire 

^±J    —f 

ce  qui  est  impossible,  car  on  remarquera  que  p,  p'  sont  tous  deux  inférieurs 
^  — T      •     Donc  les  racines  différentes  entre  elles  de  l'équation  r=0  sont 

au  nombre  de    — —~ •     Il  faut  voir  encore,   si   l'équation  en  question  a 

des  racines  égales.     En  différentiant  l'équation  (216)  on  en  tirera,  en  remar- 
quant que   d(pa  =  da  .fa .  Fa , 

=  x-^-fâ.  Fir  +  T.  fit .  Fâ. 

j  Art 

Si  maintenant  T  a  des  facteurs  égaux,  il  faut  que  T  et     ,—    soient    égaux 
i\  zéro  en  même  temps;  donc  l'équation  précédente  donnera 

S.f{a-{-/it)â.F{a-\-l3t)â  =  0] 

or   on    a    (p{a-}'l3{)â  =  0,    donc  f{a-\-l3i)(y  =  ±l  =  F{a-^Jiiyâ,    et    par 
conséquent 

ce  qui  est  impossible,    car  nous  supposons,   ce   qui   est  permis,    que    T  et  S 
n'aient  point  de  facteurs  communs.     Par  là  on  voit  que  l'éciuation 

T=  0 


est  du  degré   a*-|-/î* — 1   par  rapport  à  x^    et  aura  pour  racines  les  quan- 
tités : 

a^-^ft^  —  1        10 

2  ft  +  fli 


±'^(«-+>=)'  ±^^(«ÎV-)"-'±'^ 


En  faisant   a:*  =  r,    on  aura  une  écjuation 
(219)  R  =  0 

du  degi'é  -  —  o =  2r,    dont  les  racines  seront 
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(220)  (p'{â),  (p\2â),  (p\Sâ)  .  .  .  <p'(2râ), 


où  pour  abréger  on  a  supposé    (T  =  — -r— 5-. 

Cela  posé,  on  peut  aisément  résoudre  l'équation  /if  =  0,  à  l'aide  de  la 
méthode  de  M.  Gauss. 

Soit  e  une  racine  primitive  de  a*-|-/3^,  je  dis  qu'on  peut  exprimer  les 
racines  comme  il  suit: 

(221)  ip\Ô),  ip\eâ),  (p'{s'â),  (p\é'â)  .  .  .  (p^e'^'-'â). 

En  efiet,  en  faisant 

(222)  ,-  =  ±  a.  _^<(a* +  /?*), 

a^ -\- ffi 

oti    a„    est  moindre  que    — 5      '    ^^  aura 

OU,  en  vertu  de  la  formule  (22), 
et  par  suite 

Je  dis  maintenant  que  tous  les  nombres  1,  «i,  a^,  a^,  .  .  .  a^y_i  sont  inégaux 
entre  eux.     En  effet  soit  pax  exemple  o.„  =  a^^  on  aura 

(223)  ,«:=±a^ +  <'(«»  +  /?«). 

Des  deux  équations  (222)  et  (223)  on  tîre,  en  éliminant  a„, 

^~'  ,,^  =  un  nombre  entier, 

a^  -\-  p" 


gSm  —  gSn 


Donc  en  multipliant  par    «'"=Pf'*,    on  trouve  que    — ri~ii2     ^^*  entier,  et  par 

suite  — ^  -y    ce    qui    est   impossible,    car   e    est   une   racine  primitive  de 

a*-f-/9*,  et  27/1  —  2n  est  moindre  que  a*-|-/î* — 1.  Donc  les  2v  nombres 
1,  a,  etc.  sont  différens  entre  eux,  et  par  conséquent,  pris  dans  un  ordre 
différent,  ils  sont  les  mêmes  que  les  suivans: 

1,  2,  3,  4  .  .  .  2r  —  l. 

On  voit  par  la  fommle  9ï*(«"*cT)  =  9J*(a„(î),  que  les  quantités  (220)  et  (221) 
coïncident,  mais  dans  un  ordre  différent. 
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Maintenant  on  pourra  résoudre  Téquation  7/  =  0  exactement  de  la  même 
manière  que  l'équation  (106).     On  trouvera  (116) 

oh  0  est  une  racine  imaginaire  de  l'équation  0*" —  1=0,  et  v,  «,,  »j,  .  .  . 
s^y..ij  A  seront  détenninés  par  les  expressions 

—  y^((î)  +  <»*.y»(c^)  +  ^^*.y^(cM)H \-  e^^y-^)'^.  (f^(e^y-^d) 

qui,  par  le  procédé  p.  312,  313,  314,  peuvent  être  exprimées  raitonnelleinent 
par  les  coeflficiens  de  l'équation  if  =  0,  qui  seront  de  la  forme  A-\-Bij  oîi 
^  et  j5  sont  des  nombres  rationnels.  Donc  la  formule  (224)  donne  l'expres- 
sion algébrique  de  toutes  les  racines  de  l'équation  B  =  0^  et  par  conséquent 
les  valeurs  des  fonctions 

I      10      \         I    2(0     \  l(2v—l)(o\         I    2 no 


37. 
Ayant  trouvé  par  ce  qui  précède  la  valeur  de  (p         '    .  ,  on  en  tirera 
celle  de, la  fonction 


(0  \  /         10 


comme   il   suit.      La   valeur   de    wi-  .  \ .     donnera    celle    de   w\  ;-.      en 

changeant  seulement  î  en   — ?'.     De  là  on  tire  la  valeur  de  (pi     ,  \.-|-        ^• 
par  la  formule  (10),  savoir 


ffuo      I      jiuo 


(226)     »[,™,.+„l™.. 
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or 

w/w       I        mctj     2mao)  2tnao) 

ct^~^i  "^  â—JÏ  —  «s  _j_  ^i  —  4 v+  1  ' 

donc  ou  aura  la  valeur  de  la  fonction 

(2  mato 
47+ î 

Maintenant  pour  avoir  la  valeur  de   cp    .  -  -    .    >    oîi  /i  a  une  valeur  dé- 
terminée quelconque,  il  suffit  de  déterminer  m   et   t   de  la  manière  que 

711=  2ma  —  (4|/-|-  1)/, 

ce  qui  est  toujours   possible,    en    remarquant    que    les    deux    nombres    2  a    et 
4 1/  -j-  1   sont  premiers  entre  eux  ;  car  alors  on  obtiendra 

/  2nimo  \  i     noj        ,     .      \         /        ^\t      I      ^'^'^ 

En  posant  par  exemple  /z  =:::  1 ,    on  aura  la  valeur  de   ip  |  .  ---^  j 


38. 

Le  cas,   où    4ï/-j-l    a  la  fonne    l-j-S**,    est  le  plus  remarquable;   car 

alors  l'expression  de  (p    r—i  i     ^^'  contient  que  des  racines  cari'ées.    En  effet 

on  a  dans  ce  cas    2i/=:2'*~\    et  par  suite   la  fonnule  (224)  fait  voir  qu'on 
peut  déduire   (p^e'^â)   de  ^  et  i;,    en  extrayant  seulement  des  racines  cannées. 

Or  V  est  une  fonction  rationnelle  de  0  et  de  f^  1 ,  et  d  est  détenninée  par 

l'équation    0^      =1?   d'où  l'on  tire  0  par  des  racines  carrées;  donc  on  trouve 
aussi  V  et  la  fonction 

Connaissant  de  cette  manière  w\ — , — p.   >  on  aura  de  même  w\  —  '    .     et  de 

là,  par  la  fonnule  (226)  la  valeur  de    V^  tx~^:*  H^  ^   i  XT  r  ^^^  ^^^^'^y^^** 
des  racines  caiTées. 
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39. 


Un  autre  cas,  où  la  valeur  de  (p\  —  peut  être  détennînée  par  des 
racines  carrées  est  celui  où  n  est  une  puissance  de  2,  comme  nous  l'avons 
vu  n®  13.     Donc  on  connaît  la  fonction   (pi        U    et  l'on   connaît  de  même 


mo) 


la  fonction    V^    i-x"^>n      ^^   l-[-2"  est  un  nombre  premier. 

Soient    maintenant     1  +  2%     1  +  2'*',     1+2'",  .  .  .  1  +  2V    plusieurs 
nombres  premiers,  on  connaît  les  fonctions 

lmio\  I     m-  10    \  /     ^^oW     \  /     fn^cj    \ 


et  par  suite  la  fonction 


*^  1  2»  +  1  +  2'..  +  1  +  2«.  +  •  •  •  +  1- ,  ^-^  '  «^ 


=  <p 


VI  co 


2«(1  +  2«.)  (1  +  2»«)  .  • .  (1  +  2  V) 

où  7n'  est  un  nombre  entier,  qui,  à  cause  des  indéterminées  7//,  Wj,  7m^,  ..  ,7n^ 
peut  avoir  une  valeur  quelconque.  On  peut  donc  établir  le  théorème  sui- 
vant :    "La  valeur  de  la  fonction   (pi  —      peut  être  exprimée  par  des  racines 

^* carrées  toutes  les  fois  que  n  est  un  nombre  de  la  forme  2**  ou  un  nombre 
"premier  de  la  fonne  1+2**,  ou  même  un  produit  de  plusieurs  nombres  de 
"ces  deux  fonnes."  * 


40. 

En  appliquant  ce  qui  précècle  à  la  lem- 
niscate,  on  pai'viendra  au  théorème  énoncé 
n"  22. 

Soit  l'arc  AM=a^  la  corde  A]il:=x  et 

l'angle  MAP=:0^  on  aura 

j  (Le 

(ta  -— 


4G 
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Eii  eftet,  r  équation  polaire  de  la  leinniscate  est 

X  =  ^  cos  2  0 , 
d'où  _ 

(10=^ — oZ 

et 
donc 


mais  de  réquatîon  a;  =  |^os2^  on  tire  cos2d  =  a;^,  cos*2d=:x*,  1  —  cos*2d 
=  1  —  ic*  =  (sin  2  Oy^   donc 

et  par  suite 

et 

x  =  (pa. 

Si  Ton  suppose  a;  =  1 ,   on  aura  a  =  AMB  =  «  *    I^onc  la  circonférence 
AMBN=œ.     Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse   de   diviser  cette  circ^nfé- 

-•AMBN=- 

Il  n 


rence  en  n  paiiîes  égales,  et  soit  l'arc   AM=  —  'AMBN= — a>,    on    aura 


Donc  on  aura  la  corde,  et  par  suite  le  m'*"**  point  de  division,  si  l'on  con- 
naît la  fonction  y  — -    ;  or  c'est  ce  qui  a  toujours  lieu  lorsque  n  est  décom- 

posable  en  nombres  premiers  de  la  forme  2  et  l-[-2'',  comme  nous  l'avous 
vu  dans  le  numéro  précédent.  Donc  dans  ce  cas  on  peut  construire  les  points 
de  division  à  l'aide  de  la  règle  et  du  conipas  seulement,  ou  ce  qui  revient 
au  même,  par  l'intersection  de  lignes  droites  et  de  cercles. 
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§  IX. 

Usage  il4*8  fimctuma  fpy  /*,  F  (Ums  la  tram  formai  ion  tl-ps  fondùmJi  elliptiques. 

41. 

M.  Legendre  a  fait  voir  dans  ses  Exercices  de  cale.  înt.,   comnieiit  Tiii- 

tégrale    /  -    =^ — ^-j    qui,    en   faisant   siny  =  ic,    se   cliange  en 

j  y\ — c*8in*y 

-—    - —  ■—-.-- — T)  peut  être  transformée  en  d'autres  intégrales  de  la  même 

y(l_.r«)(l  — c*^^)      ^  '  ^ 

forme,  avec  un  module  différent.     Je  suis  pai-venu  à  généraliser  cette  théorie 
par  le  théorème  suivant: 

bi    Ion    désigne    par    a    la  quantité    ^ — ^  ^J~_aJ] —  -^— >    ou    liin    au 
moins  des  deux  nombres  entiers  7n  et  //  est  premier  avec    2n-[-l,    on  aura 


jy(i-^îy«)( 


)0^  +  ^\y')  ' 


± 


C     ilx 


,^){\-^e'^x^) 


OÙ 


y  —  f.x. 


((p^cc  —  x^)  ((p^2a  —  .r*)  •  •  •  (cp^na  —  x*) 


(227) 


(1  +  e^c^(p^a .  x^)  (1  +  e^cy^2a  ,x^)'"(l  +  e^c^if^ia .  x^) 


l 

c 


V'   V  +  «   -«^    9  +2«    •  .  .<1P    !>-  +  «« 


^  =  f  ['/'(î  +  «)-y('^'  +2«)  .  .  .  9(  2'  +  ««)]*, 
a  =  f .  ((pa.(p2a.(p(ia  .  .  .  (pnay^ 

f  étivnt  une  indéterminée,  de  sorte  qu'il  n'existe  qu'une  seule  relation  entre 
les  quantités  c^^  e^,  c,  e.  Les  quantités  e^  et  c*  pourront  être  positives  ou 
négatives. 

Par  ce  théorème  on  peut  trouver  une  infinité   de   transfoimations   diffé- 
rentes entre  elles  et  de  celles  de  M.  Legendre. 


(228) 


42. 

Soient  m  et  //  deux  nombres  entiers,  et  faisons  poiir  abréger 

(m  -f-  //)  io  -\-  (m  —  ju)  (î)i 

4(3* 


a 
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OÙ  Ton  suppose  que  Tuii  des  deux  nombres  m,  ft  soit  premier  avec  2n-}-l 

Eu  désignant  par  6   une  ciuantité  quelconcjue,    il    viendra,    en    vertu  ' 
la  fonnule  (22) 

(229)  (f  [e  +  {2n  +!)«]=:  cpO. 

* 

En  mettant  6  —  nu  au  lieu  de  ô,  on  obtiendra 

(230)  (p\e-{-{n-[-l)a]  =  (f{e  —  na). 
Cela  posé,  considérons  l'expression  suivante 

(231)   (f^e=(pe-\-(p{e->^a)-\ \- (p{e -\- vxt) -\ i-<p(d-|-27i«>. 

En  mettant  0-\-a  au  lieu  de  ô,  il  viendra  à  cause  de  l'équation  (22Ê>^ 

(232)  (p,{e  +  a)==ir,0, 
donc  si  m  désigne  un  nombre  entier  quelconque, 

(233)  (p^(e-\-ma)  =  ip,0. 


En  vertu  de  Téquation  (230)  on  peut  écrire  l'expression  de  r/)j(9,   c^oinnje 
il  suit: 

(234)  ip,e  =  ipe-^(p{e-^a)-\-(p{0-~a)-{^(f{0-\-2a)^(p{e  —  2a)^    -   -• 

-^-^{0  ~\- na)  -[- ip{0  ««), 

ou,  en  vertu  de  la  fonnule 

ii)((i-l^vn\4-œ(fl        vfA—      2<r<^./(m)i^(i'a)      , 

ip(P^va)-^ip(p-  ra)  —  ^^-j_-^-^--^^^  - -^^    . 

(235)  (pid  =  (fO 

,         2(fe_.fa.Fa        ,       2(pe.f2a,F2a       ,  _,        2rfe.fna.Fn^ 

Eà\\  faisant    (p0z=zx^  (p^O    devient  une  fonction  rationnelle  de  x.      En  \i^    ^'^" 
signant  par   xpx^   on  aura 

fc%€^n\  Il    I  2  fa.  Fa  ,  ,  2fna,Fna 

(236)       V'-^=^-(i+r:p7^,-..^-.«-::^+  •  •  •  +r- 


-f-  e-c^if'^na.jc'^ 


43. 


Maintenant  soit  e  une  quantité  quelconque,  je  dis  qu'on  aura 


RECHERCHES  SUR  LES  PONCTIONS  ELLIPTIQUES.  3G5 

(C)'X7\         1    '''•'^   \  rf  ^  \     ~~'T(e-\-a))\  ^u  +  2n))''\  tpir  ^  2Hft)  )   ^ 

^"'*     ^  tp^e         (1  -f  ^^^•^7^'^«..î^")(l  -f  e^ e^ ff^ 2 a . ,r^)  •  •  •  (l  -j-e^c^fp^na.y'^) 

m 

Kn  cftet  îl   est  claîr  que.  lu  fonction 

(238)  li=il—  ^'''•M(l  -{-e'c'ip'a.x')  ...  (1  -\- e' c' (p' 7ia .  x') 

sera  entière  et  du  dejçré  27i-|-l;  maïs  en  faisant  x  =  (fe^  xpx  deviendra 
=:r/),f,  et  par  suite  R  se  réduira  à  zéro  pour  (;ette  valeur  de  x.  De  même 
en  faisant    x=^cp{t-\-vin)^    où   m   est  entier,   on  «aura    \ftx=.(p^(e-\-ina)^    ou, 

en  vertu  de  l'équation  (233),  \fir:^(p^f.  Donc  1 —  '  =0,  et  par  consé- 
quent X  =■  (p{( -\- via)  sera  une  racine  de  l'équation  R=.0^  quel  que  soit  le 
nombre  entier  m.     Or  généralement  toutes  les  quantités 

(239)  r/)f,   f/)(e-fa),   ç)(c-|-2«),  .  .  .  (p{f-\-2na) 
sont  différentes  entre  elles.     En  effet  si  l'on  avait 

<p(f-\-m'a)—(p{i-\-fi'a), 

il  s'ensuivrait  en  vertu  do  la  fonnule  (31) 

e-|-m'«  =  (— l)*+*'(f +  ///«) -|-fo«-f-fc'tDi, 
d'où 

k-\-k'  =  2k% 

k  =  k"-^l,  k'  =  k''  —  U 

{m'  —  ii,')a  =  {k"  -\-l)w-\-{k"  —  l)(iii. 

De  là,  en  substituant  la  valeur  de  «  =  --  ,.  ~^t^- —    — >    on  tire 

2n-\-\ 

(m'-/O(m4-/0  =  (2n+l)(r  +  /), 

{m'  —  ,i')  (m  —  fi)  =  (2«  +  1)  (fc"  —  /) 
et 

■   m'-.«'  =  (2«+l)-^  =  (2«-f  l)-i. 

équation  contradictoire,  parce  que  nous  avons  supposé  que  Tun  des  deux 
nombres  m  et  fi  soit  premier  avec  2n-|-l,  et  que  m'  —  /e'  est  toujours 
moindre  que  2n-|-l.  Maintenant  les  2w-|-l  quantités  (239)  étant  diflFéren- 
tes  entre  elles,  elles  sont  précisément  les  2/i-|-l  racines  de  l'équation  R=:0. 
Donc  on  a 
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•^    W  ^  X        \  I  ^  X 


(240)  R  =  A\l-  —  \\l--.^^^A^.Al-    ,^^    , 

où  A  est  un  coefficient  constant,    qu'on  trouvera  en  attribuant  à  x  un(3       xrçt^ 
leur  particulière;  par  exemple  en  faisant  x  =  0,  on  a  7iî  =  -4;    or  réqu^x.t;i.o\i 
(238)  donne  pour  x=^0\  R=l^  donc  A=l^    et  par  conséquent  l'éqa^-^-txoti 
(237)  a  lieu.- 

En  multipliant  cette  équation  par  (ps  et  faisant  ensuite  f  =  0,  il  vîc^-^>c\ra 

(i_^Vi — ^V--fi — "--') 

oîi  g  est  la  valeur  de    -  '  -   pour  «^=0.     En  faisant,  dans  la  formule  Q^â35\ 

0  =  0  y    après  avoir  divisé  par   cpOj    on   trouve  l'expression   suivante   de        «c^^tte 
constante 

(242)  ff=l-\-2fa.Fa-{-2f2a.F2a-j \-2fna.Fna. 

En  faisant  dans  la  fommle  (230)   6=:na  —  (w'-|-l)a,    on  trouve 
(p(2na  —  7n^a)z=(pY —  {^' -\-  1)«]  =  —  y(w'-|-  l)a. 
Donc  on  peut  écrire  l'expression  de  \px  comme  il. suit: 

(2AV\       ihT  —  ncr ^      -il""  '  \^    f  ^^ >  \        f^na) 

^      ^        ^  ^     (1  +  e^c-'cp^a .  ^=^)  (1  +  e^-c^ip^-2a .  .r«)  •  •  •  (1  +  e'^c^q^'^na .  ^r^*) 


44. 

ffif  fit 

Maintenant  faisons  dans  l'expression  de   1  —   -  -  ?   «  =  —  •      Eu    suppo- 
sant pour  abréger 

(244)     (}  =  {l-\-e'c^(p'a.x'){l'^e^c'(p^2a.x')  •  •  •  {1^  e'c'(p'7ia.x'), 
on  aura 


i_  '/^-=ji_-_*_j  ji ^  1  ji ^— !---|i -— 


) 


1 


or,  en  faisant  dans  la  formule  (230) 
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M 


on  a 


y(|-4-(2«-m')a)=y(';-K  +  l)«), 


donc  en  veii;u  de  la  fonnule  (17), 
il  viendra 

'   10       ,      y^  ,x       \  i    io 


y>if-\-{2n-m')a   =<pl--\-{m'-\-l)a  y 


Cette  équation   fait   voir   qu'on   peut   écrire   l'expression    de    1  — 

connue  il  suit: 

(245)  1—    '^-"'- 

En  mettant  — x  au  lieu  de  -{-x^  on  aura  semblablenient 

(246)  l+^'4^ 


=  (l+cx)    1+- 


Donc  si  l'on  fait 

(247)  y=:k.fu;    c,  = ^,,  , 

oïl  A;  est  indétenniné,  et 

t=ll-    -^         \  11-  '-     t 

(248)  / 
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OU  aura 


(249)  l_c,y  =  (l_cx)-'^     l-\-e,y  =  {l+cx)^- 

De  la  mêuie  umuîère,  eu  faisaut 


s=n — ^.-^_,    ...    1- 


(250) 


</  (t  *  +  «)  I  I  T  (^  *■  +  "«) 


et  . 

(251)  «.  =  ± 


ou  trouvera  ces  deux  étjiuitious: 


.1?       . «* 


(252)  l+e^{i/  =  (l  —  cî'x)-- ;    l±eiii/=^(l-\-eîx) 

Les  équations  (249)  et  (252)  donnerout 

et  par  couséqueiit 

(253)      f/(i  -  c\f){i  ^'e\^)  - + "i^7'  y  (1-  6^^a;-'^)Ti  +T«:^*) . 

p 

Maîuteuaut  l'expression  de  y  douue  dj/  =  -^dx^  oh  P  sera  uue  fonctiou  en- 
tière de  X  du  degré  4w,  donc 

(///  _        P  iLv 


P  , 

Or  je  dis  (jue  la  fonction  se    ré<luira    à    une   (juantîte    constiinte.      En 

effet  ou  a 

l  —  c,y  =  {l  —  ex)  ^  ; 

P(Lr 

eu  dîtférentîant,  et  mettant  pour  dy  sa  valeur       ^*  >   on  aura 
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P=± 


"i 


ct,-il-cx)\2,^-t^ 


On  voit  de  là  que  P  est  divisible  par  t.  De  la  iiiênie  manière  on  prouvera 
que  P  est  divisible  par  les  trois  fonctions  t^ ,  6*,  s^ .  Donc  si  deux  quelcon- 
ques des  quatre  fonctions  f ,  i^ ,  5,  s^  n'ont  point  de  facteur  commun,  P  sera 
divisible  par  leur  produit.      Or    c'est    ce    qu'on    peut   voir    aisément  à  l'aide 

P 

des  expressions  de  ces  fonctions.      Donc    est  une  fonction  entière  de  x. 

Or  P  est  du  degré  4?^,  et  chacune  des  fonctions  /,  t^  s^  Si  est  du  degré  ??.. 

P 
Donc  il  est  prouvé  que est   une  quantité  constante.     En  la  désignant 


tt^88^ 


par  a,  il  viendra 


(254)  _i__^_.=  ±a  ^^ 


V(l  —  cf  y«)  (1  +  tff  y2)  y(l  _  câjrï)  (1  -f-  e^a;^) 

Pour  déterminer  a  il  suffit  d'attribuer  à  x  une  valeur  particulière.     En  fai- 
sant par  exemple  x  =  0^   on  aura 

t  =  t,  =  s  =  s,  =  l;    P=y^  =  ^  =  k^f,'x. 

I 

Or  en  différentiant  l'expression  de  ipx^    et  faisant  ensuite  x  =  0,    il  viendra 
ifj'x=ffy  donc 

(255)  a  =  kg. 

On  peut  donner  aux  expressions  de  c^^  e^^  g^  a  d'autres  formes  plus 
simples,  et  qui  mettront  en  évidence  plusieurs  propriétés  remarquables  de  ces 
quantités. 

Par  la  formule  (240)  on  voit  que  le  coefficient  de   ic*"**^*   dans  la  fonc- 

A 
tion  li  est >— 7 — ^ 7— r^ô — ^sî    or    d'après    les    équations    (238)    et 

(243)  le  même  coefficient  sera 


(--!):.  ....  fl 

'f  1  *       (^"^ .  f/'2 a . . .  y>wa) ^ 


donc,  puisque   ^  =  1 , 

_     (-  i)"i7 
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,    îv^>*.iîU   <la»s  les   équations   (236),   (243)    x  =  jfj   après    avoir   divisé 


.^  ohtîoiulra  deux  valeurs  de    -^j    savoir 

a: 


1    et    V- < 


9(-  1)' 


(ecy**  {(fa .  f/)2a  . . .  (pm^ 
.K .  s\  OU  les  égalant, 

N*'^!;^  5^  =  ( —  l)**(ec)*"((fa.y2a  .  .  .  (pnaY^ 

v-i  \niv  conséquent 

['i^i^)     <Pi{é)  =^  {cc)^''  {(pa .  (p2  a  .  .  .  (pnay  (pt .  (p{B  -^a) .  (p{t  -\-  2  a)  .  .  .  if{é-\-2fia) 

=  (p{t)'\-(p{e-\-a)'-^(p{€-\-2a)-\-  •  •  •  -\-'(p{e-\-2na). 

(îette  équation  exprime  une  propriété  remarquable  de  la  fonction   (p.      En  y 
posant    €  =  ô     et   €  =  ^  *  7    ^^^  obtiendra 

oîi  Ton  a  fait  pour  abréger 

(259)  â=(pa.(p2a.(pSa  .  .  .  (pna. 
En  remarquant  que 

«p(|    +(2«-m')«)=9)(  J  +(m'+l)«) 

et 

yJ2*  +  (2»  — m')aj=9)[  Jt  +  (m'+l)«j, 

et  en  faisaut 

(260)  k{e'cy'â'  =  f, 
on  tire  de  ces  équations 


1=     f- 

(201) 


Multipliant  et  remarquant  qu'on  a  (18) 
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on  obtiendra 


^(-|-+«)'^(l*'+«)=i' 


1  _(-i)"r 


±  — = 


d'où 

(262) 


'-•i«. 


(pcy  n  +  l 


,    (—1)".  (««)»"+! 


De  luêine  en  divisant  on  obtiendra 

(263)  (  '  • 

(  ±^=(-i)-v(''«r[9'(^'+«).'^(2*+^")--''^(f '+"")]*• 

Précédemment  nous  avons  trouvé   a  =  kg^   et  ^  =  ( — l)"(ec)*"J*,    donc 

(264)  a  =  (— 1)Y.J>. 

Également  nous  avons  y=.h.tf>x^  donc  en  vertu  de  l'équation  (243) 

(oar,\     ,,—.(_i\nf  ^ (y»«  — J!«)(y»2a  — ;r») (y«3a  — g»), . . (y »na  —  .r«) 

^      ^     5^  — <,       a;  '  ••*'(1  + ««c'y»». «*)(!  + e*c»y«2o. «»)...  (i  +  «»c»y»«a.«»)* 

Donc  les  valeurs  précédentes  de  Ci ,  e, ,  a  et  y  donneront 


(266) 
d'où 

(267) 


dy 


=  ±-: 


adx 


r^^^rr    » 


^/{l-c\y^){l  +  e\y^)  ^/ {î  —  cKx^){l -^  e^ x'^) 


J  V(i-<'îy*)(i  +  ^îy*)  J 


rir 


l/(l  — rî«.r2)(l+^2.r2) 


45. 


Les  formules  (261)  donnent  les  valeurs  des  quantités  c^  et  e^,  exprimées 
en  c  et  e  à  l'aide  de  la  fonction  (p.  Or  on  peut  aussi  les  détenniuer  à 
l'aide  d'une  équation  algébrique.     En  effet  on  a 

L^\2     '       /J  c*\Fal         c*    l-^-e^fp^a 


et 


r   I  a  .  ,     \y  i  iFa\*  i   i  +  ^v*» 
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donc  il  est  clair  que  les  valeurs  de  c^  et  e^  pourront  être  exprimées  en  fonc- 
tions rationnelles  et  symétriques  des  quantités  ya,  y2a,  ...  (pna.  Donc  si 
2w-[-l  est  un  nombre  premier,  on  peut,  en  vertu  de  ce  qu'on  a  vu  (§  V), 
déterminer  c^  et  <?,  à  l'aide  d'une  écpiation  algébrique  du  (272. -|- 2)*"*"*  degré. 
On  peut  encore  démontrer  que  la  même  chose  aura  lieu  dans  le  cas  où 
27^-[-l  est  \\\\  nombre  composé.  Alors  on  peut  même  déterminer  c^  et  e^ 
à  l'aide  d'ime  équation  d'un  degré  moindre  que   2n-\-2. 

Donc  on  aura  un  certain  nombre    de    transfonnatîons  coiTCspondantes  à 
chaque  valeur  de   2n-\-  \, 


46. 

On  a  supposé  dans  ce  qui  précède  que  e  et  c  soient  des  quantités  réelles 
et  positives;  mais  ayant  exprimé  c,  et  Cj  en  e  et  ^  par  des  équations  algé- 
briques, il  est  clair  que  la  formule  (260)  aura  lieu  également  en  donnant  à 
e  et  c  des  valeurs  réelles  et  imaginaires  quelconques.  Dans  le  cas  oh  «', 
c^  sont  réelles,  on  peut  même  se  servir  des  expressions  (261),  (265).  Mais 
alors  ctf  et  cD  ne  seront  pas  toujours  des  quantités  réelles.  Au  reste  l'une 
des  quantités  c^  et  Cj ,  à  cause  de  l'indétenninée  /*,  peut  être  prise  à  volonté; 
seulement  il  faut  excepter  les  valeurs  zéro  et  l'infini. 


47. 

Si  l'on  suppose  c  et  e  réels  et   2w-|-l   premier,  les  valeurs  de  r;,  et  e^ 
seront  imaginaires,  excepté  deux  d'entre  elles,  dont  l'ime  i-épond  à 

2mio 


a 


et  l'autre  à 


2w  +  l 


2jurîte* 

"~2n-f-i 


A.     Supposons  d'abord 


Dans  ce  cas  on  aura  (261) 


2Tnù) 

a  = 


2w  +  l 


A  =  L 

c,  c 
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Soit  // .  2w  =  (2n-f- l)^±a^,  oh  t  est  entier,   et  a^  entier  positif  et  moindre 

2w+l 
que  — ,y      j    on  aura 

'f\  2  +-"2«+t)  ^^Z-i  2-±2-n  +  i  +"")  ^  ^~  ^)    '^r2  ^ân+l) 

/2w  +  l  —  2rt„  Cf> 
=  ±V>(-2„+l-     2 

Or  les  nombres   «i,  a^j,  r/., ,  .  .  .  a«    seront   les   mêmes   que  les   suivans   1,  2, 

3,  .  .  .  n,  mais  dans  un  ordre  différent;  donc  l'expression  de  pourra   être 

mise  sous  la  forme 


(268) 


1  _/• 


1        w\      /      3 


10 


2w' — 1   w 


2n  +  l    2  ]'''\2n  +  l    2 


VU: 


2n  +  l    2  / 


De  même  l'équation  (263)  donnera 


(209)     -i-  =  ±  (_!)-_(«,) 


Sn 


<1P  h 


1 


w 


«ir  Lî 


w 


2n--l  (0 


2//  +  1  2  /^''\2/i+l  2  /  '  *  '  ^/^l2w  +  l  2 


Soit  maintenant  o=l,  <îi=:1,  on  aura,  en  posant  ±( — l)'*zzz:l, 


(269') 


(270) 


e,=:e 


2n  +  l 


1 


C(i 


(0 


2w  — 1    w 


L^l2n-+î  2-j9'l2.7+T  2-)---^l2^Hrï  2)J 


J  V(i-y*)(i"+4y^)      ^''i  V(i-^ 


dx 


«)(l4-^«.z'S) 


-f-  Const. 


(271)     .y  = 

(-i)7-« 


«'•+1 

/•=--. 


V^ 


(272) 
ou  bien 

(273) 


«  =  (-1)7. 


y. 


C(i 


2/1+1 


•<Ph 


2w 


?*f(i 


2n  +  l|  '  ■  *  y\2u  +  l) 


a  =  (-l) 


9'  \2n+l  T)  '  ^  V2n+1  TJ  '  '  *  V'  \2n+T  Y/ 


Si  Ton  suppose    e    moindre    que    l'unité    ou    égal    à  l'unité,    e^    sera  toujoura 
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moindre  que  e,  et  loraque   2?z-|-l    est  un  très  grand  nombre,  e^  sera  extrê- 
mement petit. 


48. 

Le  signe  du  second  membre  de  Téquation  (270)  dépend  de  la  grandeur 
de  X.  11  pourra  être  jugé  aisément  comme  il  suit.  On  a  par  ce  qui  pré- 
cède 


tt  ss 


En  supposant  x  réel,  p*  sera  toujours  fini  et  positif,  de  même  que^  VT-f-^îy* 

et   yi-f-e^ic*.     Donc  le  signe  du  second  membre  de  l'équation  est   le  même 
que  celui  de  la  quantité 


maintenant  on  a 


tfiss,]/-^--—', 


SSt=)  1 


X 


.8 


<r*(î'  +  «)r 


ji _:^_! , 

(    <ir*(Y*+««)  r 


or   (jpj-g  i-\-a\z=z 


— ,-  etc.,   donc 
e    fa  ' 


AS, 


-I     1^  I  éfna .x\^ 


donc,  en  remarquant  que    a    est  réel  dans    le   cas   que  nous  considérons,    on 
voit  que   ss^    sera  toujours   une  quantité  positive;    or    tt^    est    réel,    donc   la 

quantité    J^t—   — 2    ^^^^^  positive  également,    et   par   conséquent  le  signe  dont 

il  s'agit  sera  le  même  que  celui  de  la  quantité  it^.     11  n'est  pas  difficile  de 
voir  qu'en  se  servant  de  la  formule  (248)   et   en  mettant  pour    a    sa  valeur 

2iruo 
^  —  r  V  »    on  aura 


tt,=)i- 


X' 


^     \2»  +  l    8/ 


1 


X 


a 


"     \2n+l    2/ 


1  — 


X 


S 


3/2»— 1    €0\    l 


l 


quantité  qui   est  positive   depuis    x  =  0  jusqu'à   x  =  (p\-^  ~:r    '  |j    négative 
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depuis   x  =  <p\.,^^  _p  j    2      jusqu'à  x  =  y  f  ^-^ q- ^  '|    ,   positive  depuis 

Si  a;  est  plus  grand  que  Fuuité  ft^  aura  toujours  le  même  signe,  savoir 
( —  1)*.  Donc,  dans  ce  cas,  l'équation  (270)  donnera,  en  intégrant  à  partir 
de  35=  1, 

Si  la  valeur  de  x  est  moindre  que  l'unité,  on  aura 

(27b)  I  -7=-=^^—^ =  a  I  — ^  -   --.     ---.  -h  Const, 

^      '''  J   V(ï^!/')(l+ely^)  J   l/(l-.i;^)(l  +  e«x^)^ 

entre  les  Innites    a:  =  y  |  ^^^-^j- -^  j    et   x  =  <p\^,^^--_^j  ^  j,    et 
(276)        —  f       -  .^^^   -      -    =  a  I    ,    __   _  '^'' -  _=.     +  Const. 

,        ,.     .,  /4m+l    co  \       ,  /4m +  3   tu 

entre  les  limites  a;  =  y|2— y-^-j    et  x  =  y^2^_^-j  ^ 

Si  par  exemple  on  suppose  x  renfenné  entre  les  limites 

on  aura,  en  intégrant  à  partir  de  ic  =  0, 

/ç%rjn\  [^  ^h  r*  '^•'^ 


(1 + «»«») 

En  faisant   a;  =  y  U^,  -     ..  -^  )>    on  aura  y  =  ( — 1)",    et  par  suite 

/**      th  _       «<"       /_  i\« 

J«  i/ô-i'Oa-f^îy)    2(2«+i)V    '' ' 

d'où 

(278)  (-  l)-a  =  i'-^±^  r  ,  -    -  -^f    .   -._  .. 

Cette  expression  de  a  est  très  conunode  pour  .le  calcul.      En    négligeant  les 
quantités  de  l'ordre  ejf,  on  obtiendra 


376  KECIIKltCIlKS  »VU.  LE»  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


(279)  (_i)«o  =  (2«-f-l) 


71 


En  substituant  et  négligeant  toujours   cj,   la  foniiule  (277)  donnera 


/, 


(Lv  (—  l)»w  .     .  . 

--.-^-   -r^_  z=^  --^_=  =  t;^ — r^x-  arc.  siu  (  y) , 
0  y(l  —  «»)  (1  +  «".r*)        (2M+l)7r  "^-f'^ 


(280) 


,y=(-l)«(2n+l){> 


x^  I  I  .  .c* 


1 r^ T-U..U  — 


'f'ijn-fl)]  I  f"[^+l) 


[i+«V(^ï)^.-.[i+eV(y„"^0-*] 


B.     Dans  le  cas  où   a=z-r— ^— -^  ,    on    trouvera    de   la  même  manière  la 

Zn  -\- 1 

fommle  suivante 


(281)       r  ^.  -^'^--_  -^- = a'  r ,  _  _  :^ 

^      ^  Jo  y(l-.^^)(l+.V)         jo  y(i-y 


oii 


^1 


gShi^l 


1 

a  =- 


La  formule  précédente  a  lieu   pour  toutes   les   valeurs    de   x   moindres 
que  Tunîté. 


49, 

Pour  avoir  une  théorie  complète  de  la  transfonnation  des  fonctions 
elliptiques,  il  faudrait  connaître  toutes  les  transformations  possibles;  or  je 
suis  pai-venu  à  démontrer  qu'on  les  obtient  toutes,  en  combinant  celle  de 
M.  Legetidre  avec  celles  contenues  dans  la  fommle  ci-dessus,  mente  en  cher- 
chant la  relation  la  pltis  générale  entre  un  nombre  quelconque  de  fonctions 
elliptiques. 


RECHERCHES  SUR  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  377 

Ce  théorème,  dont  les  conséquences  embrassent  presque  toute  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques,  m'a  conduit  à  un  très  grand  nombre  de  belles  pro- 
priétés de  ces  fonctions. 


§  X. 

Sur  rinUujrafIon  de  réipuition  st'iHiree 

dy  (Ix 

-  .    .  z=  a    .^^TT-     .  ^     . 

Va  —  y»;  (1  -\-  fijf*)  Va  —  X*)  (1  +  //x«; 

50. 

On  peut  toujours,  comme  on  sait,  présenter  l'intégrale  complète  de  cette 
équation  sous  une  forme  algébrique,  lorsque  la  quantité  constante  a  est  un 
nombre  rationnel^  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  réelle  ou  hnagînaire  de 
/i.  Mais  si  a  n'est  pas  un  nombre  rationnel,  cela  n'a  pas  lieu.  A  cet  égard 
je  suis  parvenu  aux  théorèmes  suivants: 

Théorhme  I.  En  supposant  a  réel,  et  l'équation  intégrable  algébrique- 
ment, il  faut  nécessairement  que  a  soit  un  nombre  rationnel. 

Théorhtie  II.     En  supposant  a  imaginaire^  et  l'équation  intégrable  aJgé- 

hriquement^  il  faut  nécessairement  que  a  soit  de  la  forme  m  ±  y^  1 .  j/n,  où 
VI  et  n  sont  des  nombres  rationnels.  Dans  ce  cas  la  quantité  /t  n'est  pas 
arbitraire;  il  faut  qu'elle  satisfasse  à  une  équation  qui  a  une  infinité  de  ra- 
cines réelles  et  imaginaires.     Chaque  valeur  de  /t  satisfait  à  la  question. 

La  démonstration  de  ces,  théorèmes  fait  partie  d'une  théorie  très  étendue 
des  fonctions  elliptiques  dont  je  m'occupe  actuellement,  et  qui  paraîtra  aus- 
sitôt qu'il  me  sera  possible.  Je  me  borne  ici  à  considérer  un  cas  particulier, 
qu'on  peut  tirer  des  formules  du  paragraphe  précédent. 

Si  dans  la  formule  (270)  on  pose 

1 


«1  =  —  ' 


et  si  l'on  remplace  tj  par     .   »    il  viendra 


oh 
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(283)  , = + icT . „.,  i^ij^pt;:]- [<^}-"]  . 

e  est  détcnnhié  par  l'équation  (269'),  qui  deviendra 


l  =  e"+' 


1        co\  /2n— 1   w\l» 

'^12^^^  2")  •••'^teMYjl, 


et  a  par 


i?"    I    '    /       1         w\  /2»  — 1    û>\   f  ' 


Donc  on  connaît  une  iutdgrale  particulière   de   Féquation   (282)    et   par 
conséquent  on  en  pourra  trouver  l'intégrale  complète. 

Dans  le  cas  que   nous    considérons,   la  valeur   de    a   est   )/2w-|-l,    ce 
qu'on  démontrera  aisément  comme  il  suit: 

En  mettant  dans   l'équation   (282)   y  =  zY^^^^^^^    et   intégrant    entre    les 
limites  zéro  et  cp    .        j-   j    il  viendra 


d)  r*  dz  ù) 

2"       Jo  V'(i  +  ^-)  (1  ^1^  ~  ^4n  +  2 


en  remarquant  que  les  limites  -<le  z  seront  zéro  et  -    •     En  faisant  de  même 

X  y — 1  =  3,    et   intégrant    entre    les   limites    zéro    et   — ?    on   trouvera   que 
les  limites  de  y  seront  zéro  et  l'unité  et  par  conséquent 


1 

r  di/  ù) r* 

Jo  yfl-y*)(l+1V)  ~ '2" ~    Jo 


y(l4.22)(i_e2;r*)         2 


Donc  on  a 


(jj  a  10 


et 


2         2n+l    2 


10    (o 

"2"  — '*~2'' 


d'où  l'on  tire 

(285)  a=y27^+l, 

(286)  -|-  =  y2^rFi. 
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Donc  Téquation  différentielle  deviendra 


(^y  _!/ — T  i/o^   I    1  ^ 


(287)  -^^-^.^^^  =  M-  1  .y2H=^ 


^(î  —  y^)(iJ^e^y^)         '  '  •        y(l-  ;r«)(l  +  e2;r») 


51. 

Pour  donner  un  exemple,  considérons  le  cas  où  n=z\  et  n  =  2 
A.     Si  n  =  1 ,   on  aura 

^y  11 — Q  ^ 


=y=^ 


y(l  —  y*)  (1  +  e*y*)        '  1/(1  —  ^*)  (1  +  e'^x*) 

e  est  détenninée  par  l'équation 


l=e* 
On  a 


1    w  ^i" 


CO  \  l   II}  10  \  I   10 


V\  a\=*P\  9  — -^l='^l  2"'"  •  ^=  -■-    -     ------' 


donc 


/(i)^yï^(î) 


1  =  e* V  ^  = '■   \  ' 


1 


Maintenant  on  trouvera,    en   combinant  ces  équations  et  remettant  pour 
a  sa  valeur  ys, 

y3=ey*j 

donc 


(0 


,8 


ù) 


et  par  suite 


y3 


4H* 
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e^  —  eVS 
1  = ,—  1 

(l'oîi 

e2_2y3.e=  1, 

et 

e  =  y3  +  2. 

Ayant  trouvé  e,  on  aura 

^  U  /     2+y3       ' 

Donc  on  aura  l'équation  différentielle 


V(l-;y*)[l  +  (2  +  V3)V]  y(l-*'')[l  +  (2  +  y3)«x»] 

qui  sera  satisfaite  par  l'intégrale  algébrique 

•^       '  •     1 4- 1/3  (2  + y  3). r» 


Si  l'on  pose  £cy2— fs   au  lieu  de  .r,  et  2/^2  — ys./—!  au  lieu  de 
y,  on  obtiendra  l'équation 


%  iA5  '^« 


--  ) 


(289)  ____J^^—  __—  =  ys  -. . 

yi  — 2V3.I/*— ^*  yi  +  2y3..r!'  — ** 

qui  sera  satisfaite  par 

B.     Si  w  =  2,  on  aura  l'équation  différentielle 


%        _  _  |/cr5 "''^ 


oïl 


V(l— ?)(!+«  V)  V(l— x»)(l+e»a;») 


i+*v(t)-*'  i+«v(x)-' 


8 


(290)  i=<'>"(,'^>fi5);  VB=.v(:)*'( 

On  a 


j/2(() 
5" 
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*^  IlO    =^      2--5- 


(29n 


2  I  3  C«>  \  2  /   W  (0 


9'iïo)=»'  l2-Tl  =  -j,,;«y 


"{':■+})  "{-:)  '■•{-"-) '•'{i)+"f {':)<>) -^{'^i^i'') 

En  multipliant  ces  valeurs   de    -     '-4-   et       ,    {-    entre   elles,    et    remarquant 


on  obtiendra 


—  P 


^■'-r'(T)^-(-'f) 


i-'*T'(:)r"(';)-i» 

OÙ  Ton  a  fait  pour  abréger 

Cela  posé  les  équations  (290,  291)  donneront 
donc,  en  substituant, 

1  c»    ^" 1  1— <?y5 

eV'e        l  —  K^  e^    «  — l/ô' 
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d'où 


-re= 


1  — éVS 

'  e  —  ih 


e'— 1  — (5-|-2V5)e(e— 1)  =  0. 
Les  racines  de  cette  équation  sont 

e=l,    e  =  2-j-y5  — 2y2  +  f5,   e  =  2  +  f5  +  2y2-f-y5 
La  dernière  de  ces  racines, 

répond  à  la  question,  car  Téquatîon 


fait  voir  que  e  doit  être  plus  grand  que  Tunîté.     Connaissant   e,    on  trouve 

la  valeur  des  quantités    Ç»   -^     et  Ç'   -p-  comme  il  suit. 
Nous  avons 

or  en  faisant  y  Up-  =  a    et  ç)   -^=  /9,  on  aura 


i^»(|)  =  l-l-«*a%    i?'^(^5")  =  l+.^/îS 


donc 


(1  +  e»a»)(l  H- e*^*)  =  «»(!  — ««)(!  — /9*), 

1 -|_  e»  (a» -f /5») -f- e«a«/î*  =  e»  —  e»  (a* -f  ^*)  4- e'à'/î», 

e»  —  1  —  e»  (e  —  1)  a*/9*  =  e»  (e  4- 1)  (a»  + /9»)  ; 

V5 
or  nous  avons  trouvé  plus  haut,   a*/3*  =  — j-»    donc 


% 


1  _^(e—  l)y5=p*(«-|-l)(«*-f /5»). 


\ 
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Donc  on  connaît  a*/î*  et  •a*-}*"/'*?  ^*  P^^  si^ite  a*  et  /9*  par  la  résolution 
d'une  équation  du  second  degré.  On  a  donc  aussi  la  valeur  de  y^  qui  sa- 
tisfait à  Téquatîon 

(292)  _^^^|L-^^_„^^.  _ 

y(i-y')[i+(2+y5+2y2+y5)v] 


=y=r5  ^ 


y(l  —  A'2)  [1  4-  (2  + 1/5  +  2  V2  +  V5)«a;*] 


Si  Ton  pose   -j^   au  lieu  de  x,  et    - — p^-    au   lieu   de   y^   on    obtiendra   Té- 

y  e  y  e 

quation 

(293)  — ^J:^^  =  y  5  '^^ 


où 


Vl— 4]/2  +  yo.î/«— y*-  yi+4}/24-y'5..r«  — /f* 

y5_yio  +  ioy'5.^2^.r* 

y^=x ,  = 

l4.yiO  +  10l/5..i:^  +  V5.;c* 


52. 

Dans  les  deux  cas  que  nous  venons  de  considérer,  il  n'était  pas  difficile 
de  trouver  la  valeur  de  la  quantité  6,  mais  la  valeur  de  n  étant  plus  grande, 
on  parviendra  à  des  équations  algébriques,  qui  peut-être  ne  seront  pas  ré- 
solubles algébriquement. 

Néanmoins  on  peut  dans  tous  les  cas  exprimer  la  valeur  de  e  par  des 
séries,  et  comme  leur  fonne  est  très   remarquable,  je   vais  les  rapporter  ici. 

En  faisant  dans  la  formule  (206)   a  =  1 ,    on   aura,  en  remarquant  que 


3  y.5 


(294)  ««,  =  4.      „^-^  +  /xi+,.-«Vi+--- 


9"  +  !    '    Ç-'  +  l    '   «"•+ 


où 


En  faisant  de  même  dans  la  fonnule  (204)    a=      i,   on  aura  y Uy^  | 


=  — :    €  =  A"    =  cos  17  +  z  sm  %.  1=  z,    donc 

e  '  2     '  2  ' 
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i  2    7t  l  i  —  ï"~^  i^  —  i""^ 


-  1  «.3_1     *.— 3      I 


c'est-à-dire 


•  •  »    î 


u>  =  47r 


^3  ^5 


ï+  r«4-l  +ri«-|-ï'T  ' 


OÙ 


r^-f-l     '     r«+l     '    ri«+ 


W    TT 


Maîiiteiiaiit  dans  le  ca.s  que  nous  considérons,  on  a 


et  par  conséquent 


''=nn+i. 


7t  .,- r—  37r,/- 


^_y.^T  ^VV'*-+^ 


Cette  fomiule  donne  la  valeur  de 

Ensuite  on  aura  la  valeur  de  e  par  la  formule  (294)  qui  donne,    en  substî- 

iî>  Il  L-   ^ 

2 


tuant  pour  p  sa  valeur  h*^  ^  =zh^^'^^    , 

!n        1                          Stt       1   _ 
— ^ h  --3^ h 
AV2n+i+l         AVâH-i  +  l 

h  est  le  nombre  2,7182818  .... 


Addition  an  mémoire  précédent. 

Ayant  terminé  le  mémoire  précédent  sur  les  fonctions  elliptiques,  une 
note  sur  les  mêmes  fonctions  par  M.  C.  G,  J.  Jacohi^  insérée  dans  le  n®  123, 
aimée  1827,  du  recueil  de  M.  Schumacher  qui  a  pour  titre  "Asironomische 
Nachnchten\  m'est  venue  sous  le§  yeux.  M.  Jacobi  donne  le  théorème 
suivant  : 
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Soit  p  un  nombre  impair  et   0'   un    angle    tel   qu'on   ait,    en    désignant 

/de 
-  -. --_^^-^,    prise  de  0  jusqu'à  d,  par  F(kj6), 
yl — k^BÏn'^6 

et  en  général  d^"^  un  angle  tel  qu'on  ait 


soit  déteniiiiié  encore  l'angle  y  par  l'équation 

tang  (45  -\  t//)  —  --^^-,- -  -  -^^-  ^  ^^, --^-^^  .     :^g  r^^^^y  =p^^  tang  (45  T  i  <?)  • 

on  aura 

F{k,6).=  fi.F{X,rf,y 

Il  faut  admettre  le  signe  supérieur  si  p  est  de  la  forme  4n-{-l,  et  le 
signe  inférieur,  si  p  est  de  la  fonne  4n —  1.     i//  doit  être  pris  entre  -^n   et 

I     i 

— ^^TT,    si  0  tombe  entre  d^"^  et  O^'^^^K     Les  constantes  /^   et  il  se  détermi- 
nent de  diflFérentes  manières.     On  a  par  exemple 

1 

^        2(co8ec  e'  —  cosec  ff"  -| +  cosec  e^-^^±  |)  ' 

X  =  2kfi  (sin  6'  —  sin  0'"  -^ T  sin  Ô^'"'^  ±  ^). 

Ce  théorème  élégant  que  M.  Jacohi  donne  sans  démonstration  est  con- 
tenu conmie  cas  particulier  dans  la  fonuule  (227)  du  mémoire  précédent,  et 
au  fond  il  est  le  même  que  celui  de  la  formule  (270).  Nous  allons  le  dé- 
montrer. 

En  faisant  dans  l'intégrale 


/**  dx 


y(l_ur«)(l  — A^r^) 

X  =  sin  6 ,    on  aura 

de 

mais 

X  =  (pa 
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donc 

a  =  F{kj  6)    donne    sin  6  =  (pa. 

Si  d  =  90%  on  a  x=l,   donc 

co 


'^  =  F{k,90'). 


Donc  en  faisant  0  =  0^'"^,  on  aui*a 


F{k,0(''>)="'-  '^~    et   sm0(->  =  (pi 


m     H 


P     2 
Cela  posé,  faisons  dans  les  formules  (269')  et  (270), 

e»=  — A»,    e»  =  — fc»,   ^t  =  tll)!, 

x  =  { — l)"sînd,   y  =  sin  y/,    2w-f-l=:^, 
il  viendra 

oh  les  quantités  fi,  X,  tft  sout  déterminées  par  les  équations 

A=:A;*"+»(8inô'.8ind"'  .  .  .  sinô'»-")*, 

_  /  sin^.^in  «T^. . .  sin  e»"-^)  \ » 
'* ~~  i 7in6r"T8in"ë^"~.T7Bin'fl(«'^ 

(2)      sin  1^ 

*"+!    .     ^  (sin»»"  — 8in«fl)(sin«fl""  — 8in*fl)...(8in*flf*»'  — 8in*fl) 

_  ^_   ''""'(l_A:iiBin='e"8in*fl)(l— *''8in»e""8in»e)...(l— A:='8in«»(*">8in»») 

Nous  supposons   k   moindre  que  l'unité,    car  dans  le  cas  contraire    w   sèrsdt 

une  quantité  imaginaire.  I 

Cela  posé,  considérons  les  équations  (249).     En  remarquant  que   c,  =  c 
=  1 ,  on  en  tire 


i/i—  y     ±  l/L— _« 

où 

t   _9'(y  +  «)— «    9'(y  +  2a)— «  q, (^^. J^ naj  —  x 


RECHERCHES  SUR  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  387 


oïL  en  faisant  a  =  ^ — r-r    et  m  =  —  1, 


t 


/"an— IftiN  '        /2n  — 3w\     ,  '*/        i\„      /       î         «*  \     i 


Maintenant  on  a 

a;  =  (-l)-8ind,    et   ^-j  2^  y)  =  «»<'^ 
donc  en  substituant: 


1 /l  —  sini//  _  1 /r:r(—  l)'»Bin g  sin^— sin<9  8iny^^  +  8in(9        sin  g<»^^^  +  (— l)"8in(9 
>^  r+sm^ ""  ^^  1  +  (I^^sin « ' sin d' -f  sin d ' sln «"" — sin d  '  "  '  sind^^—i^  —  (—  1)" si»  ^ 

et  de  là 

tang  (45^  —  1  V/) 

_tangi(^-^)  tangKr-  +  6)         tangH(9^"-^^  + (-!)"<?]  r450_/      ixni  ^i 

~tang^((^'+d)  tangi(r'  — 6)  '  '  '  tangi  [^'-i^  — (— l)»d]        '=^  ^  ^       '  *    ' 

C'est  précisément  la  formule  de  M.  Jacobi. 

Dans  la  formule  (1),    on  peut  toujours  supposer  le  second  membre  po- 
sitif.    En  effet,  en  differentiant,  on  aura 


-^^    ^       yi— ifc^sin^d 

En  supposant  d  toujours  croissant,  le  second  membre  sera  toujours  positif. 
Donc  en  déterminant  la  valeur  tp  de  sorte  qu'elle  soit  croissante  et  décrois- 
sante en  même  temps  que  d,  on  doit  prendre  le  signe  supérieur.  On  a 
donc 


r        de r diif_ 

Jo  Vl—k^sin^e  ~  '  Jo  yi  —  A^sin^ 0 


-— -  ? 

ou  bien 

F{k,e)  =  /iF{X,f). 

En  remarquant  que  tf/  doit  être  croissant  et  décroissant  en  même  temps 
que  6j  et  en  ayant  égard  à  la  formule  (2),  on  tirera  aisément  la  consé- 
quence  que   j//    doit  tomber   entre    -^n   et   — ^ — ^i   ^i  ^  tombe"  entre  6^'^ 

et  6<''*'>. 
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Quant  aux  quantités  X  et  //,  il  est  évident  qu'elles  ont  nécessairement 
les  mêmes  valeurs  que  celles  de  M.  Jacohi.  Mais  les  expressions  que  j'ai 
données  seront  plus  conmiodes  pour  l'application,  et  font  voir  clairement 
que  X  est  extrêmement  petit,  si  n  est  un  peu  grand.  Au  reste  on  peut  sans 
difficulté  démontrer  leur  identité  à  Taîde  de  la  formule  (257). 


xvn. 

SUR  LES  FONCTIONS  QUI  SATISFONT  A  L'ÉQUATION 


Joanml  ffir  dio  roine  und  angewandto  Mathematik|  horaasgegobon  von  CrfUe,  Bd.  2,  Berlin  1827. 


L'équation 

est  satisfaite  lorsque 

fy  =  \y   ®*    (px=:\px  =  \ogx'^ 
car  cela  donne 

log  x -f  log  y  =  log  a;  ?/ ; 
de  même  lorsque 

fy=:^l — y*    et    ç)a:  =  i//x  =  arcsîn  ic, 
ce  qui  donne 

arc  sin  x  -\-  arc  ain  y  =  arc  sin  {xYl  —  y*  4*"  yVl  —  ^)' 

Il  serait  possible  qu'on  pût  encore  satisfaire  à  la  même  équation  d'auti'es 
manières.     C'est  ce  que  nous  allons  examiner.     Soit  pour  abréger 

l'équation  de  condition  devient 

(1)  (px-\'(py=^\fjr. 

En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  x  et  à  ^,  on   aura,    en   faisant 
usage  de  la  notation  de  Lagi-ango, 
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/  /     <^^       ^        /  ,    dr 

tpx  =  rpr^    et   (py  =  rf,r-^- 
De  ces  équations  on  tire,  en  éliminant  la  fonction  i//V, 


,     dr  ,     dr 


Or  l'expression  de  r  donne 


(2)  £=/!/+y/'«    et   ^^fxJ^xfy 

donc  en  substituant, 

(3)  ^>'y{fy-^yf'x)=ip'x(jx+xf'y). 

En  donnant  maintenant  à  la  quantité  variable  y  la  valeur  particulière  zéro^ 
ce  qui  est  pennis  parce  que  ce  et  ^  sont  des  quantités  indépendantes  entre 
elles,  et  en  faisant  pour  abréger 

y'(0)  =  a,  /(0)  =  «, /'(0)  =  «', 

l'équation  (3)  prendra  la  forme 

aa  —  (p'x  {fx  -\-a'x)=.  0, 

d'où  l'on  tire,  en  écrivant  y  au  lieu  de  £c, 

aa  —  (p'y  {/y  -f  a'y)  =  0. 

Ces  deux  équations  donnent 

/A\  ,  aa  ,  aa 

(4)  '     V^^  =  7— r-7-    et    (py=^2 — i Ï-; 

donc  en  intégrant, 

(5)  wx=^aa  1  7 — r — —  • 

^   ^  ^  J  fx  +  a'x     .     • 

De  cette  manière  la  fonction  (px  est  déterminée  par  fx.  Il  s'agit  donc 
de  trouver  la  fonction  fx.  En  substituant  dans  l'équation  (3)  les  expressions 
(4)  des  fonctions  (p'x  et  cp'y^  et  réduisant,  on  trouvera 

(6)  {fx  +  a  'x)  {/y  +  y/'x)  ={fy  +  a  'y)  [fx  +  xf'y) 
d'où  l'on  tire,  en  développant, 

(7)  /«  -/y  +  a'a;/^/  +  yfx  .fx  -\-  a'xyf'x 

— f^  -fy  —  f^'yf^  —  xfy  -f'y  —  «-'^jf'y = 0, 
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OU  bien 

(8)  x{a'fy-fy.f'y-a'yf'y)-y{a'fx-fx.f'x-u'xf'x)  =  0, 

OU  eu  divisant  par  xy 

(9)    j{^'fy-fy-f'y-^'yf'y)--,  («7^-/x./'x-« v'^)=o. 

Les  quantités  x  et  y  dtant  indépendantes  entre  elles,    cette  équation  ne  peut 
avoir  lieu  à  moins  qu'on  n'ait 

—  («yy  —/y  -/V  —  «  V/'y)  =  -    («'/-^  — /^-/'^  —  cc'xf'x)  =  Const. 

Soit  donc 

(10)  -  (a  '/r  —  fx  .f'x  —  a  'xf'x)  —  m  ; 

on  aura 

(11)  fx  {fx  -\-a'x)-\-  {lux  —  a'fx)  =  0. 

Par  cette  équation  la  fonction  fx   est   déterminée.      On   peut   l'intégrer    en 

faisant 

fx  =  xz  ; 
car  alors  on  a 

fx  .dx  =  zdx-\-x  dz^ 
d'où  l'on  tire  en  substituant, 

(zdx-^x  dz)  {xz  -|-  «  'x)  -j-  {mx-    a  'xz)  dx  =  0, 
ce  qui  donne,  en  divisant  par  x, 

{zdx'\-x dz)  {z^a')-^{7ri  —  a'z)dx=^0^ 

ou 

[^z{Z'\'a')-\-vi  —  a'z^dx-^xdz{z-\-a')=^0^ 

ou  bien 

(2*  -|-  m)  dx  -f-  X  dz  (2  -^  a')  rzz  0, 

ou  en  divisant  par  x(2*-|-7/i), 

dx dz{z'\-a') 

donc  en  intégrant, 

dz 


/dx Ç    zdz  f  Ç 

a  —       J  z^  4-  m       ^  J  z 


-j- w 
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Soit  m  =  —  n',    on  aura 

/dx        T  r     zdz  ,  ,        .   ,  9\      r     <l^  Il        -2  —  n 

^=\0gX,  J  -_-=|log(2''-««),J  ----==  2-  log^--^, 

donc  en  substituant  et  en  ajoutant  une  constante  c, 

loge  — logx  =  |log(2*  — /^')  +  |^  log  ^"~'* 


2?i      ^  z  -\-n 


OU 


a' 


iog;--iogj(3*-«'')*(j:p;;  " 


d'où 


«' 


—  =  (^  —  ^  )M— 1 — 

0?  ^  ^    \z-\~n 


fx 

Mais  on  avait  fx=^xz'^    donc  2=:-  —  ?    et  par  suite  en  substituant, 


a' 


OU  bien 


;r  X  \fx-\-iix 


c=^{fx  —  nx)^  ^"^  {fx-\-nxy~^ 


î 


ou  en  élevant  à  la  2n'*'"*  puissance, 

(12)  c*~  =  {fx  —  nxy-^'''  {fx  -f  nx)"--«'; 

a;=:0   donne  ci=a,    à  cause  de  y(0)=:a. 

Voilà  réquation  de  laquelle  dépend  la  fonction  fx.  Elle  n'est  pas  en 
général  résoluble,  parce  que  n  et  a'  sont  deux  quantités  indéterminées,  qui 
peuvent  même  être  imaginaires.  L'équation  (12)  contient  la  forme  la  plus 
générale  de  la  fonction  fxj  et  on  peut  démontrer  qu'elle  satisfait  à  l'équa- 
tion de  condition  donnée  dans  toute  sa  généralité.  En  efiet  la  fonction  fx 
satisfait  à  l'équation  (11),  et  on  voit  par  la  forme  de  l'équation  (9)  qu'elle 
satisfait  aussi  à  cette  équation.  Or  l'équation  (6)  est  l'équation  (9)  sous 
une  forme  différente.     Donc   la   fonction  fx   satisfait  aussi   à  l'équation  (6). 

De  l'équation  (6)  on  tire  l'équation  (3)  en  faisant  (p'x  =  7-  ■     ,"»   6t  l'équa- 

T  X  '  j     Ce  X 

tion  (3)  donne,  en  faisant  ^fy-\-yf^^=^T^ 

,     dr  /     ^^        A 
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Eii  intégrant  cette  équation  différentielle  partielle  par  les  règles  connues,  on 
trouvera 

d'où 

(px-\-(py  =  ^r, 
ou  bien 

(px-{-(py  =  xp{x/y^y/x), 

ce  qui  est  l'équation  de  condition  donnée. 

Il  reste   encore  à  trouver  la  fonction    yj.     A    cet    effet   soit   ?/  =  0,    on 
aura,  en  remarquant  que  y(0)  =  a, 

(px  =  xp{ctx)  —  <p(0), 
ou,  en  mettant  —    au  lieu  de  x. 


V'^  =  ^/^(-^)  +  y(0). 


On  trouve  donc,    en    résumant,    que   les    formes   les   plus  générales  des 
fonctions  satisfaisant  à  l'équation  de  condition 

(px-\-(py=ip(xfy-^y/x) 
sont  les  suivantes: 


et 


(X    \  m  dûS 


où  fx  dépend  de  l'équation 

a*"  =  {fx  —  nxy^"'  {fx  -|-  nxy-"'. 

Soit  par  exemple 


on  aura 
donc 

et  par  suite 


n  =  a  =1, 
a=fx  —  }x] 
fx  =  a  +  i  J- , 


(px  =  aa     J^^  ^  =  aa\og{a-\-x)-{-k, 

xpx  =  (/.(O)  -f-  (/)  rM  z=z  2A:  +  ««  l^g «  -f  ««  log  U  +  '^ 
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OU  ^ 

L'équation  de  condition  devient  donc 
k-\-aa  log  (a  -f-  ;c)  -j-  fc  -|-  aa  log  (a  -f-y) 

ce  qui  a  ettectivement  lieu,    car  les  deux  membres   de  cette  équation   sc^       ré- 
duisent à 

2k -^aa  log  (a^  -^  ax  -\-  ay  -\-  xy). 

La  fonction  (px  est  trouvée  ci-dessus  sous  forme  d'intégrale.  On  -f^eut 
aussi  trouver  une  forme  finie  pour  cette  fonction  par  des  logarithme»^  en 
supposant  la  fonction  fx  connue.     Soit 

fx-\-nx  =  v    et   fx  —  nx  =  ty 
l'équation  (12)  donne 

donc 
d'où 

2«         a' — n 


Or  fx  =  \{v~\-t)    et    nx  =  ^{v  —  t)^    donc 

(2n         a' — n  v 

et 

^  ^  2n         a' — n 

2n  2n  ' 

d'où  l'on  tire  en  difl'érentiant 

2n        2n(a'  +  70  ^         j  ^^• 

On  trouve  de  même 

ou  bien 
donc 
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dx       dv 

fx  -\-  a'x        (n  -f-  a')  r 

ce  qui  donne  en  intégrant, 


/. 


dx  1      ,  (px 


-,  log  cy --= -^  ; 


fx  -\-  a'x       n  4"  «'      °  da 

OÙ    c    est    une    constante    arbitraire.      En    mettant    donc    pour    v    sa    valeur 
fx-\'nx^    on  aura 


(1 3)  ipx  =  -^,  log  (cr2aî  +  c/a:). 


Dans  les  deux  cas  a' =  00^  et  n  -0,  la  fonction  fx  prend  une  va- 
leur particulière.  Pour  la  trouver,  il  faut  recourir  à  Téquation  différen- 
tielle (11). 

Soit  d'abord  n^—0^  Téquation  (11)  donne,  à  cause  de  m=^  —  w*,  \ 

fx  {fx  -f  a'x)  —  ajx  —  0. 

Soit 

fx  --  zx^ 

on  trouvera 

dx  dz{z-\-a')  dz         a'dz 


X  ^ 

et  en  intégrant 


«V  2  9  ^9 


log  c'  -\-  logx  —   —  log  2  -}-   -  ?    OU    log  [c'xz)       —  ? 


fx 

OU,  puisque   z  =  '  ^ 


X 

a'x 


log  {cjx)  =  -j-^,    ou    a'x  =fx .  log  {cjx). 
Pour  X  =  0,  on  a   0  =  a  log  c'a^    donc   c'a  =  1   et  c'  =  —  ?   donc 

(14)  «'x=>.log(4"). 

oh 

Cette  équation   détermine   donc  la  fonction  fx   dans  le   cas   où    n=:0. 
L'équation  (13)  donne  dans  ce  cas 


e 


ipx  =  ~-  log  {cfx)  =  ^"  log  {ca)  +  ^^  log  j  /^^-  ]  ; 
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en  vertu  de  (14)  on  a 


lo 


/"./•  \         aV 


a    1  fx 


—  ) 


donc 


aa  ^  ,    aax 


(15)  ipx  =  ~,Aogca^y-^ 
De  plus 

(16)  ,,jx  =  ip{0)J^ip\^''A^  =  ^-^^\^^^ 

L'équation  de  condition  devient  donc 

aa  1  ,    aax    ^     aa  ^  ,    aay        2aa  ^  ,    a(xfu4-yfx) 

a        ^         '     fx     '     «'       ^  ./^  a        ^         '    /»/^/y +  y/^\ 

c'est-à-dire  qu'on  aura 

(17)  «/(^^-t^^)=/-/^. 

Pour  examiner  cette  équation,  nous  mettrons  au  lieu  de  x  et  de  y  1^3 111*8 

*  iX  iX  fU  T'U 

valeurs  ^-^-log'    -   et   — >-log-—   tirées  de  l'équation  (14),  ce  qui  donne 

(18)  «/ j  — —  „<  — -  j  =fy  'f^  =  ^fr. 

en  faisant  pour  abréger 

fx.fy.  log ^"-V- 

(19)  L'i^^^L^.^r. 

^      '  aa 


Il  s'ensuit 


2  log  a  +  log  ~  =  log  {fx  ./y). 


fV*  a  T* 

Or  en  vertu  de  l'équation  (14)  on  a  log  - —  =  —  ^    donc  en  substituant, 
(20)  21og«  +  ^  =  log(/a;./y). 

Mais  puisque  fr  =  ^    '^^    (18),    on  a  en  vertu  de  (19) \-^ — '-  = 

donc    ^  =  log    '-^-~- 1 J    et  par  conséquent  :    2  log  a  -|-  log  1  -     /^  j 
=  log  (/x.y?/),    ce  qui  a  effectivement  lieu  comme  on  le  voit  aisément. 


=  r. 
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Soit  ensuite  a'  =  oo.     En  mettant   dans   ce   cas   Téqnation   (11)   sous    la 
foniie 

il  est  clair  qu'on   doit  avoir   xf'x — fx  =  Oj    lorsque   m    est    fini.      Il    faut 
donc  que 

-—r —  =  —  î    ou    fx  =  cx. 

fx  X  •^ 


Si 
on  a 
Soit 

on  aura 
ou 
donc 


771  =  —  pa' 


xf'x — px  — fx  =  0. 

fx  =  X2, 

X  (x  dz  -j-  z  dx)  —  [px  -|-  xz)  dx  =  0^ 

xdz  =^p  dx  ; 


1  /^ 

Z-=^P  loor  CX=^  ? 

^         ^  X 


et  par  suite 


fx  :=px\og  ex. 

Pour  trouver  {px^   on  substituera  la  valeur  de  la  fonction  fx   dans   l'é- 
quation (3);  on  aura,  à  cause  de  f'x=:p\ogcx-\-p^ 

VU  {py  ^^s  ^y  "h  yp  ^^s  ^^'  ~\'py)  —  v'^  (  p^  ^^s  cx-\-xp  log  cy  -\-px)  =  o  ; 

donc,  en  divisant  par  p{^ogc^xy-\-'l)j 

y(p'y —  x(p'x  =  0, 


donc 


x(p'x  =  k    et   d(px  = 5 


d'où 

(px  =  k  log  mx. 

L'équation  de  condition  donnée  deviendra  donc 

k  log  mx-\-k  log  my  =  xp  {xpy  log  cy  -\-  ypx  log  ex) , 

ou 

k  logm^xy  =  ip  {pxy  logc^xy), 

ou,  en  faisant  pxy\oge^xy  =  r    et    xy  =  Vj 
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xfjr  =  k\ogm^v. 

Par  le  même  procédé,    qui   a  donné  ci-dessus  les  fonctions  qui  satisfont 

à  réq  nation 

(px^(py  =  xp{xfy  +  yfx), 

on  peut  trouver  les  fonctions  inconnues  dans  toute  autre  équation  à  deux 
quantités  variables.  En  effet,  on  peut,  par  des  différentiations  successives 
par  rapport  aux  deux  quantités  variables,  ti'ouver  autant  d'équations  qu'il  est 
nécessaire  pour  éliminer  des  fonctions  quelconques,  de  sorte  qu'on  parvien- 
dra à  une  équation  qui  ne  contient  qu'une  seule  de  ces  fonctions,  et  qui 
sera  en  général  une  équation  différentielle  d'un  certain  ordre.  On  peut  donc 
en  général  trouver  chacune  de  ces  fonctions  par  une  seule  équation.  Il 
s'ensuit  qu'une  telle  équation  n'est  que  très  rarement  possible.  Car,  comme 
la  forme  d'une  fonction  quelconque  contenue  dans  l'équation  de  condition 
donnée,  en  vertu  de  l'équation  même,  doit  être  indépendante  des  formes  des 
autres  fonctions,  il  est  évident  qu'en  général  on  ne  peut  considérer  aucune 
de  ces  fonctions  comme  donnée.  Ainsi  par  exemple  l'équation  ci-dessus  ne 
pourrait  plus  être  satisfaite,  si  la  fonction  fx  avait  eu  une  forme  différente 
de  celle  qu'on  vient  de  trouver. 


xvm. 

NOTE  SUR  UN  MÉMOIEIE  DE  M.  L.  OLIVIER,  AYANT  POUR  TITRE  "REMAR 
QUES  SUR  LES  SÉRIES  INFINIES  ET  LEUR  CONVERGENCE." 


Journal  fiir  tUo  reine  iind  aiigewandto  Matlicmatik,  heraiisgogebcii  von  Crelle,   Bd.  3,  Berlin   1828. 


On  trouve  p.  34  de  ce  mémoire  le  théorème  suivant  pour  recoimaître 
si  une  série  est  convergente  ou  divergente: 

"Si  l'on  trouve  que  dans  une  série  infinie  le  produit  du  n**"*  terme,  ou 
"du  n^"^  des  groupes  de  termes  qui  conservent  le  même  signe,  par  w,  est 
"zéro  pour  71  =  03^  on  peut  regarder  cette  seule  circonstance  comme  une 
"marque,  que  la  série  est  convergente;  et  réciproquement,  la  série  ne  peut 
"pas  être  convergente  si  le  produit  w.a„  n'est  pas  nul  pour  n  =  o3." 

La  dernière  partie  de  ce  théorème  est  très  juste,  mais  la  première  ne 
semble  pas  l'être.     Par  exemple  la  série 

2'i^"2    ""  3"I()^   •   4  log  4    »  "l"irkg«"l 

est  divergente,  quoique  7ia^=  , soit    zéro    pour    w  =  oo.      En    effet    les 

logarithmes  hyperboliques,  dont  il  est  question,  sont  toujours  moindres  que 
leurs  nombres  moins  1,  c'est-à-dire,  qu'on  a  toujours  log(l -f-a;)  <  ic.  Si 
x>  1    cela  est  évident.     Si  a;  <  1   on  a 


log{l-^x)  =  x-x\^-:jfx)-x'{i-ix)- 


■    •    ■ 


donc    aussi    dans    ce    dernier    cas    log  (1  -|-  a:)  <  a:,    puisque    ^  —  ^x,    ^  —  ^x 
.  .  .  sont  tous  positifs.      En  faisant   x  =  —  >    cela  domie 
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OU 


donc 


l^K  I  1  +  -      <  —    ou  bien    W  -  -    '*  <  —  > 

m 

log  (!+«)<  i-  +  log«  =  [l+-i^)log«; 
log  log  (!+«)<  log  log  «  +  log  j  1  +  -j^ 


Mais  puisque   log  (  1  -|- «)  <  a-,  on  a  log    1  -[--  .- -   )  <   - . >  donc,  en  vei-tu 

de  l'expi'ession  précédente, 

log  log  (1  -|-  n)  <  log  log  n  -f-  -j^  • 

En  faisant  successivement  n  =  2,  3,  4,  .  .  .,  on  trouve 

log  log  3  <  log  log  2  +  2^^  , 

log  log  4  <  log  log  3  -j-  3j^g g  , 

log  log  5  <  log  log  4  +  4î^' 


log  log  (1  4-  «)  <  log  log  n  +  -  j--- , 
donc,  en  prenant  la  somme, 

loglog(l+n)<loglog2  +  2A.2  +  -.jl  ^  +  - j^^^_+  .  .  .  +^^^-^. 

Mais  loglog  (1 -[-7?.)  =  c>j  pour  n  =  oo,   donc  la  somme  de  la  série  proposée 

2¥p- +  3¥p-  + 4-log4  H ^  ;n^V  +  •  •  •  est  infiniment  grande,  et  par 

conséquent   cette   série    est   divergente.      Le   théorème  énoncé   dans   Tendroit 
cité  est  donc  en  défaut  dans  ce  cas. 

En  général  on  peut  démontrer  qu'il  est  impossible  de  trouver  une  fonc- 
tion (pn  telle  qu'une  série  quelconque  Gq -\- a^ -\- a^ -\- a^ -{-  •  •  •  -|-  a„  -f-  •  •  •  ? 
dont  nous  supposons  tous  les  termes  positifs,  soit  convergente  si  <pn.a^  est 
zéro  pour  w  =  oo,  et  divergente  dans  le  cas  contraire.  C'est  ce  qu'on  peut 
faire  voir  à  l'aide  du  théorème  suivant: 

Si  la   série   ^o  4"  ^i  "h  ^a  "f"  '  *  '  ~h  ^n  "h  •  '  •   ^s^  divergente,  la  suivante 
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«Il  ^'2  I  «»  i  I  ^n  _, 

le  sera  aussi. 

En  effet,  en  remarquant  que  les  quantités  a^j  a^,  a^^  .  .  .  sont  positives, 
on  a  en  vertu  du  théorème  log  (1 -j-x)  <  a:,  démontré  ci-dessus, 

log  (ao  +  «1  +  ag  +  . h««)  — ï^gK  +  «i  +  «2H h^n-i), 

c'est-5\-dîre 

donc,  en  faisant  successivement  n=  1,  2,  3,  .  .  ., 


log  («0  +  «i)  —  log  ao  <  ^'-  1 


log  («o  +  «i  +  «»)  —  logK  +  «i)  <  -z-^  ' 

log  («0  +  «»  +  ««  +  «s)  —  log  («0  +  «1  +  «0  <  -„^-"^:p— 


log("o  +  «iH h  «.)  —  H  («0  +  «1  H h  ««-i)  <  a^  ^  o^ -|!^ .  ■ -I- o^^  ' 

et  en  prenant  la  somme, 

log(ao  +  ax+  •  •  •  +«-)-log«o<^;-  +  ;^-  +  •  •  •  +â;+a.V^..  +  a,-x- 

Mais  si  la  série  «o  ~|~  ^i  H"  ^a  "^^  •  '  •  "h  ^n  "h  •  •  *  ^^t  divergente,  sa  somme 
est  infinie,  et  le  logarithme  de  cette  somme  Test  également;  donc  la  somme 

de  la  série  —  -A r 1-  •  •  •  -h  — ; ; ; U  .  .  .    est  aussi  infini- 
té             «U+«X                                       «0  +  "xH |-û«-l 

ment  grande,  et  cette  série  est  par  conséquent  divergente,  si  la  série  «o^^^i 
-|-  ttj  -[~  •  '  •  "h  ^n  "1"  '  •  '  ^^^^^'  Cela  posé,  supposons  que  (pn  soit  une  fonc- 
tion de  rij  telle  que  la  série  OQ-\-a^-\-a^'^  *  *  •  -|- a„ -[-  •  •  •  soit  convergente 
ou  divergente  selon  que  tpn.a^  est  zéro  ou  non  pour  n  =  oo.    Alors  la  série 

sera  divergente,  et  la  série 
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__.!._  ^ i _^ __i_ _  + 

convergente;  car  dans  la  première  on  a  a„ç)n=l  et  dans  la  seconde 
a^(pn=:0  pour  71  =  00.  Or,  selon  le  théorème  établi  plus  haut,  la  seconde 
série  est  nécessairement  divergente  en  même  temps  que  la  première;  donc 
une  fonction  cpn  telle  qu'on  Ta  supposée  n'existe  pas.  En  faisant  (pn  =  nj 
les  deux  séries  en  question  deviendront 


•  ■  • 
n 


et 

2  :ï + 3-(i+î) + 4  (T+i + f) + •  •  • + ^(tt^^+t::^:.;^-)  + 

qui  par  conséquent  sont  divergentes  toutes  deux. 


•  ■  • 


XIX. 


SOLUTION  D'UN  PROBLÈME  GÉNÉRAL  CONCERNANT  LA  TRANSFORMATION 


DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Astronoinische  Nachrichten,  herausgcgeben  von  Schumacher,  lld.  6,  Nr.   138.     Altona   1828. 


Dans  le  n^  127  de  ce  journal  M.  Jacohi  démontre  un  théorème  trè» 
élégant  relatif  à  la  transformation  des  fonctions  elliptiques.  Ce  théorème 
est  un  cas  particulier  d'un  autre  plus  général,  auquel  je  suis  parvenu  depuis 
longtemps  sans  connaître  le  mémoire  de  M.  Jacohi.  On  en  trouve  la  dé- 
monstration dans  un  mémoire  inséré  dans  le  journal  de  M.  Crelle^  et  qui  a 
pour  titre  "Reclierclies  sur  les  fonctions  elliptiques."  Mais  on  peut  envisager 
cette  théorie  soils  un  point  de  vue  beaucoup  plus  général,  en  se  projK)sant 
comme  un  problème  d'analyse  indétenninée  de  trouver  toutes  les  transfonna- 
tions  possibles  d'une  fonction  elliptique  qui  peuvent  s'effectuer  d'une  certaine 
manière.  Je  suis  parvenu  à  résoudre  complètement  un  grand  nombre  de 
problèmes  de  cette  espèce.  Parmi  eux  est  le  suivant,  qui  est  d'une  grande 
imp(Jrtance  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques: 

"Trouver  tous  les  cas  possibles  dans  lesquels  on  pourra  satisfaire    à    l'é- 

"quatîon  différentielle: 

, ^  V  du  dx 

(1)  --^^^-.  -   f ^^  ■     -_.^  =±a 

>        •'  -m//1  ^O    ..0\    /1  ^O    -.0\ 


y(l  —  c»y«)  (1  —  e\y*)  /(l  —  c^i»)  (1  —  «»«*) 

"en  mettant  pour  y  une  fonction  algébrique  de  a;,    rationnelle    on   irra- 
"tionnelle." 

Ce  jn-oblènie,   vu  la  généralité  de    la   fonction  y,   paraît   au   premier 
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coup  croeil  bien  difficile,  mais  on  peut  le  ramener  au  cas  où  Ton  suppose  y 
rationnelle.  En  effet  on  peut  démontrer  que  si  l'équation  (1)  a  lieu  pour 
une  valeur  irrationnelle  de  y,  on  en  pourra  toujours  déduire  une  autre  de 
la  même  fonne,  dans  laquelle  y  est  rationnelle,  en  changeant  convenablement 
le  coefficient  a,  les  quantités  c^,  e^,  c,  e  restant  les  mêmes.  La  méthode 
qui  s'offre  d'abord  pour  résoudre  le  problème  dans  le  cas  où  y  est  rationnelle 
est  celle  des  coefficiens  hidétenninés  ;  or  on  serait  bientôt  fatigué  à  cause  de 
l'extrême  complication  des  éfiuations  à  satisfaire.  Je  crois  donc  que  le  pro- 
cédé suivant,  qui  conduit  de  la  manière  la  plus  simple  à  une  solution  com- 
plète, doit  peut-être  mériter  l'attention  des  géomètres. 

En  faisant 

(2)  o=f-  -_==_^;_-.-=_  ^ , 

^    ^  JoV(l— c^r^)(l— ^^r^) 

la  quantité  x  sera  une  certaine  fonction  de   d;    nous  la  désignerons  par  XO. 

De  même  nous  désignerons  par   -^   et   -^    le-s    valeurs    de    0    qui   répondent 

1  1 

respectivement  àcc  =  —    et  à   a:  =  —  ?    et   par    JO   la   fonction 


y(î  —  c^x^){l  —  e^x^).      Cela  posé,    on  pourra  démontrer   les   théorèmes   sui- 
vans: 

Théorème  I.     En  désignant  par  d  et  d'   dviux  quantités  quelconques,   on 
aura  toujours 

(Voy.  Exercices  de  calcul  int.,  t  I,  p.  23). 

Théorème  IL     On  satisfait  de  la  maîiière  la  plus   générale  à   l'équation 

en  prenant 

où  m  et  m  sont  des  nombres  entiers    quelconques   positifs   ou   négatifs.      On 
aura  donc 

(4)  A[(_  !)«+«' d_|-.^co-fmV]  =  Àd. 

Ce  théorème  a  lieu  généralement,  quelles  que  soient  les  quantités  e  et  c^ 
réelles  ou  imaginaires.  Je  l'ai  démontré  pour  le  cas  où  e^  est  négatif  et  c* 
positif  dans  le  mémoire   cité  plus   haut   {Crelle^s  Journal    fUr   die   reine   und 
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angewaudte  Mathematik,  Bd.  2,  p.  114).  Les  quantités  ro,  œ  sont  toujours 
dans  un  rapport  inia<çinaire.  Elles  jouent  (r^illeui's  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques  le  même  rôle  que  le  ncmibre  n  dans  celle  des  fonctions  cir- 
culaires. 

Nous  allons  voir  comment  à  l'aide  de  ces  deux  théorèmes  on  pourra 
détenniner  facilement  Texpression  générale  de  y,  et  les  valeurs  (jui  en  résul- 
teront pour  Cj  et  e^. 

Soit 

(5)  y  =  H^) 

la  fonction  rationnelle  cherchée.  Si  Ton  considère  x  comme  fonction  de  y, 
sa  valeur  sera  déterminée  par  Téquation  (5),  qui  aura  un  certain  nombre  de 
racines.  Or  il  existe  entre  ces  racines  des  relations  qui  noiLS  conduiront  à 
l'expression  de  tp{x). 

Si  l'équation  (5)  passe  le  premier  degré  par  rapport  à  x^  désignons  par 
x^    une  autre  racine,   et  par  $^  la  valeur  correspondante  de   dj   de  sorte  que 

En  veitu  de  la  formule  (2),  l'équation  (1)  deviendra,  en  désignant  le 
radical  du  premier  membre  par   ^li^ 

4l  =  ±adO. 

En  changeant  x  en  x^^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  0  en  0^,  la  valeur  de 
y   reste  la  même,  et  par  conséquent    -;- -    reste    le   même,   ou  se  change    en 

^  •      On  aura  donc 

VU 

±~;^^  =  ±ade^, 

et  par  suite  dO^  =  ±d0j  d'où  l'on  tire  en  intégrant  0^  =  a±Oj  a  étant  une 
quantité  indépendante  de  0.  On  aura  par  conséquent  x^  =  l{a±0).  Il  suffit 
de  prendre  0  avec  le  signe  -|-;  car  on  a,  d'après  la  formule  (4),  en  y  fai- 
sant 7w=l,  vi=Oj  k0=X{a)  —  0)  et  par  conséquent  k{a  —  0)=l{a}  —  a-^0)j 
oh  io  —  a  est  une  nouvelle  constante.  On  pourra  donc  faire  x^  =  X(0  -|-  a). 
On  a  ainsi  établi  ce  théorème. 

Théorème  III.  ,,Si  une  racine  de  l'équation  y  =  xp{x)  est  repré.sentée 
„par  Atf,  une  autre  racine  quelconque  sera  de  la  fonne  X{0-^a)j  où  a  est 
„une  quantité  constante." 
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Si  Ton  pouvait  parvenir  à  trouver  toutes  les  valeurs  de  a,  rien  ne  se- 
rait plus  facile  que  de  déterminer  ensuite  celle  de  y.  Or  c'est  ce  que  nous 
allons  faire  à  l'aide  du  Théorème  IL  Les  quantités  kO  et  1(6  ~\- a)  étant 
des  racines,  on  aura  à  la  fois: 

équation  qui  doit  avoir  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  0.  On  en  tire, 
en  mettant  au  lieu  de  0  successivement  d-)-«,  d-|-2a,  .  .  .  0-\-ha^ 

donc  on  aura 

y  =  xp[i.{e-\-ka)], 

h  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  On  voit  par  là  que,  non  seule- 
ment À(d -[-«),  mais  toute  quantité  de  la  forme  X{0-\-ka)  sera  une  racine 
de  l'équation  y=:yj{x).  Or,  k  pouvant  avoir  une  infinité  de  valeurs  différen- 
tes, il  faut  nécessairement  que  plusieurs  des  quantités  l{0-\-ka)  soient  égales 
pour  des  valeurs  diflérentes  de  fc,  car  l'équation  y=:\p{x)  n'a  qu'un  nombre 
limité  de  racines. 

Soit  donc  JL(d-|-fca)  =  JL(d-[-fc'a),  où  nous  supposons  k  pliLS  gi-and  que 
k'.  En  mettant  0  —  k'a  au  lieu  de  d,  il  viendra:  JL[d-|-(A;  —  k')a\  =  lO^  ou 
bien,  en  faisant  k  —  k*  =  nj 

(6)  k{e^na)  =  ie. 

Cette  équation  détermine  la  valeur  de  a,  car  en  vertu  du  théorème  II  on 
en  tire 

ce  qui  donne,  en  remarquant  que  0  est  variable,  ( — !)"•+"•' =1  et  na=ivm 
-|-m'a)';  m-\-7ri    doit  donc  être  un  nombre  pair,  et  alors  on  aura 

/rf\                                                                                                              ^'^             ,       W'        , 
(7)  «  =  — U}-\ £0, 


m  m 


et   —   pouvant  désigner  des  quantité.s  rationnelles   quelconques;    on  voit 


n  11 


donc  que,   pour   que   la  quantité    X{0-\-a)   puisse   être    racine    de   l'équatioii 
y=:xp(x)  en  même  temps  que  Ad,  il  faut  que  la  constante  a  ait  la  fonne 

(8)  a  =  jnœ -\-  fi\o'  j  • 

où  jLi  et  ft    sont  des  quantités  rationnelles   positives  ou   négatives.      La  quan- 
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tité  a  ayant  une  telle  valeur,  l'expression  X{0-\-ka)  n'aura  quun  nombre 
limité  de  valeurs  différentes,  car  ayant  X{0 '-\- na)  ==^  10 ^  on  aura  de  même 
A[ô  +  (n-f  l)a]  =  A(ô  +  a);    l[d-^{n-^2)a]  =  k{e -{-2a)   etc. 

Cela  posé,  si  le  degré  de  l'équation   y  =  tp(x)    surpasse   le   nombre   des 
valeurs  inégales  de  X{d-\-ka)^    soit   X{0-\-aJ   une  nouvelle  racine,  différente 
des  racines  X{0-\-ka)j  on  doit  avoir  de  la  même  manière:   a^  =  fi^a}-\-iti^'w 
et  yj{k0)  =  'ip[k{O -\-k^a^)].     En  mettant  6-\-ka  au  lieu  de  6,  il  viendra,  en 

remarquant  que  V  [^ (^  H~  ^") ]=^V^{^^)^=^yi 

donc  X{d-\-ka-\-k^a^)  sera  une  racine  quels  que  soient  les  nombres  entiers 
fc  et  A;^.  Si  maintenant  le  degré  de  l'équation  y  =  \p{x)  surpasse  le  nombre 
des  valeurs  inégales  de  l'expression  X{0 -\-ka-\-k^a^^  soit  i'{0-\-a^  une 
nouvelle  racine;  on  doit  avoir  a^=^^i^o}-{- f.i^œ  et  ^f{Xff)=>\p\X{6 -^-k^a^^^ 
d'où  Ton  tire,  en  mettant  O-^-ka-^k^a^  au  lieu  de  6, 

y  =  ^p[X{e-\-ka-\-\a^-\-\a;)], 

et  par  conséquent  toutes  les  quantités  contenues  dans  l'expression  A(d-}-fca 
•^k^a^-^-k^a^  seront  des  racines,  quels  que  soient  les  nombres  entiers 
ky  A;^,  fcg.  En  continuant  ce  raisonnement  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  toutes 
les  racines  de  l'équation  y  =  \f;{x)j  on  aura  le  théorème  suivant: 

Théorème  IV.     Toutes  les  racines  de  l'équation   y  =  \p(x)    pourront  être 
représentées  par  les  valeurs  inégales  de  l'expression: 

X{e-\-k^a^-\-k^a^-\-k,a^-{'  •  •  •  +Ka;), 

en  donnant  à  fc^ ,  fc^ ,  .  .  .  fc^  toutes  les  valeurs  entières,  et  les  quantités 
a^,  «j,  .  .  .  «y  étant  de  la  forme 

où  fi  et  fi    sont  des  quantités  rationnelles. 

Cela    posé,    désignons    ces    valeurs    de    l'exi^ression     X{6 -\-'k^a^-^k^a^ 
-f-  .  .  .  +fc^ay)    par   A(ô),  X{0-\-a^^   ^(^  +  «2)?  •  •  •  -^(^  +  ««.-i)î    ^t    faLs<m8 

\ff{x)=^--i  p  et  2  étant  des  fonctions  entières  de   x   sans  diviseur  connnun, 

on  aura 

p  —  qy  =  A{x-Xe)[x-X{e^a^)][x  —  X{e-^a;)]  .  .  .  [x  —  À(d -!-«_,)], 

équation  qui  a  lieu  pour  une  valeur  quelconque   de   x.     A  est  le  coefficient 
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de  x^  dans  p  —  qy^    il   est  donc  de  la  fomie  f — gy^    oh  f  et  g  sont  des 
constantes.     On  aura  par  consé(|uent 

(9)      2,-qy=:(/-gy)[x-i.e][x~X{e-\-a;)]   .   .   .   [x  -  À  (<?  + «._,)]. 

De  là  on  déduira  une  expression  de  y  en  6,  en  attribuant  à  x  une  va- 
leur particulière,  ou  bien  en  comparant  les  coefficicns  d'une  même  puissance 
de  X  dans  les  deux  membres.  Une  telle  expression  de  y  contiendra  trois 
quantités  constantes  inconnues,  et  le  problème  se  réduit  maintenant  à  trou- 
ver tous  les  cas  dans  lesquels  ces  trois  quantités  pourront  être  déterminées 
de  telle  sorte  que  l'équation  proposée  soit  satisfaite.  Or  nous  allons  voir 
tout-à-rheure  que  cela  sera  toujours  possible,  quelles  que  sc^ient  les  quantités 
«j,  «g,  ,  .  .  «y,  en  détenninant  convenablement  deux  des  quantités  a,  e^,  c^. 
Mais  avant  de  considérer  le  cas  général  nous  allons  commencer  par  celui 
où  ^  et  2  sont  du  premier  degré,  car  un  théorème  qui  en  résulte  nous  sera 
utile  pour  parvenir  à  la  solution  du  problème  général. 

Soit  donc 

r  +  f^c 

on  en  tire 

9  +9^  9  +9^^ 

Par  là  l'équation  (1)  deviendi'a,  en  substituant, 

fç'  -f'g  dx 


V5^r.) (.■■.■--../•,  i/(i.,4±-::/ .)  (1.-^/ .)  (r.i±:;;/..y(i.^^;) 


dx 


1/(1— c2a->)(r— 6«.r^) 

On  trouve  aisément  que  cette  fonnule  ne  peut    être    satisfaite    que   de   Tiuie 
des  manières  suivantes: 

(10)  y=ax,        cî=-^'    ^'  =  i"' 

CE         1  C  6 

(11)  y  = ,    cl=z—^,    el  =  —^, 
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1 — x'Vec  1    Vc — V^ 

(12)  :         T 

On  peut  prendre  les  quantités  c,  e,  ^c,  yë    avec  le  signe  qu'on  voudra. 

Cela  posé,  reprenons  l'équation  (9).  En  désignant  par  /'  et  ^'  les 
coeffîciens  de  x^"^  dans  'p  et  q^  on  aura 

d'où  l'on  tire,  en  faisant  pour  abréger 

(13)  y»  =  i»  +  l((»  +  B,)+l(«  +  «,)H |-M»  +  «^.), 

(14)  y  =  4±^îl . 

équation  qui  poiuTa  servir  à  détemiiner  la  fonction  ?/,  excepté  dans  le  cas 
où  (fd  se  réduit  à  une  quantité  constante. 

Selon  riiypotlièse,  y  doit  être  une  fonction  rationnelle  de  x,  donc  la 
fonction  (pd  doit  l'être  de  même.  Il  faut  donc  examiner  d'abord  dans  quels 
cas'  cela  pourra  avoir  lieu. 

Soit  k{0-\-a)  une  quelconque  des  quantités  k{d-\-ài)^  ^(^4"*^»)?  •  •  •? 
il  suit  de  ce  qui  précède  que  l{0-\-ka)  sera  de  même  égale  à  l'une  d'entre 
elles.  Or  soit  k{0 '-\- na)  =  Xd ^  ce  qui  a  toujours  lieu  en  déterminant  con- 
venablement le  nombre  entier  w,  on  aura,  en  mettant  0  —  a  au  lieu  de  ô, 
A[d-|-(n — l)a]  =  k{0  —  a);  donc  k{0  —  a)  sera  encore  contenue  parmi  les 
quantités  dont  il  s'agit.  Il  suit  de  là  que  si  X{0  —  aj  est  dift*érente  de 
A(d-|-aJ,  la  quantité  k{0  —  aj  sera  égale  à  l'une  des  quantités  À(d-f-«a) 
X{0-\-a^)^  .  .  ..  Cherchons  donc  d'abord  les  valeurs  de  a  qui  dcmneront 
k{0  —  a)  =  X{0 -{- a)]  c'est-à-dire  }L{&-\-2a)  =  Xd.  D'après  l'équation  (7)  on 
aura 

où  m-\-in  est  un  nombre  pair.  En  donnant  à  m  et  m'  à  partir  de  zéro 
toutes  les  valeurs  entières  telles  que  7n-\-m*  soit  pair,  *  A  (ô -[- a)  prendra  les 
valeurs  suivantes: 

52 
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X{0-]-u}-\-a}')j   etc., 

mais,  d'après  le  théorème  II,  il  est  clair  que  les  seules  de  ces  valeurs  qui 
soient  différentes  entre  elles  sont  celles-ci 

donc,  puisque  X{6-\-a)  doit  être  différent  de  Xôj  >L(6-f-a)  ne  pourra  avoir 
que  Tune  de  ces  trois  valeurs 

En  exceptant  ces  quantités,  il  répond  donc  toujours  à  X{0-:\-a)  un  autre 
tenue  1(0  —  a).  De  là  il  suit  qu'on  pourra  écrire  l'expression  de  (pO  comme 
il  suit: 

(15)    y<?=x(?+fc.;i(<9  +  («)+&'.À(d+|-+ J)+r.x((?+^2"'+-^-) 

OÙ  fc,  fc',  fc"  sont  égaux  à  zéro  ou  à  l'unité. 

Pour  avoir  maintenant  l'expression   de   cpO    en    a:,    il    faut  recourir  à  la 

formule  (3).     En  y  faisant  d'abord    d'z=  —  y  on  aura  Àd'  =  -  ?    donc    ^{0') 
=  0,    et  par  conséquent 


2  ]        -^  c     1— cU"»' 
or   je  =  y (1  —  e'x')  (1  —  c'x'),    doue 


^(«±t)=±tKÎË^- 


10' 


On  aura  de  la  même  manière,  en  faisant   d'  =  — -, 


A'^^-TtS', 


La  première  fonnule  -donne 


#    _  f 
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donc,  en  mettant    0-\--^   au  lieu  de   d, 

(17)  x{e-{'œ)  =  —  ie  =—x. 


En  multipliant   klo  —  -^-     par   ^''^-h'^)' 


on  aura 


(18)  iU-^].,U+^]  =  -±, 


ec 


ec        le 

ec 

X 

1        1 

1 
ec 

1 

ec    l{e  +  io) 

X 

d'oh  Ton  tire,   en  mettant    ^H-^    et    ^  +  -^    au  lieu  de  6, 

,[e^^^-'^         1 

(19) 

La  foraiule  (3)  donne  encore,  en  faisant    6'=^a^ 

(20)  .((?  +  «)  +  .((?-«)  =  ^-$^.  ■ 

On  voit  par  là  que  l'expression  de   cpO   sera   toujours    une  fonction  ra- 
tionnelle de  Xj  savoir 

(21)        <p''=(i-%+*-^4+^i-!w';.,.' 

en  employant  pour  abréger  le  signe  de  sommation   JS. 

Cela  posé,  il  faut  considérer  plusieurs  Cius,    selon    les  valeurs  différentes 
de   fc,  fc',  fc". 

Premier  cas.     Si  k:=zk'  ^:k^  nO, 

Si  les  trois  quantités  fc,  fc',  fc",    sont  égales  à  zéro,    l'expression    de  9)6 
deviendra 


•  •  ■ 


(22)  <pd=ie-{- x{e  -f  «,) + À(d  —  «,) + 1(6  -\-  a,)  -f-  x{e  —  «,)  -f 

+  À(d  +  «,)  +  i(<9-a,) 
et 

(23)  yô=;,4_2.:^-^_,;l«,-_,. 

Donc  la  première  condition,  que  y  soit  mtionnelle  en  x,  est  remplie.    Il  faut 

52* 
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maintenant  substituer  son  expi'ession  dans  l'éqmition  proposée  et  voir  si   elle 
pouiTa  être  satisfaite. 

On  tire  d'abord  de  l'équation  (14) 

l±c.y_  J'iff^  ' 

Cela  posé,  désignons  par  â^  â\  €j  s'   des  valeurs   de    6    qui   répondent 

respectivement  à  y=-\ »    y  = >    ^^^^H '    y^^ '    ^^    ^^^* 

^1  ^1  ^1  ^1 

avoir 

(24)  < 

En  vertu  de  ces  équations  les  valeurs  de  1  —  0^7/^   l-[-r^y,   1 — e,y,   l-j-ej?/ 
deviendront,  en  faisant  pour  abréger 

(25)  ff'-{.g<pe  =  r: 

(26)  <     ^   •'"         ^  l  ^^' 

i-«,,=^^zi^z:(i_.?«„ 


l+,,=£H:.£(._.;4) 


En  substituant  dans    1  —  ^  ^    Texpression  de  (p6  en  x,  on  obtiendra  un  ré- 
sultat de  la  forme 


ycî  ""(1  — 6«cU*a,.r«)(l— e«cU*a,;r2)  .  .  •  (1  —  ^«cU*a«ar«) 

En  faisant  0  =  â  le  second  membre  s'évanouira,  mais  il  est  clair  par 
ce  qui  précède  que  (p{0),  ne  change  pas  de  valeur  si  l'on  met  au  lieu  de  ê 
l'une  quelconque  des  quantités  ô  ±  «i ,  6  ±  «^  .  .  .  d  ±  a„ .  Donc  le  imméra- 
teur  du  second  membre  doit  s'évanouir  toutes  les  fois  que  x  a  l'une  des  va- 
leurs   A(î,   >l((T±«i),  i(tî±«J,  .  .  .  >l(^î±an)-      Donc,    puisque   le   nombre   de 
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ces  valeurs,    en   général    tontes   différentes    entre    elles,    est    2r?~(-l,    il    s'en- 
suit que 

1  +x,x+ . . .  +  4.„,.- = (  1  _ -^  )  ('-ï(rk))  {'-h/^)] 

,         ■  •  •  ('-l(J  +  a.))(l-^-i.j)î 
donc  en  substituant  et  faisant  pour  abréger, 

(27)  P  =  (1  ~  e'c^^a.x^)  (1  —  e^c^'a^x')  ...  (1  —  e'c^k'a.x'), 

il  viendra 


(28)      1— !;-  =  i-(l-^)(l-î734 


.r 


yd         Q     \  ^à  j  \  A((ï-(-a,)/  \  l(d  —  aj 


formule  qui  a  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  de  â  et  6. 

A  l'aide  de  cette  fonnule  il  sera  facile  de  trouver  les  cas  dans  lesquels 
on  pourra  satisfaire  à  l'équation  proposée.  On  peut  écrire  cette  équation 
comme  il  suit: 

(29)         y (1  -  df)  (i -TsT"] = 1 5-  V(ï^«'^')  (1  -  «''^*)  »  • 

ce  qui  nous  fait  voir  que    l'une    des    quatre   fonctions    l±C|y,    l±e^y   doit 
s'évanouir  en  attribuant  à  x  une  des  quati'e  valeurs  ±  —  >  ±  -  >     c'est-à-dire 

à  d  une  des  valeurs   ±  «  '  i  "ô"  • 

Supposons   d'abord    1  —  c^  y  =  0    pour    d  =    -  5    1  -]-  C|  y  =  0    pour    6  = 

—  ^>    1  —  e^y  =  0   pour  ô  =  ,y ?    l-^e^y  =  0    pour    6  = ^ >  on  pourra 

prendre   J  =  -^j    (î'== ^j   fzi=  — ,    f'  = —»      En   substituant    ces   va- 
leurs   dans   les   équations    (24)    et   remarquant  que    y 9"  H^  —  ^  ~9~  I  ' 

(p\—Z]=—(p\-l-]y   on  en  tire 


/=.,/.wf  ='./•»  ï-  ;  /^v-'p  -2  =;.-*.  • 


On  satisfait  à  ces  équations  en  prenant 


/ 
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(30)  û=f'  =  ^,    f  =  T'   '■'^^h'V   *»  =  ~^' 

oh  k  est  arbîtraîi'e. 

La  valeur  de  i/  deviendra 

(31)        •  y  =  Tf^ 

et  l'on  aura  ensuite 

l±o,j,=  l±-ï^,    l±e.y=l±     ''*— 


»(t)  "  Ht) 


Cela  posé,  faisons  dans  la  formule  (28)  â  =  ±-^y  ±-^y    on  obtiendra 


(32) 


or   AU^-  =  -->    et  d'après  la  fonmile  (16)  on  aura  À  -s--f-«    =i:A 


donc 


'*^'  '-;|='''-'!-H^!>-7(^)r 


■  •  • 


.  • .  a—      " 


i 


(v  -  -) 


On  aura  des  expressions  analoeiies  pour    1  -1 — ^-^  ?    1  ±     \  ,.      en    faisant 

%(?)         Ht) 


En  faisant  donc  pour  abréger 


(34) 
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on  trouvera 

(35)  i_cÎ3,»=:(l_cV)|l-,    l-ely'  =  {l~e*x*)Ç, 
et  de  là  • 

(36)  y(l-cî/)(l-eï^  =  ±  ^-  y{i'^e'x'){l-e'x') . 

Maintenant  les  deux  équations  (35)  nous  montrent  que  C*,—  est  une  fonc- 
tion entière  de  ic,  qui  est  divisible  par  les. deux  fonctions  entières  t  et  <'; 
donc,    puisque  ces  fonctions  n'ont  point  de  diviseur  commun,   il   en   résulte 

du 

que  p'-/-  sera  divisible  par  leur  produit;  mais  le  degré  de  la  fonction 
(f^-^   est  précisément  le  même  que  celui  de  la  fonction  tt\  savoir  47i.    Donc 


.2 


dx 


l'expression         /    se  réduit   à   une   constante.     En  la  désignant   par   a,    on 

» 

aura  donc 

tt' 
(37)  dy=.a—Ydx^ 

et  par  suite  l'équation  (36)  donnera 

c'est-à-dire  l'équation  proposée. 

Pour  déterminer  le  coefficient  a  faisons  dans  (37)  a:  infini,  on  obtiendra, 
d'après  les  valeurs  des  fonctions   p,  <,  t\ 


dx 


(-««c«)««.A*a,...À*«,.X»(Ç-a,)...X»(Ç-a,)a»('J-«,)..a»(î^-a»)' 


mais  d'après  la  formule  (18)  ou  a   A*|-ô "r^*  "^ ")=  .«  »' 

donc 

^     >  dx  ~  ;i*c, .  X*a, . . .  X*a„    '(«*c*)«  ' 

or,  en  différentiant  l'équation 

(40)  y  =  l-^e  =  l-ix-^2x^^  1— /Sa . .« 


416         SOLUTION  D'UN  PROBLEME  OÉNEBAL  CONCERNANT  LA  TRANSFORMATION  etc. 

et  en  faisant  ensuite   x=-yj   on  aura    -jL^^:,      .      En  égalant  cette  valeur 
à  la  précédente  on  en  tire 

(41)  a  =  (e*c')"-i-A*ai.A*a,  .  .  .  A*a„. 

On  pourra  donner  à  l'expression  de  y  une  autre  forme  plus  simple  à 
quelques  égards.  En  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  (28)  par 
(fd  et  faisant  ensuite    (J=0,    il  viendra 

-«=v(-xî:.)(-r^)-(-.4)' 

où  A    est   une  quantité   constante.      En   attribuant  à   a:   la  valeiu*   ^,    après 
avoir  divisé  par  x,    on  trouvera 

(42)  A  —  {e^cy .  X^a, .  A*a,  .  .  .  A*a,  =  ak. 
L'expression  de  y  deviendra  donc 

{^^ô)  y  —  ^(l—e*c*X*a\x^)  (1  — cVÀ«a,«*)  •  •  •  (1  —  e*c»A«a,x»)' 

Il  y  a  encore  une  autre  manière  d'exprimer  y  qui  est  très  simple.  En 
faisant  dans  (28)  x  =  ^,  api'ès  avoir  divisé  les  deux  membres  j)ar  x,  on 
trouvera 

(44)  (pâ  = 

(e*c»)"A*aj.A*a,  .  .  .  i.*a„.)Lâ.l{ai-\-â)l{a^  —  â)  .  .  .  X{a,-\-â)X{a,  —  â) 

fonnule  qui  a  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  <T. 

En  mettant  donc  6  au  lieu  de  J  et  multipliant  par  -  -  >  on  aura  y  ex- 
primé  comme  il  suit: 

(45)  y  =  X  (^c)*" i .  Ad .  À(ai  +  d) .  A(«i  —  0)  .  .  .  A(a,  +  0) .  A(a,  —  6), 

où  Ton  a  fait  pour  abréger 

(46)  i  =  A*aj.À*«j. A^ttj  .  .  .  A*a„. 
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En  faisant    d  =  -]-^  >    0  =  -\-^^^    les    valeurs    correspondantes    de    y 
seront      -   et   — >    donc: 


2n     ^2n — 1 


=  {-iy^e^\c 


(47) 


k 
(-  !)■-'-  " 


10 


II) 


10 


«1  •  ^  hr  —  «2   •  •  •  ^    o  —  « 


«n— 1     ^în 


i||._J.W|. 


—  a„    .  .  .  A 


co' 


2 


a. 


Si  donc  les  quantités  c^,  e, ,  a,  y  ont  les  valeurs  exprimées  par  les 
équations  (41),  (43),  (45),  (47),  Téquation  (1)  sera  satisfaite  en  déterminant 
convenablement  le  signe  du  second  membre.  Il  faut  remarquer  que  ce  signe 
n'est  pas  le  même  pour  toutes  les  valeurs  de  x]  mais  il  sera  toujours  le 
même  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  certaines  limites.  On  doit 
prendre  le  signe  -|-  si  x  est  très  petit;  et  alors  on  doit  conserver  le  même 
signe  jusqu'à  une  ^cei'taine  limite.  Dans  tous  les  cas  le  signe  qu'il  faut 
prendre  se  détermine  par  l'équation  (36). 

Le  théorème  de  M.  Jacobi  est  contenu  comme   cas   particulier    dans   ce 

2co 


qui  précède.     En  effet  on  l'obtiendra  en  faisant   a^ 


A 1  ,  4c(;  6(0 

Alors  on  trouvera    a^  =  -^ — -^j    a.  =  -^ — r-^-? 

'        2n+l         *        2n-\-l 


... 


«. 


fc  =  i.e*" 


,2m-H 


2n  +  l    2 


iliU  ' 


10 


2n  +  l    2 


•     •     • 


10 


M« 


10 


2n+l  ' 
__     2nco 

"'2«+l  ' 

2w  — 1   10 

2n  +  l    2  j  _ 

2n  —  1   10 


C=  1,  Ci  =  l. 


•  •  • 


(48) 


a 


y  = 


2«-fl    2/    "12/14-1    2/  "\2n  +  l   2/_ 

\  V^H  +  l    2/        \2n  +  l    2/  V«»+l    «/        ) 

L     V2"+l    2/         \2«+l    2/  Vii^H-l    ^)\ 

.    i>   .        __:^j-(j     ._, :=z  +  adO. 

y*){l-e\y*)  y(l-j;»)(l-e«*-«)         " 


-.) 


V(l  - 


Il    faut    prendre    le    signe    supérieur    si     x    est    coiupins    entre    les    limites 

53 
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+  ./4m+lce>\       ^       ,-/4m  +  3co\       ^,       .  •/»/• 

A    ^     '  ^  -^      et    -}-  A  -9— 37Y  o-      ©t  le  signe  intérieur  si  x  est  compris 

entre  les  limites    >L   « -n'-r -^-      et    AL. — ^i^ -tt 

\  2n  +  1    2  /  \  Z7i  -f-  1     2 

En  faisant  dans  notre  formule  générale    a^^—    '^    — ,  où  w~(-w'  est 

un  nombre  pair  et  oîi  les  trois  nombres  m,  m',  272-[-l  ne  sont  pas  divisi- 
bles par  un  même  facteur,  on  aura  une  formule  plus  générale  que  celle  de 
M.  Jacohi^  savoir  celle  que  j'ai  démontrée  dans  les  „Kecherclies  sur  les  fonc- 
tions elliptiques."     On  aura  dans  ce  cas,  en  faisant  a  =— ^^t_^* — ,   ^  -—^ 

«^  =  2  a ,  «3  =  3  a ,  .  .  .  a„  =  wa ,  ce  qui  suffit  pour  déterminer  les  quantités 
c,,  e^,  a  et  y. 

Dans  ce  qui  précède  nous  avons  démontré  qu'on  aura   une  valeur  con- 
venable de  la  fonction   ?/,    en   prenant,   dans   l'expression  générale   de   cette 

fonction   y  =  '^         '  '    ,  f^=g  =  0.      On    peut    aisément   trouver   toutes    les 

autres  solutions  possibles  à  l'aide  des  formules  (10),  (11),  (12).     Soit 

et  désignons  par  c^,  e^,  les  valeurs  correspondantes  de  c^  et  e^,  on  doit 
avoir 

(50)  ^-  -    -.J^^^.-^=±a-    _.-^'t— __-  -, 

mais  en  faisant  y  =  -r-(pd^   le  second   membre  sera,   d'après  ce  qui  précède, 

le  % 

éaaX  à   ±^  - --  =^ >    donc  on  doit  avoir 

^  a    y(i_c2y>.)(l_ejy*) 

f5n  _  . . ..  ^y^_    .^  =+  z'» '^y_^^__  _-. , 

où 

'''      g'  +  gy 

D'après  les  équations  (10),  (11),  (12)  on  satisfait  de  la  manière  la  plus  gé- 
nérale à  ces  équations  en  prenant 


(52) 
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*'*  a    -^^  ^  aj  *  af 

Ces  trois  formules,  en  y  faisant   y=.~j-  (pO  ^    contiendront    donc    toutes 

les  manières  possibles  de  satisfaire  à  Téquation  (50). 

On  peut  sans  nuire  à  la  généralité  faire   k=\.      La   première    de   ces 

formules  est  la  même  que  celle  qui  résulte  de  y  =  ~j-(pO.      La    seconde    en 

11. 
résulte  en  mettant au    lieu    de    ?/.      Les    modules    restent   par   cette 

substitution  les  niêmes.  La  troisième  est  en  général  différente  des  deux  pre- 
mières. 

Deuxième  cas.     Si  k  est  ^gal  à  zéro,  et  Vune  des  quantités  k\  k"  égale  à  rurulé. 

Si,  k  étant  égal  à  zéro,   l'une  des  quantités   k\   k"    est  égale  à  Tunité, 
il  faut  nécessairement  que  l'autre  soit  égale  à  zéi-o.      En    effet   si    l'on   avait 

fc'  =  fc"  =  1 ,  les  racines  Ad-}-  --&--  p    ^  (  ^  "h  ~~~^~     donneraient  celle-ci 

A  j  d  -|-  -  ^^7^  -  —  "-~^—  =  K^'{'^)j  donc  k  ne  serait  pas  égal  à  zéro 
comme  nous  l'avons  supposé.  Désignons  donc  par  /î  Tune  des  quantités 
— o — '     ~"ô^ — '    1  expression  de  cpO  deviendra 

(53)  (pO = ko -{- x{6 -^ /i) -{- k{e -{- a;) -\- x{e — a;) -\ 

+  À(<9  +  «.)  +  À(<9-«.), 
ou,  en  l'exprimant  en  fonction  de  «, 

(54)  <p6=^±h  T-^^^.^r^^wvr.-'' 

Soit  comme  dans  le  premiei*  cas    1  —  c^y  =  0   pour  x  =  —  >   on  aura 

53* 
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(55)  i^cW  =  ^-^   ,.       , 

Maintenant,  de  la  même  manière  qu'on  a  démontré  précédemment  la  fommle 
(28),  on  établira  la  suivante: 

où  Ton  a  fait  pour  abréger: 

(57)     if  =  ±eGx(l—e\M''a^.x*){l  —  e?c^X^a^.x^)  .  .  .  (1  —  e*c*A*a,.aî*). 

En  faisant    (îzz=±  _  ,    on  aura  les  valeurs  de    1-1 — ,-^    et    1 ^  v'  Q^^î 

multipliées  entre  elles  donneront  celle  de  1  —  |      ,    ,  )  •     Cette  valeur  substi- 
tuée  dans  l'expression  de    1  —  cjy*    (55)  donnera 


et  par  conséquent,  si  Ion  fait 


•••('-7^1-1,))' 


<-)   -(-i;^,))0--T;(^z-))-(-r.#h))- 


on  aura 


(59)  V^=^*  =  ^'^^%f^<y(l-«V)(1-6V). 

Cette  valeur,  mise  dans  l'équation  (29),  donne 

(60)  yi-eîy*  =  —tilL  ^  1^ . 

On  voit  donc  que    yl  —  ely*   doit   être  une  fonction  rationnelle  de  x. 
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Il  n'est  pas  difficile  de  démontrer  qu'on  satisfera  à  cette  condition,    en  sup- 
posant que    1  —  ely^    s'évanouit  pour  x  =  ±xi     ^^  -    ;    on  aura  aloi-s 

<p(:'^')-rA         ^f-'))y         A«('7^-a,)J 
Les  équations  (24)  donneront  dans  ce  cas 

auxquelles  on  satisfera  en  prenant 

r  _  ^  (y)  _  f  (^-) 


c,  «1 


De  là  il  résulte: 


(62)  c^  =  k.(py^Y    «i=^-9'l 


2 


1  ee 

Connaissant  ainsi   une    solution    de    l'équation    proposée,    on    aura   toutes    les 
autres   à   l'aide   des    fomuiles  (10),  (H),  (12).      Le   cas   le   plus    simple    est 

celui  où   n  =  0.     Alors  on  aura,  en  faisant   Cj==c=l,   /9=:— „--j--^, 

(p6  =  X6^X{6-\-(i)z=x-{-  ^ 


I  y  =  il^c)-^-^^^,,    e^  =  \ 


ex 
2V7 


+  « 
(63) 

^ .=a_|_e\      .    ..     '^...      . 

y(l-y«)(l-eîy»)         ^    ^    V(l -^*)  (1 -«»**) 
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Troisième  cas.     Si  4=1. 
Dans  ce  cas  l'expression  (15)  de  (p6  deviendra^ 

ç)d=:Ad  +  A(d  +  w)4-A(d  +  aJ  +  A(d  — aj+  .  ,  •  -f-X(d  +  «„)  +  A(d  —  «,> 

Or  cette  quantité  se  réduit  à  zéro  pour  une  valeur  quelconque  de  6,  ce 
dont  on  pourra  se  convaincre  aisément,  en  remarquant  que  (p6  doit  rester 
le  même  en  changeant   0   en   ô  -f-  co. 

La  fonction  (pO  étant  égale  à  zéro,  si  Ton  désigne  par  ^{f  —  g' y)  le 
coefficient  de  x"""*  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (9),  on  aura,  en 
faisant  pour  abréger 

d'où  l'on  tire, 

(64)  y  =  ^^^'. 

Maintenant  il  n'est  pas  difficile  de  trouver  toutes  les  solutions  relatives 
à  ce  troisième  cas  en  se  servant  de  l'expression  (64).  Je  ne  m'arrêterai  pas 
ici  à  développer  les  formules  mêmes  ;  je  vais  seulement  faire  connaître  un 
théorème  plus  général  que  celui  exprimé  par  les  formules  (48). 

Théorème.     On  aura 

dy  ,  adx  ,        ,>. 

Vil -y')  (1  -  ^îy*)  V(1-^T^)  (i-e^.v')  ' 

I 

oïl 

7     .   io      .  2w         .  (n — V)io                   ,»/,  w      -  3w         ..  i\w\* 

a  =  k.X A—-  •  •  A^ ^î     (3i  =  e" Ui.~- A  ,, >^(^i— i)  -    ' 

n  n  n  .     \     2n        2ii  ^  ^  '  n  ] 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque,    ~^=  I    -— .-_- -  ^^^^=^r^=ri  • 

En  supposant   n   impair,    la    formule   (65)   est  la  même   que  celle   que  nous 
avons  trouvée  (48). 

Si  l'on  fait   x  =  mi(p^   y  =  sinyjj    on  obtiendra 
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(66)  -  y^-^-n-   '^ 


Vl  —  e\  sin*i//  Vl  — c^sin^g) 

où  Ton  pourra  exprimer  la  quantité  \p  comme  il  suit: 


(67)  1^  =  y  _[-  arc  taiig  |  tang  95 .  ]/ 1  —  e^k^    ^^  j.| 

-|-  arc  tang  |  tang  (p.y  1  —  e*  A*   —    > 

+ 

-[-  arc  tang  <  tang  (f^y  1  —  e^k^    * "^  i 

En  supposant   n  =  2    on  aura 

î^  zz=  y  -j-  arc  tang  (tang  (p .  yi  —  e*  ) , 
ou  bien 

tang  (1/;  —  (p)  =  tang  ç) .  I^T—  e* . 

(Voyez     Legendre  Exercices  t,  I,  p.  84). 

Si  l'on  suppose  n  très  grand,  ou  aura  à  peu  près    ei  =  0,    donc 


boit  a> z=   -- ,    on  aura   \îj=in-^y    donc   n -^-  =  a ^- ?    donc  —  =  —  —      De 
là  il  résulte,  en  faisant  7i  infini, 

/    -      —  .^  — -  =       I    arc  tang  (tang  (p  .  yi  —  e^À^x  )  rfu;. 
Jo  yi — e^sin^^g)  .      ^^  J  0 

Nous  avons  vu  précédemment  que  le  nombre  des  valeurs  inégales  de 
l'expression  i'iO  -^k^a^-^k^a^'^  •  •  •  -{-kyay)  est  toujours  fini.  On  peut  dans 
tous  les  cas  trouver  ces  valeurs  conmie  il  suit. 

Soient 

k{0  -f-  7i^a^)  =  k{0  -|-  Wj«j), 
(68)  /    k{6 -\-n^a^)z=l(0-\--7n^ai-\-m^ai)^ 


À(6-|-Wyay)  =  À(6-|-Wi«,-[-?;i2«2-]-  .  •  •  -|-'W^_iay_,), 
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OÙ  Tij ,  7?.2 ,  7?.3 ,  ...  riy  sont  les  nombres  entiers  les  plus  petits  possibles  qui 
puissent  satisfaire  à  des  équations  de  cette  forme,  m^,  m^,  .  .  .  m^^i  étant 
des  nombres  entiers,  qui  pourront  'être  différens  dans  les  différentes  équations. 
Cela  posé,   je    dis    qu'on    aura    toutes    les    valeurs    inégales    de    l'expression 

A(d-}-fcjaj -["^a^aH"  '  *  '  H"^y^v)  ^^  attribuant  à  fc^,  fc,,  .  .  .  fc^  toutes  les 
valeurs  entières  et  positives  respectivement  moindres  que  w^,  w^,  .  .  .  riy. 
En  effet,  si  l'on  avait 

sans  avoir  à  la  fois 

en  mettant   0  —  h^a^  —  k^a^  -^ K-i^m-i  —  V««  —  ^m+i^m+i K^y 

au  lieu  de  6,    on  en  tirera 

^  [« + (^-  -  ^.')«-]  =  >-[<^ + (^i'  -  fci)«i  H h  (fc'-i  -  fc^i)«.-i], 

OÙ  l'on  a  supposé  que  h^  —  hj  est  la  première  des  quantités  k^  —  kj  ^  ky_^ 
—  k'y_i^  .  .  .  qui  soit  différente  de  zéro.  Or  en  supposant,  ce  qui  est  per- 
mis, que  fc«  —  kj  soit  positif,  ^ce  nombre  sera  en  même  temps  moindre  que 
^m>  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Le  nombre  total  des  valeurs  inégales 
de  l'expression   i.{0  -^-k^a^-^k-^a^-^  •  •  •  -j-fcyCZy)    sera  donc  égal  à 

car  il  est  clair  qu'on  n'aura  pas  de  valeurs  nouvelles,  en  attribuant  à  fc^, 
fcg,  .  .  .  fcy    des  valeurs  respectivement  plus  grandes  que   n^,  ti,,  .  .  .  w^. 

Le  degré  de  l'équation  p  —  qy  =  0    est  donc 

m  =  7^l7^27^3  .  .  .  fiy. 

Si  donc  ce  degré  doit  être  un  nombre  premier,  on  doit  avoir  r=l  et  m  =  n^. 
Les  racines  de  l'équation   p  —  qy=iO    deviendront  donc  dans  ce  cas 

Xe,  A(d  +  a),  A(d  +  2a),  .  .  .  A[d-|-(7i— l)a], 

X{B  -f-  ^«)  =  ^0^    et    a  .-= ^ , 

m  et  vi'  étant  deux  nombres  entiers  dont  la  sonnne  est  un  nombre  pair  et 
qui  n'ont  pas  un  même  diviseur  commun  avec  n. 

On  doit  remarquer  qu'à  la  même  valeur  de  m  répondent  toujoui-s  plu- 
sieurs solutions  différentes  du  problème  général.  Le  nombre  total  de  ces 
solutions  est  en  général  égal  à   3  m. 
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On  peut  de  ce  qui  précède  déduire  un  grand  nombre  de  théorèmes  re- 
marquables sur  les  fonctions  elliptiques.  Parmi  ceux-ci  on  doit  distinguer 
les  suivans. 

a.     Si   Tèquation    (1)    peut  être   satisfaite    en   supposant  y=i\fj(x)  =  -'- 

oh  le  degré  des  foi\ctions  entières  j?  et  j  est  égal  à  un  nombre  composé 
mn^  on  pourra  toujours  trouver  des  fonctions  rationnelles  y  et  /  telles 
qu'en  faisant 

x^  =  (px:=^,    on  ait   yz=f{x,)  =  ^, 

dx^  dx 

(69)  ^    ~^\l^^a:\)(y^^ 

%i ^  ^i 


le  degré  des  fonctions  entières  p  et  q'  étant  égal  à  l'un  des  facteurs  m,  n^ 
et  le  degré  de  2h   ©*  2i  étant  égal  à  Tautre. 

b.  Quel  que  soit  le  degré  de  Téquation  p  —  jy  =  0,  on  en  pourra  tou- 
jours tirer  la  valeur  de  x  en  y  à  Taide  d'opérations  algébriques.  Voilà  donc 
une  classe  d'équations  qui  sont  résolubles  algébriquement.  Les  racines  au- 
ront la  forme  suivante: 

(111  1\ 

(70)  a;  =  fonct.  ration.  \y,  ri"',  r,"»,  r,**»  .  .  .  r^"»'], 

Wj ,  Wg ,  .  .  .  riy  étant  des  nombres  premiers  entre  eux  dont  le  produit  est 
égal  au  degré  de  l'équation  en  question,  et  les  ^i,  r^,  ,  .  .  r^  étant  de  la 
forme 


(71)  S-^ty{l-cly*){l-ely*), 

OÙ  f  et  f  sont  des  fonctions  entières  de  y. 

C.     Il  y  a  un  cas  remarquable  du  problème  général;  c'est  celui  où  l'on 
demande  toutes  les  solutions  possibles  de  l'équation 

du  dx 


y (1  _  c^y^)  (1  _  e^y^)  y(i  _  c^x^)  (1  —eKv^) 


On  aura  à  cet  égard  le  théorème  suivant: 
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Si  Féquation  précédente  admet  une  solution  algébrique  en  x  et  y,  ^ 
étant  rationnel  en  x  ou  non,  la  quantité  constante  a  doit  nécessairement 
avoir  la  forme 


où  ^'  et  u  désignent  deux  nombres  rationnels,  le  dernier  étant  essentielle- 
ment positif.  Si  Ton  attribue  à  a  une  telle  valeur  on  pourra  trouver  une 
infinité  de  valeurs  différentes  pour  e  et  c\  qui  rendent  le  problème  possible. 
Toutes  ces  valeurs  sont  exprimables  par  des  radièaux. 

Si  donc  on  suppose  que  a  soit  une  quantité  réelle  il  faut  qu'elle  soît 
en  même  temps  rationnelle.  Dans  ce  cas  on  sait  d'ailleurs  qu'on  pourra 
satisfaire  à  l'équation  diflférentielle  dont  il  s'agit,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs des  quantités  c  et  e. 

d.  Du  théorème  précédent,  on  peut  par  un  simple  changement  de  va- 
riables déduire  celui-ci: 

Si  l'équation 

du  dx 

•^  —  a 


oîi  h^zznl  —  c*,  admet  une  solution  algébrique  entre  ce  et  y,  le  coefficient 
a  doit  avoir  la  forme  suivante: 

fi'  et  fi  ayant  la  même  signification  que  précédemment.  Si  donc  on  veut 
que  a  soit  réel  il  faut  qu'il  soit  égal  à  la  racine  carrée  d'une  quantité  ra- 
tionnelle. Cette  condition  remplie,  le  problème  a  une  infinité  de  solutions. 
Comme  cas  particulier  on  en  déduit  ce  théorème: 

Si  en  supposant  (p  et  tp  réels  et  le  module  c  moindre  que  l'unité,   l'é- 
quation 

(72)  --=^^-^^  =^  a 


j 


yi  —  b^sin^ip  Vl  —  c^sin*95 

a  une  intégrale  algébrique  en  sin  tp    et  sin  i//,    il  faut  nécessairement  que  a 
soit  égal  à  la  racine  caiTée  d'une  quantité  rationnelle  et  positive. 

Ainsi   par   exemple,    si   dans  la  formule  (65)    on   suppose   el=l  —  «*, 
on  aura    a  =  Vn    comme  nous  allons  voir.      En  faisant    0  =  -^.—    dans    l'ex- 


SOLUTION  D'UN  PROBLEME  GENERAL  CONCERNANT  LA  TRANSFORMATION  etc.         427 

pression     de     jr,     on    trouvera,     en    vertu    de     la    valeur     de    fc,    y=l, 
donc 

\2n)  âjT.  atù 


'}/{l—x^)il—e^x^)        2n 


(73)  f--  ^•^-— -       =a( 

en  remarquant  qu'on  doit,  dans  le  second  membre  de  Téquation  (65),  pren- 
dre le  signe  supérieur  depuis  x  =  0  jusqu'à  x:=xf^|-  Cela  posé,  en  re- 
marquant   que    X   ô -|-  —  1  =  X { i!iri!!vl!?  —  ff\^   [\  ^gt  c\^{y  qu'( 


on  aura 


y=k.u,.,{^-e].x{?l'~e]...i[<î^-»]; 

en  multipliant  cette  valeur  par  celle   que   donne    la   fornmle   (65),    on    aura, 
en  faisant  usage  de  la  formule 

qu'on  obtiendra  à  l'aide  du  théorème  1  : 


y'  =  k'x' 


n 


l-en^-^x'  l-en^^-^^^^^^^.œ^ 


En  faisant  maintenant   x=zpy —  1,  y  =  zy—  1,    on  aura,    en    supposant  p 
réel,  pour  toutes  les  valeurs  de  cette  quantité, 

mais  si  l'on  fait  ^=:^-J,    on  aura  de  même    2  =  ^,    donc 

dp 


r  '^  -rrf 


y(l-}-^»)(l+«V) 


Le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  même  chose  que  -5-1   et  le  se- 
cond la  même  chose  que   a  1   -7=^= — --      >   ce  qui  est  facile  à  prou- 

ver,  donc 
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(a  f  dy 


=  a  I 


2  Jo  y(î-y^y(l-ely^) 

Cette  équation  combinée  avec  (73)  donne 


c'est-à-dire 


10  ao) 

2   —  ""  2n  ' 


a  =  y^. 


Christiania  le  27  mai  1828. 


XX. 


f        f 


ADDITION  AU  MEMOIRE  PRECEDENT. 


Astronomische  Nachrichten,  herausgegcben  von  Schumacher,   Bd.    7,  n"   147.     Altuna  1829. 


Dans  le  numéro  138  de  ce  journal  j'ai  fait  voir  comment  on  pourra 
trouver  toutes  les  transformations  possibles,  réelles  ou  imaginaires,  d'une 
fonction  elliptique  proposée.  Les  modules  c,  e,  c^,  e^  pourront  être  des 
quantités  quelconques.  Le  cas  le  plus  remarquable  est  celui  où  l'on  sup- 
pose les  modules  réels.  Dans  ce  cas  le  problème  général  pourra  se  résoudre 
par  une  méthode  particulière,  entièrement  différente  de  celle  que  nous  avons 
donnée  dans  le  mémoire  cité.  Puisque  cette  nouvelle  méthode  est  remar- 
quable par  sa  grande  simplicité  je  vais  l'indiquer  ici  en  peu  de  mots. 

Le  problème  général  que  nous  allons  complètement  résoudre  est  le 
suivant  : 

^Trouver  tous  les  cas  possibles  oîi  l'on  poun'a  satisfaire  à   l'équation 

„diiîérentîelle  : 

„par  une  équation  algébrique  entre  les  variables  x  et  y,  en  supposant 
„les  modules  c  et  Cj  moindres  que  l'unité  et  le  coefficient  a  réel  ou 
„imaginaire." 

En  désignant  par  XO  la  fonction  inverse  de  celle-ci: 

Q,_     Ç  ^^^ 
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de  soi-te  que   x  =  ldj    on  aura,   en  vertu  de  la  formule  (4)  du  numéro   138, 
où  les  quantités  constantes  w,  lo'  sont  déterminées  par  les  fonnules 


'^)  ?=/:va--. 


y(l_^2)(l_c«ar^) 


cr/  _    r* é^jr 

2     Jo  VO-^^ 


Dans  le  cas  que  nous  considérons,  la  quantité  œ  est  réelle,  mais  w'  est  ima- 
ginaire.    On  aura  en  effet 

1 

lo' r  dx  I  r  *  ^ 

c'est-à-dire  : 

oh  il  est  clair  que  le  coefficient  de   )/ —  1    est  une  quantité  réelle.     En  fai- 
sant'a;  =—^-^^=:>    oîi    h=\l  —  c",    on  trouve 

2  2^'  2 ' 

où 

rs'i  — = r '^ 

^  '  2       j,  y(i  _ ^ï) (1  _ /,ij.ï) 

Le  théorème  II  du  munéro  138  donnera  donc  celui-ci: 

„0n  satisfera  de  la  manière  la  plus  générale  à  l'équation 

W  =  le 

„en  prenant 

(4)  ■  e'  =  {—lYe-{-mfo-{-m'ôi^f^, 

„oîi  m  et   m'  sont  des  nombres  entiers   quelconques,    et   co    et   û)   deux 
„quantité8  réelles  données  par  les  fommles  (2)  et  (3)." 

Cela  posé,  soit 

(5)  /(y,  «)  =  0 

réquation  algébrique  entre  y  et  ce  qui  doit  satisfaire  à  l'équation  différentielle 
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(1).     Si  l'on  fait   x=^XO   et  y=.X^6\   oh   0    et    0'   sont  denx  nouvelles  va- 
riables, et   X^   la  fonction  elliptique  qui  répond  au  module    c^,    de  sorte  que 

(6)  — -. — ^^■^-  _ .  =  de'   pour  y  =  K6\ 

l'équation  (1)  deviendra 

de'  =  ±ade^ 

d'où   l'on    tîre    en   intégrant:    0' :=B±aO^    où    b    est    une    constante.      On    a 
donc 

ou  bien,  en  mettant  -}-a  pour  ±a, 

(7)  y  =  X,{B-\-ae). 

L'équation  (5)  entare  x  Qt  y  donnera  donc  celle-ci 

(8)  /[À,(é  +  a(9),  k6]  =  0 

qui  ne  contient  que  la  seule  variable  0^    et  qui  aura  lieu  quelle  que  soit  la 
valeur  de  cette  quantité. 

Il  ne  serait  pas  difficile  à  l'aide  de  la  formule  (8)  de  trouver  la  fonc- 
tion f{y^  X)  ;  mais  pour  notre  objet  il  suffit  de  connaître  le  coefficient  a  et 
une  certaine  relation  entre  les  fonctions  complètes.  Voici  comment  on  y 
parviendra.  En  mettant  0-^27nio  au  lieu  de  d,  et  en  remarquant  qu'en 
vertu  de  l'équation  (4) 

;i(«-f-2wcy)  =  Ad, 

on  obtiendra  cette  autre  équation 

(9)  f[k,{ê-^27naœ-\'ad),  16]  =  0. 

On  aura  de  même,  en  mettant    0  -f-  ttUBi   pour   d ,    où   t  =  y —  1 , 

(10)  /[A,(ê-f-r/iacDt-|-ad),  ke]  =  0. 

Dans  ces  deux  équations  m  jx)un'a  être  un  nombre  entier  quelconque. 
En  faisant  x=:XO  on  voit  donc  que  ré(|uation  algébrique 

est  satisfaite  en  mettanf  pour   y   une  quantité  quelconque  de  l'une  des  deux 

formes  : 

À^  («  -[-  2  maœ  -\-  aO) ,    îli  (^  -|--  maCHi  -|-  aff)  ; 

mais    m   peut    avoir   une    infinité    de    valeurs,    tandis    (jue    l'écjuation    dont   il 
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s'agit  n'a  qu'un  nombre  limité  de  racines;   il  faut  donc  qu'on  puisse  trouver 
deux  nombres  entiers  k  et  fc'  tels  que 

(11)  A^(5  4-2fc'acy-f  ad)  =  Ai(€-|-2fcacy-f-ad), 
et  deux  autres  v  et  v'  tels  que 

(12)  Àj(€  -f  r'ami-^^aO)  =  ^^(é  -f  j/aâ)z  +  ad). 

En  vertu  de  la  formule  (4)  ces  deux  équations  donneront  respectivement 

I2fc'ato=:2fcaw4-27/icy,  +m'â),  V —  li 
v'atoi  =  vaGiî  -|-  2fiio^  -f-  /t'cD^  y —  1 , 

oh  œ^   et  â)j  désignent  les  valeurs  de   co   et  «J  qui  répondent  au  module   c^, 
c'est-à-dire  qu'on  a 


^^1  _  C 

2    -Jo 


■}/(l  —  x^)(l  —  c\x^) 

(14)        : 

2         jo  T/(1-.^0(1-^^Î^^)  ^, 

Cela  posé,  les  équations  (13)  donneront,    en  y  mettant  v  pour   k'  —  k   et  v[ 
pour  v'  —  y, 

(15) 

«  —  if'  f*»  _  ^  iHi  l/ZTT 

d'où,  en  comparant  les  parties  réelles  et  imaginaires, 
(16)  ^  i!i  =  ^-  -^  '    ^  A  =  _  ^ii  _^ 

^^  yw  y'^'2vw  y'<3 

Ces  deux  équations  donnemut  celles-ci: 


(17) 


co^  1    mm'   v'^        io\  1    m!yC 


M 


Maintenant  -y    est  une  fonction  continue  de    c,    donc  les  équations  (17)  ne 

sauraient  avoir  lieu  que  pour  des  valeurs  particulières  des  modules    c   et  c^. 
Si  donc  on  suppose  c  indéterminé  il  faut  que  Tune  des  écjuations 

(18)  //i' = /t  =  0, 
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(19)  m  =  fi'  =  0 

ait  lien.     Les  équations  (15)  et  (16)  se  réduiront  dans  le  premier  cas  à 


(20) 


et  dans  le  second  cas  à 


(21) 


1 

a  : 

■ 

V      ù) 

v' 

1 



v'm 

0} 

-ai' 

• 

18  à 

a 

m' 
2v 

?1 

10 

f 

1  = 

— 

2,1 
v' 

a. 

— 

1 

'4 

m'y'    a 

Mais  si  la  valeur  du  module  c  est  telle  que  la  première  des  équations  (17) 
ait  lieu,  on  doit  avoir  en  même  temps 


et  alors  a  est  donné  par  Tune  des  équations  (15). 

Quant  aux  nombres  w,  vi\  /i,  /i',  v,  v'  il  faut  las  prendre  tels  que  co, 
ttij,  cD,  «Di  soient,  selon  leur  nature,  des  quantités  positives.  Si  donc  on  sup- 
pose, ce  qui  est  permis,  v  et  v'  positifs,  il  faut  que  m  et  fi'  soient  de 
même  signe  et  m'  et  ^i  de  signe  contraire.  On  pourra  d'ailleurs  sans  di- 
minuer la  généralité  supposer  m\  m  et  jli'  positifs  et  ^  négatif. 

De  ce  qu'on  vient  de  voir  on  déduit  immédiatement  ce  théorème: 

Théorhme  I.  Pour  que  Téquation  (1)  ait  une  intégrale  algébrique  en  x 
et  y,  il  faut  nécessairement  que  les  modules  c^  et  c  soient  liés  entre  eux  de 

telle  sorte  que  Time  des  deux  quantités   -}    et    —    soit  dans  un  rapport  ra- 
tionnel avec  — ;    c'est-à-dire  qu'cm  doit  avoir  l'une  des  équations 

oîi  k  et  k*  sont  des  nombres  rationnels.      Si  la  première  de  ces  équations  a 
lieu,  mais  non  la  seconde,  on  aura  en  même  temps 


(24)  •  a  =  ô^^ 
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OÙ   â   est  un  nombre  rationnel.     Si  la  seconde  équation  a  lieu  mais  non  la 
première,  on  aura  en  même  temps 


(25)  a  =  â^Y:^. 


Enfin  si  les  deux  équations  (23)  ont  lieu  en  même  temps,  les  modules    c   et 
Cl  seront  tous  deux  déterminés,  savoir  respectivement  par  les  équations 

(26)     .  ^=m;  ^=|/|. 

et  alors  le  coefficient  a  doit  avoir  la  forme 


(27)  a=:J^  +  J'^>CII, 


OÙ  J  et  J'  sont  des  nombres  rationnels. 

Les  conditions  indiquées  dans  ce  théorème  doivent  donc  nécessairement 
être  remplies  pour  que  Téquation  (1)  ait  une  intégrale  algébrique.  11  reste 
encore  le  point  le  plus  important,  savoir  de  déterminer  si  ces  conditions 
sont  suffisantes.  Or  c'est  ce  que  nous  allons  faire  voir  à  Taide  de  la  for- 
mule (65)  du  numéro  138,  Cette  formule  peut  facilement  être  démontrée 
en  faisant  effectivement  la  substitution  de  y;  mais  il  existe  une  autre  dé- 
monstration, tirée  de  considérations  entièrement  difiérentes  et  que  nous  allons 
donner  ici,  en  nous  servant  d'une  formule  démontrée  dans  les  ^^Recherches 
sur  les  fonctions  elliptiques J'^  11  s'agit  de  la  formule  (185)  de  ce  mémoire 
{Crelle^s  Journal  fllr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  «2,  p.  176), 
savoir 


(28)  fa  =  n. 


m 


0 


1— 

f     ç-c-^     \* 

1+ 

f     ç_ç-i     y 

^r*"+4  -j-r"^"*^ 

an 

w'/r 

«"', 

r  —  e  "'  , 

où 

(29)  if  = 

les  quantités  œ    et  cD'  étant  données  par  les  équations 


V  (1  —  ic*)  (1  +  e*x*) 


—  —  f 
2  ~Jo 


dx 


0   y(l  — e^r*)(l  +  ^«) 

On  a  de  plus 
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(31)  /a  =  Vl-x» 

oîi  X  est  lié  à  a  par  Téquation 


y(l_-cii)(l-f  g«.r«) 


Si  Ton  fait   e  =   , =-7-1    x  =  Vl  —  v*i    on  trouvera 

w'  j  10        cJ>'  ,  (0        ce>' ai 

6Îa  =  —  6  -7= ^^jf  j 

y(l-y«)(l-cV) 

d.'où 


maintenant  Téquation   x  =  yi  — y*   donne  y  =  yi  — a;*  =/a,   donc 

d'oîi,   en  mettant    b  ,^ — ba    à  la  place  de   a, 
(33)  •       ;ia=/(i-J_ia^ 

Cela  posé,  8i  Ton  pose  dans  la  fonnule  (28)    b-^ ba    au    lieu   de    a, 

on  trouvera,  après  quelques  réductions  faciles, 

r34^  In-A^^  - '*)  (^  -i*r*)  (1  -  '-*»•*)  (1  -  <»r*)  (1  -  t-*r^)  .  .  . 

y^ot)  /,«  —  ^  ^^  ^  ^,-^-^j-  ^  ^,^,^  ^^  _p  ^-_,^,^  ^^  +  <»»•*)  (1  +  t-*r*)  . . .  ' 

OÙ 


a.T  Cal 


(35)  f  =  e    ^,    r  =  6 
et  A  une  quantité*  indépendante  de  a.     Si  l'on  fait  pour  abréger 

(35')  ^^  =  y^ix), 

on  aura  donc 

(36)  Aa=^.V^(«-j)-V^(a)+a)^-V^(a>  — a)-J.V^(2co+a)|-.V/(^ 

Si  Ton  fait  maintenant  successivement 

55* 
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on  aura  les   valeurs   de    lO^  '^[^ ~\ '  '  *  ^p^H "'h     4^^    multipliées 

ensemble  donneront  sur  le  champ 

n— 1 


(37)    l».l(»  +  ^).,(»  +  ^)....(»  +  î= 


œ 


7t  ,  i       t.^      7t  ,  m.K     7t  /^  t       kN      TT 


où  l'on  a  fait  pour  abréger 

(38)  s=^e,  ^'=--^; 

or  si  Ton  pose  dans  la  formule  (36)  le  module    c^    au  lieu  de   c^   et   si    Ton 
désigne  les  valeurs  correspondantes  de 

respectivement  par 

KO,  lo^,  â)j,  4, 

il  viendra 

A* 
Le  second  membre  de  la  formule  (37)  est  donc   la  même  chose   que     j    ^t^^T 

=  -j-Aj   — ^ô   >    et  par  conséquent  on  aura  la  fonnule  suivante: 

cette  équation  a  donc  toujours  lieu  si  le  module  c^  est  tel  que 

(40)  ^=-^^ 

quel  que  soit  d'ailleurs  le  nombre  entier  n. 

Si  Ton  fait   k6  =  Xj  l^l  -^  0\z=y^    on  aura  l'équation 

qui  par  conséquent  est  satisfaite  par  l'expression  algébrique 


A  * 
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(42)  y=i^-»'^-»'{^+~]  •  •  •  ^(<'+-~^"' 

La  valeur  de  y   est  toujours,  une  fonction  algébrique  de   x.     En   effet,   si   n 
est  un  nombre  impair,  on  a 


et  si  n  est  tin  nombre  pair 

(44)       V= — -'X' ^ — •  •  • ^ • —     — 

Considérons  maintenant  les  trois  cas  de  notre  problème  général. 

Premier  cas.     8i  a  est  réeL 
Dans  ce  cas  on  doit  avoir,  comme  nous  l'avons  vu,    a  =  â—^=^  —  -~-j 
oh  fi  et  V  sont  des  nombres  entiers;  l'équation  proposée  deviendra 


(45) 


rfy  fi   ^i  '      da 


y(i_3^2)(i_^«y2)      V   (à  Y{i  —  x^)\y  —  c.^x^) 


On  doit  avoir  de  plus    -^==fc  —  = »    m    et    n   étant    entiers.      Si    l'on 

fait   x=i)i(yiQd)    et   y=zX^(uCO^d)j    0    étant  une  nouvelle  variable,    l'équation 

(45)  sera  satisfaite,  car  les  deux  membres  se  réduiront  à  fidH^dO.    Pour  avoir 
une  intégrale  en  x  et  y  il  faut  donc  éliminer  0  des  deux  équations 

(46)  x  =  X{vme)\    y  =  l^{jjiO^0). 

Nous  allons  voir  que  le  résultat  de  l'élimination  sera  une  équation  algébrique 
en  X  et  y. 

Soit  c    un  nouveau  module  et  désignons  par 

re,  a}\  m',  A' 

les  valeurs  correspondantes  de 

XO^   (Oj   0),   A. 

iO*  1       iO 


Cela  posé,  si  l'on  suppose  le  module  c'  tel  que       , 


=       -    >    on    aura 
n    & 


eu  vertu  de  la  formule  (39),  en  mettant  ftvOîb   au  lieu  de  0 
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(47)     k'lurœ'd)  =  ~^l{uyœe).lifirG)d'\-^\  .  .  .  kUvme-\''^-^w 

maintenant,   ayant   — 7  = et    —  -  = »  -on  en  tire    -rr  = ^  ] 

donc  la  même  formule  donnera 

m — 1 


'  (48)     A'Cui/«)'d)  =  ^^  X,(/iKcD,d).A,[^v«),é>  +  ^^-)  .  .  .  k^[f^rœ^e^ 


^1 
m        * 


En  égalant  entre   elles  ces    deux   expressions    de    k'(fiy(D'd)    et   faisant   pour 
abréger 

(49)  va)d  =  â,    fi(D^e  =  â^, 


il  viendra 


(50) 


n  — 1 

0) 


m — 1 
m 


Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  algébrique  de 
X{^â)  et  le  second  une  fonction  algébrique  de  ili(v(Ti);  mais  k{juâ)  est  à  son 
tour  une  fonction  algébrique  de  lâ  =  x^  et  ^^{râi)  une  fonction  algébrique 
de  kiâi=y.  Donc  enfin  les  deux  membres  de  l'équation  (50)  sont  respecti- 
vement des  fonctions  algébriques  de  ce  et  de  y.  Donc  cette  équation  exprime 
l'intégrale  cherchée  en  x  et  y  de  l'équation  différentielle  (45).  Pour  en  avoir 
l'intégrale  complète  il  suffit  d'ajouter  k  â  ou  k  â^  une  quantité  constante 
arbitraire.     Quant  aux  quantités  A  et  A^  on  doit  remarquer  qu'on  a 

Pour  donner  un  exemple,  supposons  qu'on  demande  une  intégrale  algébrique 
de  l'équation, 

di/  c3j  dx 

dans  le  cas  où   —*=*---.     On  aura  alors   u  =  y=l,  m=z2.  w=3.    L'é- 
quation  (50)  deviendra  donc 
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c'est-à-dire  : 


Vl— y»  de  ^*T~** 


Second  cas.     Si  aV — 1    est  réel. 

mm 

Dans  ce  cas  on  doit  avoir,   d'après  l'équation  (25),    a  =  — -^y^^ï,   jti 


et  V  étant  entiers.     On  doit  avoir  de  même   -^  = L'équation   pro- 

a^        n    co  ^  ^ 

posée  (1)  deviendra 

V    10  ly zr  dy  dœ 


(52)  -J^}^- 


f«  Oj  '         y(i_y*)(i_c;y»)      i{i  —  x»){i—c*x*) 


Pour  réduire  ce  cas  au  précédent,  il  suffît  de  faire  x  =  —, -—-  >  z  étant 

une  nouvelle  variable  ;  on  aura  alors 


y(l-i«)(l-c*a:*)         '  i\l^z^){l^bH'^) 

h  étant  égal  à   y  1  —  c*,    et  par  suite  l'équation  (52)  deviendra 

dy  fi    c3j  dz 

dont   l'intégrale   algébrique   est   exprimé   par   la   formule    (50)    en   y   faisant 

z=:Xd=>  — et  mettant  CD  au  lieu  de  co. 

-y/x^  —  l 

Supposons  par  exemple  qu'il  s'agisse  de  trouver  une  intégrale  algébrique 
de  l'équation 

dy  <gi  y — y  dx 


= —  j 


y(l-y«)(l-cî^*)  co   ^  y(l_^âj(i_^»^.) 

dans  le  cas  oîi   —^  =  2.  — .     Ayant  7i  =  y=l  et  m  =  2,  n=l,  l'équation 
(50)  deviendra 

où,  en  remettant  les  valeurs  de  îlJ  et   'kji^^ 


Vl— y*    y/>        or 

^  yi  —  cjt/^  ~  "^1  y.c^'— "f 
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Troisième  cas.     8i  —  =:  YkF ,   —  zz  l/—  • 

Dans  ce  cas  on  doit  avoir,  en  vertu  du  théorème  L  a  =  — — 4-^  —  ^ —  1 , 
fi^  V,  fi\  v'  étant  des  nombres  entiers.     L'équation  proposée  deviendra  donc 

(53)      ._-_-- A -.__ ,  =  ( ^_^-i-4^y:^î)_  — _  ^ -, 

^      ^  y(l_y«)(l_cîy«)         l  »-    «3     '     V   w  ^  }V{l  —  x*)(l  —  c*x*) 

et  cette  équation  sera  toujours  hitégrable  algébriquement.  En  effet  connue 
on  a 

^  =  k^   et   ^  =  -J^-, 

k'  et  fc  étant  des  nombres  rationnels,  on  pourra,  en  vertu  de  ce  que  nous 
venons  de  voir  dans  les  deux  premiers  cas,  satisfaire  algébriquement  aux 
équations 

dz  II    d>^  dx 

^{i—z^)  (1  _~cfP)  ~~^  ~co  y(T^^)^i  — 'c^  ' 

dv  ju'    (5)^  ^/ r  dx 


=  ^-v^V=^ 


Par  là  réquation  (53)  deviendra 

dy  dz  .  dv 

on  y  satisfera,  comme  on  sait,  en  prenant 


En  substituant  les  valeurs  de   «    et  z  en   a;,   on  aura  une  intégrale  de  l'é- 
quation, algébrique  en  x  et  y. 

Nous  avons  ainsi  démontré  que  les  conditions  nécessaires  exposées  dans 
le  théorème  I  sont  en  même  temps  suffisantes. 

D'après  ce  qui  a  été  exposé  dans  le  premier  cas,  on  a  immédiatement 
ce  théorème: 

Pour  que  deux  fonctions  elliptiques  réelles  F{g\  ô'),  i^(c,  6)  puissent 
être  réduites  Tune  à  l'autre,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  qu'on  ait  entre  les 
fonctions  complètes    F^{c)^  ^H*)?  ^^(^Oj  ^H*')  ^®**^  relation: 
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(55)  n.F\c').F\b)  =  m.F'{h').F\c), 

où   w    et   n    sont  des   nombres   entiers.      Si    cette  condition    est    remplie,    on 
pourra  établir  une  relation  algébrique  entre  sind'  et  »sind  telle  que 

(56)  .  F{c',e')=k^^:ip^F{c,e), 

où  k  est  un  nombre  rationnel.    On  pourra  ajouter  que  dans  le  cas  où  fc  =  1 , 
6'  est  lié  à  6  par  Téquation: 

,     .        I       0'-\-  arc  tang  (a/  tang  6') -\ 1-  arc  tang  {a'^_,  tang  6') 

1  =  #  -|-  arc  tang  {a^  tang  6)    -f-  •  •  •  -f"  ^^*^  tang  (a„_i  ttmg  0) , 

où  aj,  ttg  .  .  .  a/,  a,'  .  .  .   sont  des  quantités  constantes  données    par    les  for- 
mules 

(58)  {      '^       ^ ^ 

\  a;  =  ]/l  —  c'sm'e;, 

après  avoir  détennîné  6^  et  6^'  de  telle  sorte  que 

En  prenant   n=l    on  aura  la  formule  (67)  du  numéro  138. 

Il  y  a  un  cas  du  problème  général  qui  mérite  d'être  remarqué;  c'est 
celui  où  l'on  suppose  les  deux  modules  égaux  entre  eux,  en  d'autres  termes, 
où  l'on  demande  tous  les  cas  dans  lesquels  il  sera  possible  d'intégrer  algé- 
briquement l'équation  différentielle 


y(l  -y)\i--c\y^)  V(l  _.  .,»)  (1  _  c\v^) 

On  a   dans   ce   cas    ci>'  =  ai,   a)'  =  tD,    et   par    conséquent   les    équations    (15) 
deviendront 

et  de  là 

m ju'         m'     (o  2/4    co 


.  — - 


V         V        2v     w  v'     Ct 

56 


442  ADDITION  AU  MEMOIRE  PRECEDENT. 

Si  ron  veut  que  a  soit  réel,  on  a    a  =  —  >    m'  =  ^  =  0  ;    dans    ce    cas    on 

n'aura  aucune  condition  pour  la  valeiu-  de  c,  qui  peut  être  quelconque,  mais 
on  voit  que  a  doit  être  un  nombre  rationnel.     Si  au  contraire  on  admet  des 

valeurs  imaginaires  de  a,  le  module   c  doit  être  tel  que  -^ = ^~  *  7ï"  5 

on  tire  de  là 


1    l/       m'y' 


10 


En  vertu  de  cette  expression  la  valeur  de  a  deviendra 


„  =  4_4l/_i"''':.y_-i. 

V  V       ^  fÀV         ^ 

Soit    -  -  =  Vfc ,    on  aura 

kj  â^  â'  pouvant  désigner  des  nombres  rationnels  quelconques.  On  voit  que 
pour  que  l'équation  (60)  soit  intégrable  algébriquement  en  supposant  a  ima- 
ginaire, il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  l'on  ait 

k  est  essentiellement  positif. 

On  pourra  exprimer  le  module  c  en  produits  infinis  comme  il  suit: 

On  tire  cette  expression  de  la  formule  (34),  en  y  faisant  a  =  -^  et  remar- 
quant que  —  =  yjc ,  et  ^  =  ~  -  •  On  aura  en  même  temps  le  module  b 
par  cette  formule 

71  3-T  571 


:i  S  7  5>T 

\^^y^  \^r^^  i+r^»^ 


Il  suit  encore  de  ce  qui  précède  que  si  le  module   c   a  la  valeur  ci-dessus, 
l'équation 

^'/  —k''\[h  ■ ^ , 

1/(1 -y»)  (1- 6  V*)  ^     l/(ï-x«)(f-c»*»j 
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sera  toujoui-s  integrable  algébriquement,  quels  que  soient  les  nombres  ration- 
nels h  et  fc',  pourvu  que  k  soit  positif. 

11  y  a  encore  beaucoup  de  choses  à  dire  sur  la  transfonnation  des 
fonctions  elliptiques.  On  trouvera  des  développemens  ultérieurs  sur  cette 
matière,  ainsi  que  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  en  général,  dans 
un  mémoire  qui  va  paraître  dans  le  Journal  de  M.  Crelle. 

Christiania  le  25  septembre  1828. 


oC* 


XXI. 


REMARQUES  SUR  QUELQUES  PROPRIETES  GENERALES  D'UNE  CERTAINE 

SORTE  DE  FONCTIONS  TRANSCENDANTES. 


Journal  fiir  die  reine  und  angewandto  Mathematik,  horaiisgegobon  von  CreUe,  Bd.  3,  Berlin   1828. 

4 


1. 

* 

Si  ifjx  désigne  la  fonction  elliptique  la  plus  générale,  c'est-à-dire  si 


X 


OÙ  r  est  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x,  et  7?  une  fonction  entière 
de  la  même  variable,  qui  ne  passe  pas  le  quatrième  degré,  cette  fonction  a, 
comme  on  sait,  la  propriété  très  remarquable,  que  la  somme  d'un  nombre 
quelconque  de  ces  fonctions  peut  être  exprimée  par  une  seule  fonction  de  la 
même  fonne,  en  y  ajoutant  une  certaine  expression  algébnque  et  logarith- 
mique. 

Il  semble  que  dans  la  théorie  des  fonctions  trancendantes  les  géomètres 
se  sont  bornés  aux   fonctions    de   cette   forme.      Cependant   il    existe    encore 

■ 

pour  une  classe  très  étendue  d'autres  fonctions  une  propriété  analogue  à 
celle  des  fonctions  elliptiques. 

Je  veux  parler  des  fonctions  qui  peuvent  être  regardées  comme  iniêgra" 
les  de  différeiiiielles  algébriques  quelconques.  Si  Ton  ne  peut  pas  exprimer 
la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  données  par  une  seule  fonc- 
tion de  la  même  espèce,  comme  dans  le  cas  des  fonctions  elliptiques,  au 
moins  on  pourra  exprimer  dans  tous  les  cas  une  pareille  somme  par  la 
somme  d'un  nombre    déterminé    d'autres    fonctions    de   la   même   nature   que 
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les  premières,  en  y  ajoutant  une  certaine  expression  algébrique  et  logarith- 
mique*). Nous  démontrerons  cette  propriété  dans  l'un  des  cahiers  suivans 
de  ce  journal.  Pour  le  moment  je  vais  considérer  un  cas  paiticulier,  qui 
embrasse  les  fonctions  elliptiques,  savoir  celui  des  fonctions  contenues  dans 
la  fonnule 


m  ^=/7l 


R  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  quelconque,  et  r  une  fonction 
rationnelle. 

2. 

Nous  allons  d'abord  établir  le  théorème  suivant: 

Théorème  L  Soit  tpx  une  fonction  entière  de  x,  décomposée  dune  ma- 
nière quelconque  en  deux  facteurs  entiers  tp^x  et  tp^x^  de  sorte  que  tpx  = 
(p^x.ip^x.     Soit  fx  une  autre  fonction  entière  quelconque^  et 

J    (x  —  flf)  y  çvr 

où  a  est  une  quantité  constante  quelconque.  Désignons  par  a^^  a^^  a^  .  .  . 
^0  7  ^17  ^ïï  •  •  •  ^^  quantités  quelconqueSj  dont  Vune  au  moins  soit  variable. 
Cela  posé^  si  Von  fait 

i^\     H^o  +  ^^^H h^«^")Vi^  — (^o  +  Ci.'c-j yc^x'^ytp^x 

\  =zA{x  —  x^){x  —  x^{x  —  x^)  .  .  .  {x  —  x^,)y 

oh  A  ne  dépend  jms  de  x,  je  dis  qu^on  aura 
(4)       «1  ipx^  -f  ê^^px^  ^e^tpx^^ h  «A* V^^ 

V(fa         («0  +  «i«H h  «na'')yyia  — (c^  +  <?^a-| \-  c^a'*)Vç^a 

oh  G  est  une  quantité  constante^  et  r  le  coejficient  de  -  dans  le  développe- 
ment de  la  fonction 


{x  —  a)'^(fx         («0  +  «i-'^  H h  «>•*")  V^îPi  ^  —  (<^o  +  <^i  -^  H h  <^m^")  Vy»*» 

suivant  les  puissances  descendantes  de   x.     Les  quantités    ê^,  ê,,  .  .  .  «^   sont 


♦)    J'ai  présenté  un  mémoire  sur  ces   fonctions  à  l'académie   royale    des  sciences  do 
Paris  vers  la  fin  de  l'année  1826. 


446  REMARQUES  SUli  QUELQUES  PROPRIETES  GENERALES  etc. 

égales  h   -^-1    ou  h   —  1^    et   leurs   valeurs   dépendent   de  celles  des  quantités 

Désignons  le  premier  membre  de  Téqnation  (3)  par  Fx^  et  faisons  pour 
abréger 

j   0 X  =  aQ -\- a^x -{- a^x^ -\-  •  •  •  -|- a„a:", 

I  e^X  z=  Co-\-  CtX-\-  c^x^  -] h^-^"? 

nous  aurons 

(6)  Fx={exy(p,x—{e,xy(f^x. 

Cela  posé,  soit  x  Tune  quelconque  des  quantités  x^^  x^^  .  .  .  x^y  on  aura  l'é- 
quation 

(7)  Fx  =  0. 
De  là,  en  différentiant,  ,on  tire 

(8)  F'x.dx-\-âFx  =  0, 

en  désignant  par  F'x  la  dérivée  de  Fx  par  rapport  à  a^,  et  par  âFx  la 
différentielle  de  la  même  fonction  par  rapport  aux  quantités  a©,  «i,  a,,  .  .  . 
^0  7  ^M  ^27  •  •  •  Or^  en  remarquant  que  (p^^x  et  y^a:  sont  indépendans  de 
ces  dernières  variables,  l'équation  (6)  donnera 

(9)  âFx  =  2ex.(p^x.âex  —  2e^x.(p^x.âe^Xy 
donc  en  vertu  de  (8) 

(10)  F'x.dx  =  2  O^x .  ip^x .  âO^x  —  26x.  (p^x .  âOx. 

Maintenant,  ayant  Fx  =  0  =  (Oxy (p^x  —  {0iXyq)2Xy   on  en  tire 

(11)  dxY<p^x  =  €0iXy(p2X^ 
où   €  =  ±  1 .     De  là  il  vient 

6x .  (p^x  =  ê  O^x  y  9?!  x.ip^x=iè  Q{x^ipx , 

O^x.ip^x  =  €Ox}^(p^x,(piX  =.  èOxyipXy 
donc  Texpression  de  F'x.dx  pourra  être  mise  sous  la  forme 

(12)  .  F'x.dx  =  2^{Bx. âe^x  —  O.x . ÔOx)  \ (px. 

fx      1  1 

Cela  donne,  en  multipliant  par   «  -    -  -^, » 

ywj;  J^  ^-  X  —  a 

/  -  Qv  fx .  dx       2fx  (Sx  .âS^x  —  B^x.  dSx) 

^      ^  ^  (x—a)Vfx~  lx  —  a)~F'x 
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En  faisant  ponr  abréger 

(14')  i{x)  =  2fx{ex.(ye^x  —  e,x.âdx), 

il  viendra 

^      ^  *  (a!—a)V(fx  ~  (^  —  «)  ^"«^  ' 

Àx  étant  une  fonction  entière  par  rapport  à  x. 

Désignons  par  2:rx   la  quantité 

ra;,+  rx,  +  /'x3H- \-rx^, 

et  remarquons  que  Téquation  (14)  subsiste  encore,   en  mettant  l'une  quelcon- 
que des  quantités  a;^,  ic^,  .  .  .  ir^   au  lieu  de  x;    cette  équation  donnera 

(15)  2:ê—^ ^z=z^,      -^,,^-z=âv. 

Cela  posé,  on  pourra  chasser  sans  difficulté  les  quantités    x^^  x^^  ,  .  .  x^   du 
second  membre. 

En  effet,  quelle  que  soit  la  fonction  entière   Àa:,   on  peut  supposer 

(16)  lx:={x  —  a)  l^x  -f-  ^«, 

AiX  étant  une  fonction  entière   de  x.    savoir En    substituant    cette 

*  '  X  —  a 

valeur  dans  (15),  il  viendra 

(16')  <y.=:s-^^+A«^(— ^^,^. 

Maintenant  on  aura,  d'après  une  formule  connue, 

(-^^)  ^lx  —  a)F^x^~Fa' 

en  remarquant  que  l'on  a 

Fa  =  A{a  —  Xi)  {a  —  x^)  .  .  .  {a  —  x^)  ; 
donc 

(18)  <^^=-l':+-i''r 

Il  reste  à  trouver  ^  ^,,  -     ^^  ^^^^  P^^*  ^^  ^^^^^  ^  l'aide  de  la  fommle  (17). 

En   effet,   en  développant  selon    les    puissances    descendantes    de    a,    il 

viendra 


448  REMARQUES  8UR  QUELQUES  PROPRIETES  GENERALES  etc. 

d  oïl  Ton  voit  que    JS  ,,,—    est  égal  au  coefficient  de    —j^    dans    le    dévelop- 

1  .  .  1  a* 

pement  de    -r?->   ou  bien  à  celui  de  —   dans  le  développement  de  -„-•    De 

là  on  voit  aisément  que  2-yj—^   où    X^x    est  une  fonction  quelconque  entière 

de  X,  sera  égal  au  coefficient  de  -  -   dans   le   développement   de   la   fonction 

-pr-   selon  les  puissances  ascendantes  de   —      8i   pour   abréger    on    désigne 

ce  coefficient  relatif  à  une  fonction  quelconque  r,  développable  de  cette  ma- 
nière, par   /7r,    on  aura 

(20)  ^A^=i7^. 

Or  la  formule  (16),  en  divisant  par    (x  —  a)Fx^    donne 

en  remarquant  que   f7 -^- ^r^r-   est  toujours  égal  à  zéro.     Donc  l'expression 

(16')  de   âv  deviendra 

(22)  j„  =  _^4./7        ^ 


Fa     '  (x  —  à)Fj: 

Maintenant  on  a  (14') 

Xx  =  2fx .  {0x .  âOiX  —  O^x .  âdx)^ 

donc,  en  mettant  a  au  lieu  de  a*, 

Xa  =  2fa .  {Oa .  âd^a  —  O^a .  âOa). 

Eu  substituant  ces  expressions  dans  la  valeur  de  âvy  et  mettant  pour  Fa 
sa  valeur  {OaYip^a  —  (^i«)*9'2«î    on  obtiendra 

^    2fa.{ea.ôe^a  —  e^a,ôea)    y  2fx  SicdÔ^a;— O^.c .ôB^c 

On  trouvera  aisément  l'intégrale  de  cette  expression  ;  car,  en  remarquant  que 
/«,  (ficc^  y, a,  fx^  X  —  a,  ^jX,  (p^x  sont  des  quantités  constantes,  on  aura, 
en  vertu  de  la  fornuile 


» »        _  #       # 
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/ 


pdq  —  qdjy 1^  _  y>V^  +  ?  Vw  . 


(23)       v  =  G-  Jl.  log  ^?>:5ii+ ^1  «y9^2 « 

(^  —  a)^(px  Bx^  (f^x  —  6^x^(p^x 


Or  l'équation  (15)  donne 


donc  en  faisant 


/fx .  dx 
(^  —  of)  yrpx 


(24)  vH  =  /'T--^"\t-- 

et  désignant  par  «i ,  «g ,  .  •  .  f^  des  quantités  de  la  forme  ±  1 ,  on  aura  la 
formule 

eitpx,-^  €^xpx^-{-  e^xpx^-] h'ff.^P^^ 

(25)  ^  y  (fa  eaVf^a  —  e^aVq^iCx 

(d? — a)y(fx  OxVfp^x  —  B^x^q^^x 

qui  s'accorde  parfaitement  avec  la  formule  (4). 

Les  valeurs   de    ^i,  f,,  .  .  ..f^   ne  sont  pas  arbitraires;    elles  dépendent 
de  la  grandeur  de  a^j,  x^,  .  .  .  x^,    et  celle-ci  est  déterminée  par  Téquation 

équivalente  aux  équations 

(26)  6x^y(p^x^=ie^e^x^y^x^:^  Ox^^ip^x^  =  e^O^x^ycp^x^ ;  .  .  . 

Ox^fïp^^  =  B^e^x^y(p^x^. 

D'ailleurs  les  quantités  fj,  fg,  .  .  ,  e^  conserveront  les  mêmes  valeurs  pour 
toutes  les  valeurs  de  Xj,  Xg,  .  .  .  x^,  comprises  entre  certaines  limites.  Il 
en  sera  de  même  de  la  constante   C. 

3. 


> 


La  démonstration  précédente  suppose  toutes  les  quantités  cc^,  Xg,  .  ,  .  x 
différentes  entre  elles,  car  dans  le  cas  contraire  F'x  serait  égal  à  zéro  pour 
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un  certain  nombre  de  valeurs  de  x,  et  alors  le  second  membre  de  la  for- 
mule (14)  se  présenterait  sous  la  forme  ^.  Néanmoins  il  est  évident  que 
la  formule  (25)  subsistera  encore  dans  le  cas  où  plusieurs  des  quantités  »i , 
a:,,  .  .  ,  x^  sont  égales  entre  elles. 

En  faisant  x^^=-x^^  on  aura  (26) 

Qx^ ^(p^x^=i  B^O^Xy^ y(pt^i  =  f 2^1X1  YvtXi , 

et  cela  donne,  en  supposant  que  O^x.ip^x  et  Ox.tp^x  n'aient  pas  de  diviseur 
commun, 

En  vertu  de  cette  remarque  on  aura  le  théorème  suivant: 
Théorème  IL     Si  Von  fait 

(27)         {0xyip^x  —  {0^xyip2X=^A{x  —  x^'^'{x  —  x^)"»  .  ,  .  (x-^a:^)"^, 

les  fondions  entières  Ox.tp^x  et  d^x.(p^x  n'ayant  pas  de  diviseur  commun^ 
on  aura 

m 

i   €^m^tpx^-\-  e^m^i/jx^-^ s^mQyjx^-{-  •  •  •  -\-€^m^tpx^ 


=  C—   ^^    loff  ^«>^+^i«>^y^ 

(28)        ^  Vya       ^  %aiif^a—B^ai (f^a 

_i_  n—^^—.  loff  ^_^_^\^±^i^^ï^ 


4. 

Si    Ton    suppose  fx    divisible    par    x — a,    on    aura  /a  =  0,    donc   en 
mettant  {x  —  a)fx  au  lieu  de  fx^  il  viendra: 

Théorème  IIL     Les  choses  étant  supposées  les  mêmes   que    dans  le  Hié" 
orème  II,  si  Von  fait 

/fx .  dx 

fx  étant  une  fonction  entière  quelconque^  on  aura 
(29)     e^m^xpXi-^e^m^yjx^-]-  -  •  •  -{-e^m^fx^ 

y  (px      Bx^  (f^x — B^  X  y  y,A- 
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5. 

SI  dans  la  formule  (28)  on  suppose  le  degré  de  la  fonction  entière 
f{x)  moindre  que  la  moitié  de  celui  de  tpx^  il  est  clair  que  la  partie  du 
second  membre  affectée  du  signe  77,  s'évanouira.    Donc  on  aura  ce  théorème  : 

Théorème  IV.     Si  le  degré  de  la  fonction  entière  {/xy  est  moindre  que 
celui  de  (pXj  et  si  Von  fait 

/fx,(Lc 
ix  —  a. 


(x  —  a)  y  (fx 


on  aura 

(30)      ê^rriiy/Xi  -f  f%m^^x^  +  '  •  '  +  ^^'^^V^^^ 

V  fa  HaVq^^a  —  B^a^  q^^a 

6. 

En   faisant  fa=l    dans   le    théorème  précédent   et   différeutiant   h  —  1 
fois  de  suite,  on  aura  le  théorème  suivant: 

Théorème  V.     Si  Von  fait 

dx 

(x  —  a^y  (fx 
on  aura 

êimitpx^'{-e^m^yjx^'{-  .  .  .  -{'ê^m^yjx^ 

1  d*-i 


r       (L, 


\Vq^a       "^  BaVif^a  —  e^ay^^aJ 


1.2...(^  — ï)"(/a^ 


7. 

Si  dans  le  théorème  III  on  suppose  le  degré  de  {fxy  moindre  que  ce- 
lui de  (px  diminué  de  deux  unités,  le  second  membre  se  réduit  à  une  con- 
stante.    Cela  donne  aisément  le  théorème  qui  suit: 

Théorème  VI.     Si  Von  désigne  par  ipx  la  fonction 

(ôo  +  ôix  -[-  àiX^  +  '  •  •  +  dy'X^')dx 


I 


y>o + /Î1.T + ^i'^'-f-  •  •  ^ + /*>' 


oà  y'  =  —  g 1    si  V  est  impair,   et  y'  =  -^ 2    si  v  est  pair,  on  aura 

toujours 

57* 


452  REMARQUES  SUR  QUELQUES  PROPRIETES  GÉNÉRALES  etc. 

(31)  ëimiy/Xi-\-'ê^m^ipx^-\-  •  •  •  -\-  s^m^y;x^  =  constante. 

On  voit  que  r    a  la  même  valeur  pour  r=2m — 1  et  pour  |/=;2m,  savoir 
v'  =  m  —  2. 

8. 
Soit  maintenant 

yjx 


/rdx 


r  étant  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x.     Quelle  que  soit  la  forme 
de  r,  on  pourra  toujours  faire 

fx^  f{x^  f^x^  .  .  .  f^x    étant  des   fonctions  entières.     Cela    posé,    il    est    clair 
qu'en  vertu  des  théorèmes  III  et  V,  on  aura  le  suivant: 

Théorème  VII.     Quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle  r    exprimée  par 
la  formule  (32),  en  faisant 

(33)  y,x=f^^    et    O^V^  +  tfx^V^^ 

on  aura  toujours 

Y  <px 


rt„— 1 


log  xa, 


ta 

irinr    v/v 

ai 


en  représentant  par   Fk   le  produit  1 .  2  .  3  ...  (A;  —  1). 

9. 

Nous  avons  considéré  précédemment  les  quantités  x^j  a^^  .  .  .  x^  comme 
des  fonctions  de  «o  7  ^1  »  ^2  ?  •  •  •  Co ,  c^ ,  c, ,  ...  Supposons  maintenant  qu'im 
certain  nombre  des  quantités  a?i,  a^j,  .  .  .  ic^  soient  données  et  regardées 
comme  des  variables  indépendantes;  et  soient  a^j,  ce, ,  .  .  .  ic^*  ces  quantités. 
Alors  il  faut  déteiminer  «o ,  ai ,  .  .  .  Cq  ,  ^i ,  .  .  .  de  manière  que  le  premier 
membre  de  l'équation  (3)  soit  divisible  par 
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Cela  ce  fera  à  Taide  des  équations  (26).     Les  /i'  premières  équations, 

Ox^  Y(p,x,  =  f, .  e,x,  }/(piX, , 

,    Ox^  ^(PiXi  =  e^ .  e,x^  y^^.x,, 
(35) 


Ox^.  Vç^i  V  =  V .  ^1 V  l/^Pi^^' 

donneront   fi^   des    quantités    a©  >  ^i  7  •  •  •  ^o  >  ^i  »  •  •  •    exprimées    en   fonction 

rationnelle  des   autres  et  de   a?i,  Xj,  .  .  .  a?^, ,  Vy^i?  Vç^^g?  •  •  •  \^ii'* 

Le  nombre  des  indéterminées  Oq  ,  «i ,  .  .  .  a, ,  ^0 ,  Cj ,  .  .  .  r^  est  égal  à 
m-|-7i-|-2;  donc,  comme  il  est  aisé  de  le  voir  par  la  forme  des  équations 
(35),  on  pourra  faire  ,a'  =  m-|-n-|- 1.  Cela  posé,  en  substituant  les  valeurs 
de  «0,  «1,  .  .  .  Co,  Cj,  .  .  •  dans  les  fonctions  Qx^  Q{x^  .  .-. ,  la  fonction  en- 
tière {pxf(f^x  —  {Q^'^fif^x  deviendra  divisible  par 

(•C  """*  X\f  \X  X^)    •    •    •    \X  "~"~  Xg^*)» 

En  désignant  le  quotient  par  i?,    on  aura 

(36)  B  =  A{x  —  x^^^i){x  —  a;^'+a)  •  .  .  {x  —  x^). 

Donc   les    jj.  —  fi'    quantités    a^^+i,  a:^'+2y  .  .  .  cc^,    seront    les    racines    d'une 
équation,   i?  =  0,    du  degré   /t  —  fi\   dont  tous  les  coefficiens  sont  exprimés 

rationnellement    par    les    quantités    a:^,    x^,   Xg,  .  .  .  ic^, ,    Y<px^j  Y^%j  •  .  . 

^(px^. . 

Faisons 

*1  =  «8  =  «3  =  •  •  •  =  «Al.  =  I7 

«A«.+l  =  «A-.+2=  •   •   •   =  V  =  *"  ^ï 

^/<'+i  ==^3/1 7   ^M*-»-»  =^=  ^2  ?  •  •  •  ^/«  =^  y^'  7 

y  çu? 

(37)  V^^i  +  V^^^H hV^^A*.  — V^-^/  — V^/ V^V 

où  v  est  une  expression  algébrique  et  logarithmique.     Les  quantités   Xj,  x^y 
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.  .  .  x^/j  Xi\  x^\  .  .  .  ic^/  sont  des  quantités  variables  quelconques,  et  yi^y^j 
.  .  .  t/y,  seront  détermînables  à  l'aide  d'une  équation  du  degré  y\ 

Maintenant  nous  veiTons  qu'on  pourra  toujours  rendre  v'  indépendant 
du  nombre  //i-f-^^a  des  fonctions  données.  En  effet,  cherchons  la  plus  petite 
valeur  de  y\  En  supposant  indéterminées  toutes  les  quantités  ao ,  a^ ,  .  .  •  Cq  , 
Cl ,  .  .  • ,  il  est  clair  que  fi  sera  égal  à  l'un  des  deux  nombres  2  n  -|-  ^i  ^t 
27/i-f-Vg,  Vi  et  v^  représentant  les  degrés  des  fonctions  (p^Xj  tp^x.  Soit  par 
exemple 

on  doit  avoir  en  même  temps 

/t  =  ou  >  2m  -|-  Vg , 
d'où,  en  ajoutant,  on  tire 

fiz=ovL>m-\'n-\-  ^^2^^  î 

or 

y'  =zfi  —  fi  z=^fi  —  m  —  n  —  1, 
donc 

y'=ou> -^^^— 1, 
ou  bien,  en  désignant  le  degré  de  (px  par  v, 

(38)  v'=ou>y— 1. 

On  voit  par  là  que  la  plus  petite  valeur  de  y'  est   — ^ —   ou  -^  —  1,    selon 

que  y  est  impair  ou  pair.  Donc  cette  valeur  est  indépendante  du  nombre 
i^^_|_^^  des  fonctions  données;  elle  est  précisément  la  même  que  le  nombre 
total  des  coefificiens  (^o?  <^m  <^27  •  •  •  ^^^s  le  sixième  théorème.  On  aura 
maintenant  ce  théorème: 

— =j    oh   r   est   une  fonction   rationnelle 
ytpx 

quelconque  de  x,  et  tpx  une  fonction  entière  du  degré  2 y — 1  ou  2y^  et 
soient  x^j  x^^  .  .  .  x^^j  x^\  x^\  .  .  .  x^/  des  variables  données.  Cela  posé^ 
quel  que  soit  le  nombre  fi^  -|-  fi^  des  variables^  on  pourra  toujours  trouver^ 
au  moyen  dune  équation  algébrique^  y  —  1  quantités  y^ ,  ^j ,  -  .  .  yv-\  tel- 
les que 

(39)  i  ^'^''^^^^'^ hV'^A'.  — V^^i'  — V^^«' V^V 
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V   éiant    algébrique   et    logaritkniiqae^    et    «, ,    è, ,  .  .  .  By_^    égaux   h   -\-\    ou 
à  —1. 

On  peut  ajouter  que  les  fonctions  ^i,  y^,  .  .  •  yy-x  restent  les  mêmes, 
quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  rationnelle  r,  et  que  la  fonction  v 
ne  change  pas  de  valeur  en  ajoutant  à  r  une  fonction  entière  quelconque 
du  degré  v  —  2. 

10. 

Les  équations  (35)  qui  déterminent  les  quantités  Oq,  «j,  .  .  .  C(,,  c^,  .  .  . 
deviendront 

Pour  déterminer   f^,  £,,  .  .  .  «y_i,    on  aura  les  équations 

OyiY^Mi     =—     «1^1     y^iPi^n 

/41N  /    %«  y^i^î   =—    ^%Oiy%   y^%y%, 


Oyy-i  y<Piyy-i  =  —  ^y-i  ^lyy^i  y<Ptyy.-i . 


Les  fonctions  y^  y%^  -  >  •  yy-i  sont  les  racines  de  l'équation 

/42)  WA^Ti^.  — .(^i^)^_M =  0 

Le  degré  de  la  fonction  0y  est  nzzz^'  '  ^'  ' i,    et  celui  de  O^y  est 

11. 

La  fommle  (39)  a  lieu  si  plusieurs  des  quantités  Xj,  a-,,  .  .  .  x/,  x^\  .  .  . 
sont  égales  entre  elles,  mais  dans  ce  cas  les  équations  (40)  ne  suffisent  plus 
pour  déterminer  les  quantités  Oq  ,  «i ,  .  .  .  ^o  ?  ^i  7  •  •  •  ?  car  si  par  exemple 
Xj  =  Xj  =  •  •  •  =  X;fe ,  les  k  premières  des  équations  (40)  deviendront  iden- 
tiques.    Pour  avoir  les  équations  nécessaires  dans  ce  cas,  posons  pour  abréger 
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Ox  .  y^iiC  —  O^X  ,  \(PiX  :=  kX. 

L'expression    j ^    doit  avoir  une  valeur  finie  en  faisant  x=zXi,     On  en  / 

déduit,  d'après  les  principes  du  calcul  différentiel,  les  k  équations 
(43)  kx^  =  0,  rxi  =  0,  rxi  =  0,  .  .  .  A^*-'^Xi  =  0, 

et  ce  sont  elles  qu'il  faut  substituer  à  la  place  des  équations 

dans  le  cas  où  iCi  =  x^  =  •  •  •  =  x^ . 


xxn. 

SUR  LE   NOMBRE    DES    TRANSB^ORMATIONS   DIFFÉRENTES    QU'ON   PEUT 

FAIRE  SUBIR  A  UNE  FONCTION  ELLIPTIQUE  PAR  LA  SUBSTITUTION 

D'UNE  FONCTION  RATIONNELLE  DONT  LE  DEGRÉ  EST  UN  NOMBRE 

PREMIER  DONNÉ. 


Journal  fQr  die  reine  und  angewandte  Mathomatik,  herausgogebeu  von  Crelle,  Bd.  3,  Berlin  1828. 


Soit  pour  abréger 
(1)  ^»  =  (i_ic*)(l— cV),    J''  =  {l  —  if){l  —  c'Y) 

et  supposons  qu'on  satisfasse  à  l'équatîon  dîiférentîelle 

en  y  substituant  pour  y  une  fonction  rationnelle  de  x  de  la  fonne 

^^  ^  ~  Bo  +  B,a^+ h  ^2»+i>^''  ' 

où   2n-|-l   est  un  nombre  premier,  et  où  Tun  au  moins  des  coefficiens  -4,,+i 
et  -62»+ 1   est  différent  de  zéro.     En  supposant,  ce  qui   est  permis,   la  fraction 

précédente  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  nous  dirons  que   -^    se  trans- 

forme  en   a  - r-    par  la  substitution  d'une  fonction  du  degré  2n-\-l, 

Il  s'agit  maintenant  de  trouver  toutes  les  valeurs  différentes  de  y  qui  ré- 
pondent à  la  même  valeur  de  2n-[-  1.     Si  l'on  fait 
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et  qu'on  désigne  par  10  une  fonction  de  ô,  telle  que 

dd=::—T-    pour   xz=Xd^ 

et  en  outre 

l{0)  =  0, 

il  suit  immédiatement  de  ce  que  j'ai  dit  sur  le  problème  général  de  la  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques  dans  le  n®  138  du  journal  d'astronomie 
de  M.  Schicmache)**)^  qu'on  satisfera  de  la  manière  la  plus  générale  à  l'équa- 
tion  -^=a— 7-    dans  le  cas  où   J5j^^i=z=0,    en  prenant 

_  '('-A)(l-X?l.)-(l-T^) 


(5)  <    c'  =  c*»+^ 


^(t+"M  T+^")  •  •  •  ^  y+^" 


l 


où  a  est  une  quantité  de  la  forme 


f  ^  j 


W  "=     2«+l     ' 

m  et  m'  étant  deux  entiers.  Maintenant,  ayant  trouvé  cette  solution,  il  suit 
encore  de  la  formule  (51)  du  mémoire  cité  que  toutes  les  autres  valeurs  de 

y  seront  de  la  forme   •  ,  J^      ?    y    étant   donné   par  (5),   f\  f^g^  g'   étant 

des  quantités  constantes  qui  doivent  satisfaire  à  l'équation 

=  (1— a:*)(l  — c'V). 

Cette  équation  donne  vingt-quatre  systèmes  de  valeurs  diflTérentes.  On  tix)uve 
ainsi  qu'à  chaque  valeur  de  a  répondent  24  valeurs  de  y  et  douze  valeurs 
du  module  c\  Mais  comme  les  valeurs  de  y  sont  deux  à  deux  égales,  mais 
de  signes  contraires,  nous  n'en  compterons  que  douze.  Par  la  même  raison 
nous  réduirons  le  nombre  des  valeurs  de  c'  à  six.  Cela  posé,  si  l'on  fait 
pour  abréger: 


•)     Mémoire  XIX  do  cette  édition. 
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.rM        /  -  X* 


on  trouvera  aisément  ces  valeurs  cori'espondantes  des  trois  quantités  c',  a,  y: 
(9) 

I.        II.  m.  IV.  V.  VI. 

,        1         (i-M*        M+M*        /i-"T        (i+'^'T 

a=±|,  q:<î*,  ±^(1 +*)V,  t|^(1 -*)V,  ±  ^  (!  +  «)%  q:.i(l-n)V, 

)«t?  d;)  l  +  €     v  +  ^Z'      1  —  *    v  +  dp     !-{'€{    v  +  dpi      1  —  ei  v^dpi 

^         ■    1    t?  u    p  1  —  C     V  +  dp      1  +  €    V  +  dp     1  —  £1     V  +  dpi      1  +  «*    »'  +  ffp^ 


de  p  V 


(où  t  =  }crT). 


On  voit  qu'à  chaque  valeur  de  c'  correspondent  deux  valeurs  différen- 
tes de  la  fonction  y.  Maintenant  si  Ton  attribue  aux  nombres  m  et  m'  des 
valeurs  entières  quelconques,  on  aura  toutes  les  solutions  possibles  de  notre 
problème.  Or  panni  ces  solutions  il  n'y  aura  qu'un  nombre  fini  qui  soient 
différentes  entre  elles.     Cherchons  d*abord  les  solutions  diflFérentes  qui  répon- 

ô        17 

dent  au  premier  cas,  savoir  c'  =  €*   et   y  =  — --•      Pour    les    trouver,    soit 

a  une  valeur  de  a  et  désignons  les  valeurs  correspondantes  de  y,  p,  v,  cï, 
6  par  y\  p\  v\  â\  «'.  Cela  posé,  il  est  évident  que  si  ?/'  doit  être  égal  à 
±  y,    on  doit  avoir 

Or  en  vertu  de  l'équation  (8)  on  ne  pourra  avoir  jp'  =^^,  à  moins  que  les 
quantités  À^a,  À*(2«),  .  .  .  À*(w«)  ne  soient,  quoique  dans  un  ordre  différent, 
égales  à  celles-ci: 

X^a\  A*(2a'),  .  .  .  X\na'). 
Soit  donc 

où  fi  est  moindre  que  n.  On  en  tire  Aa'  =  ±ÎL(,ua),  d'où,  en  vertu  du  thé- 
orème II  du  n®   138  du  journal  d'astronomie, 
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a' =  fcco -j- fc'co' ±  ^aa, 
où  k  et  h'  désignent  des  nombres  entiers  quelconques.     Cela  donne 

et  puisque   A[6-[-(2n-[- l)a]=^À#,    et  que   2n-f-l   est  un  nombre  premier, 
il  s'ensuit  que 

p^^=p,   v'  =  Vy    â^  =  âj    «'  =  €. 

Donc  les  solutions  qui  répondent  à  a  et  «'  sont  précisément  égales  en- 
ti'e  elles. 

Soit  d'abord  m'  =  0    en  sorte  que    a  =  - — —p.     Si  Ton  fait  k'  =  0.  et 
'    qu'on  détermine  les  nombres  k  et  u  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation 

^  2n+l  ~  2n+l  ' 
on  am'a 


a 


2/1+1 

mco 


On  voit  par  là  que  la  solution  qui  répond  à   a=z  .     est   la   même  que 

celle  qui  répond  à  a=  ^    _l,  i  '    ^^^^  ^^^  ®^^*  ^• 

Supposons  maintenant  m'  différent  de  zéro,  on  aura 


/        7        17//,     '^V"^  +  w*V'^' 
«  =:fca,  +  fc«,  ±        27+1        • 

Si  l'on  détennîne  les  deux  nombres  entiers  ^  et  k'  par  l'équation 

^  2n+l  ~  2«  +  l 
et  k  par  celle-ci: 

^  2«+l  ~  2n  +  l 

où  V  est  positif  et  moindre  que   2  »  -|- 1 ,   on  aura 

/  to'-l-J'Ctf 

On  voit  par  là,    que  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  différentes  de   v   et  p, 
il  suffit  de  donner  à  a  les  valeurs: 

^      ^  271+1  '     2/1+1  '     2^T'      2/»+l   '   '   '   '   "2r7+ir* 
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Or  toutes  les  solutions  ainsi  obtenues  seront  effectivement  diflFérentes  entre 
elles;  car  si  Ton  attribue  à  a  et  à  a'  deux  valeurs  différentes  de  la  série 
(10),  il  est  clair  qu'on  ne  pourra  satisfaire  à  l'équation 

a' =  fcco -[- fc'co' ± //« , 

qui  exprime  une  condition  nécessaire  de  l'identité  des  deux  solutions  qui 
répondent  à  a  et  à  a^ 

Donc  le  nombre  des  solutions  diflTérentes  qui  répondent  à  y  =  — .  —   est 

2n-j-2.  Maintenant  si  l'on  attribue  à  a  toutes  les  valeurs  (10),  les  formu- 
les (9)  donneront  12(2n-f-2)  solutions,  et  il  est  évident  que  toutes  les 
12(2?i-|-2)  valeurs  correspondantes  de  y  seront  nécessairement  diflFérentes 
entre  elles.  Cependant  il  ne  répond  à  ces  24(w-|-l)  solutions  que  12(n-f-l) 
valeurs  du  module.  Il  faut  observer  que  la  conclusion  précédente  n'a  pas 
lieu  pour  le  cas  particulier  où  n  =  0.  En  eflFet,  dans  ce  cas  y  n'aura  que 
douze  valeurs  différentes,  car  les  deux  valeurs  a  =  £y,  a  =  co',  auxquelles 
dans  ce  cas  se  réduisent  les  quantités  (10),  donneront  pour  y  une  même 
valeur,  savoir  y='X.     Il  faut  remarquer  également  que  le  module  c  ne  doit 

pas  avoir  les  valeurs  zéro  ou  un.     Dans  ces  cas  la  fonction    /  —-  n'est  plus 

une  fonction  elliptique,  mais  circulaire  ou  logarithmique. 

On  pouiTa  mettre  les  huit  dernières  valeurs  de  y  (9)  sous  une  autre 
forme  qui  est  à  quelques  égards  plus  élégante.  En  eflFet  on  pourra  démon- 
trer qu'on  a 

/  ...  (1  — 2A;,a:yc-f  ex*), 

.  .  .{l-2K'xy^~c-cx'). 

En    changeant    le    signe    de    x,    on    aura    des    expressions    semblables   pour 

V'\-âp  et  V'\-âp  Y —  1 .  Les  quantités  Aj^  ,  fc^ ,  fe, ,  .  .  .  k^  sont  données 
par  la  formule 


On  a  pareillement 


J{0)  désignant  la  quantité 


1  — c.A«(Aia) 


k 


/ ^(h^) 


— c  î 


''         l  +  r..3L*(fia) 
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Donc  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  (3),  qui  exprime 
la  valeur  de  y,  se  trouvent  décomposés  en  facteurs  dans  tous  les  cas. 

Dans  le  cas  où  le  module  c  est  moindre  que  Tunité,  les  équations  (9), 
nous  font  voir  que  généralement  les  modules  des  transformées  sont  imagi- 
naires, excepté  ceux  qui  répondent  à 

et  en  même  temps  à  Tune  des  solutions  I,  II,  III,  IV.  Il  n'y  a .  donc  que 
huit  modules  réels.  Si  Ton  ne  désire  que  ceux  qui  sont  moindres  que  Funité, 
on  n'en  aura  que  quatre.  Cependant  il  pourra  arriver,  c  ayant  des  valeurs 
particulières,  qu'un  plus  gi'and  nombre  des  modules  transformés  soient  réels. 
Je  ferai  voir  dans  une  autre  occasion,  comment  on  pourra  trouver  toutes 
ces  valeurs  particulières.  Pour  le  moment  je  ferai  connaître  une  manière 
d'exprimer  toutes  les  valeurs  du  module  c'  à  l'aide  de  produits  infinis.  ' 

Si  c  est  moindre  que  l'unité,  œ  sera  une  quantité  réelle,  w'  au  contraire 
sera  imaginaire;  car  on  a 

Jo     ^  ^      '  Ji    V(*»-l)(l-c»;r*) 

c'eat-à-dire  que,  si  l'on  fait 

a        C^  dx 


JoVa-a; 


> 


2     j^  y(i—x^)(i—h^x^) 

où 

on  aura 

W  étant  une  quantité  réelle  comme  co.     Cela  posé,  les  2n-[-2   valeurs  de  a 
deviendront  : 

10  (Oi-\-  10  C)i-\-  (2n  -\-  l)w 


... 


2n-}-l       2n+l  2n+l 

A  la  place  de  ces  valeurs  on  pourra  aussi  mettre  celles-ci: 

€0  ai  tDi  +  2  co      Gi  +  4  w  (Oi  -\-  4nio 


J    -^   — r'v  î 


2n+l'     2«  +  l         2n+l   '      2n+l    '  2«  +  1 

oîi  i=y^~ï. 
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En  faisant  c=l,  ^  =  7-  (formule  189  t  II,  p.  177*),  et  mettant  en- 
suite bu)  et  bUf  au  lieu  de  œ  et  cD,  et  enfin  a  =  6  — OU  on  trouvera 
i.6=faj  et  la  formule  donnera  après  quelques  réductions  faciles, 

(12)  Àô=4^y^.sin  -^ô  .L    ^    V-  ;  ^JL    ^    u  ;  ^j 


Vo        *        l^     /    [l-22.co8(lj6)  +  2^]  [1-233  co8^(^J-d^^ 


0 

TT 

Cl) 


OÙ  2  =  ^ 

Pour  calculer  la  valeur  de  €  d'après  l'équation  (8),  il  suffit  de  chercher 

les  valeurs  de  AJ-^-j-aj,  À  -^-|-2a  ,  .  .  .  ^l-  o""!-^"  ^^  moyen  de  la 
formule  précédente,  et  de  les  multiplier  ensuite  entre  elles.  Si  l'on  fait  d'a- 
bord  a  =  -s — r-T   on  trouvera  aisément 

Jn-f- 1 


^^^)  f—^'M    -["i+gîn+i  r+î»(«»+» 

De  même  si  l'on  fait 


-     —  •   •   • 


et  si  l'on  pose  pour  abréger 


6ii-\-  2fiO} 


on  parviendra  à  cette  formule: 

(14)  e=:2.)/jf.g-»^^.  |Hi(_^?.j^.  l  +  fe-<Z^y  .  .  T. 

[       l+d/^.jîn  +  l  I4.((îç.22»+l)  j 

Donc  on  voit  que  pour  avoir  toutes  les  valeurs  de  «,   il   suffit  de  substituer 
dans  l'expression 


(15)  2.yî.(i 


,V     ll  +  q*    1  +  q^  1  +  q 


+  q      1  +  q^  l  +  3*"-i 

1  1 


2m  \2 

•  •  •  I    , 


au  lieu  de  q,  les  2w  +  2  valem-s  2*»+\  2*»+\  (fiq^'"^\  <îî  ^''-'S  .  .  .  (JJ"  g'^^S 
1?  <^i7  <^î)  •  •  •   étant  les  racines  de  l'équation    â^^'^^zzzl.      Deux   seulement 


*)     Voyez  p.  347  de  cette  éditiou. 
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des  valeurs  de    e   sont  réelles,    savoir  celles    qui  répondent  à  la  substitution 
de  2*»+'  et  2*"+\    c'est-à-dire  à 


a  =  -7r    .  .     et    a  = 


2n+l  2«+l 

Il  suit  encore  des  fonnules  précédentes  que  toutes  les  2n-|-2  valeurs 
de  €  sont  nécessairement  diflTérentes  entre  elles,  excepté  peut-être  pour  cer- 
taines valeurs  particulières  du  module  c.  Ayant  ti'ouvé  les  valeurs  de  «,  on 
aura  celles  du  module  c'  à  Taide  des  équations  (9).     Il  est  à  remarquer  que 

l'expression  (15)  est  précisément  la  valeur  de   ^Cj   comme   on   peut  le  voir 

en  faisant   0  =  -^'     Dans  le  cas  où  l'on  suppose  y  de  la  fonne   —  ~  ?    le 

nciodule  c'  sera  égal  à  a*  d'après  les  formules  (9),  donc  |^c'  =  e.  Par  con- 
séquent dans  ce  cas  le  module  c  se  changera  successivement  dans  toutes  les 
valeurs  du  module  c\  si  l'on  remplace  dans  la  formule 

,X6)  rc=2.y^.(i±f{^:--.r. 

«n-fl  2»i-f-l  2n-fl_  «n+l 

Ce  théorème  s'accorde  parfaitement  avec  le  théorème  énoncé  par  M. 
Jacobi  dans  le  tome  III.  p.   193  de  ce  journal.      Seulement   à   l'endroit   cité 

la  fonction  de  q^  qui  exprime  la  valeur  de  ^c,  est  présentée  sous  ime  autre 
forme.  Donc  on  trouverait  immédiatement  le  théorème  de  ce  géomètre,  si 
l'on  pouvait  parvenir  à  démontrer  l'identité  des  deux  fonctions 


1  9  25 


(17)  yq-(\ 


t-    11  + q*     1  +  q*  Y_         q*  +  q*  +  q'i  + 


•      ■      • 


+  q      1  +  2'  /  l  +  2q  +  2q^  +  2q^  + 


On  pouiTa  encore  démontrer  qu'on  aura  les    2?i-[-2  valeurs  de  c',    en 
mettant  dans  la  formule 


(18)  y  c = i 


r     1  —  r'     1  —  r^ 


-j_  r     1  +  r^     1  +  r^ 

2n4-l_  in+i_  2n-f-l  2«+l 

les  quantités  r*»+\  ^ r,  â^^J-,  âlYr,  .  .  .  (^^VT-,    au  lieu  de  r,  la  letti-e   r 


désignant  la  quantité   e    ®    .     Cette  quantité  est  liée  à  q  par  l'équation 


^og{^yiog\^j]=7i\ 


SUR  LE  NOMBRE  DES  TRANSFORMATIONS  DIFFÉRENTES  otc.  465 

Pour  avoir  la  valeur  du  coefficient  a  il  faut  conuaitre  celle  de  d  (8). 
Or  on  pourra  la  déduire  aisément  de  la  fonnule  (12),  en  y  faisant  0  =  a^ 
2aj  .  .  .  na.  On  trouve  de  cette  manière  que  les  valeurs  de  â  qui  répondent 
respectivement  à 

ù)  0i  C)i-\-2io  (Di-\-4nio 

"—  2n+ï'    2«+l  '    ~2T+T'  '  '  '  "2n+l    ' 

sont  égales  à  celles  que  prend  l'expression 


7c  t-  11  —  0^    1  —  0^         \^ 


(19)  ,  =  2^Vi    -^.i= 


q     1  —  3* 


•     • 


J 


Sii+1  2n-f-l  8n-fl  2f>4-l 

en  y  substituant  au  lieu  de  q  les  valeurs  ç*"'*'S    Y^j  ^iVî?  <^ïVî7  •  •  •  «^î^Vî- 


51) 


XXIII. 


/         / 


THEOREME  GENERAL  SUR  LA  TRANSFORMATION  DES  FONCTIONS  ELLIP- 
TIQUES DE  LA  SECONDE  ET  DE  LA  TROISIÈME  ESPÈCE. 


Journal  fUr  dio  reine  and  angowandte  Mathematik,  heraiisgegeben  von  CrtUe,  Bd.  3,  Berlin  1828. 


Si  une  intégrale  algébrique  f{y^x)  =  0  satisfait  à  Téquation 

dj/  dx 

7(1 -7*)  (ï-^^^^  "~  ^  '  Vô^^^Xi^^^")  ' 

on  aura  toujours 
r  A  +  B  X* <h! ÇA' +  3' y*   % 


n»  ^  m 


OÙ  A^  Bj  n  sont  des  quantités  données,  A'^  B\  wi,  h  des  quantités  constantes, 
fonctions  des  premières,  et  ])  une  certaine  fonction  algébrique  de  y  et  x.  Il 
est  très  remarquable  que  les  paramètres  m  et  w  sont  liés  entre  eux  par  la 
même  équation  que  7/  et  x,  savoir  /(w,ri)  =  0.  Dans  le  cas  où  n  est  in- 
fini, le  premier  membre  deviendra  seulement  une  fonction  de  la  seconde 
espèce,  et  dans  ce  cas  on  pourra  démontrer  que 

^^    J^    ^        V(l-^^)(l-o^v^)      J^     ^      -^  V(l-y^)(l-c'V) 

où  V  est  une  fonction  algébrique  des  variables  x  et  y. 

Au  reste  il  est  aisé  de  démontrer  la  formule  (a).      Il  n'y  a  qu'à  diffé- 
rentier  Téquation 

/dx  r  dy 

T/"(r^"^^)(i-cV)  ~j  1/(1-^^x1=7^^ 

par  rapport  au  module  c.     Je  me  réserve  de  donner  dans  un  autre  mémoire 
des  développemens  plus  étendus  sur  le  théorème  ci-dessus. 


XXIY. 


NOTE  SUR  QUELQUES  FORMULES  ELLIPTIQUES. 


Joamal  fQr  die  reine  nnd  angewandte  Mathematik,  heraasgegeben  von  CreUf,  Bd.  4,  Berlin  1829. 


Dans  le  second  tome  de  ce  journal  j'ai  donné  plusieurs  formules  pour 
le  développement  des  fonctions  y  a,  /a,  i^a,  dans  le  cas  où  les  modules  e 
et  c  sont  réels.  Il  sera  facile  d'en  déduire  des  formules  analogues  pour  le 
cas  oh  e*  est  une  quantité  négative,  comme  nous  allons  voir. 

Soit  pour  plus  de  simplicité  c  =  1.     Cela  posé,  si  l'on  fait 

(1)  Xa=/(-;-U],    où   i  =  ^,-^^-.. 

on  trouvera  aisément,  par  la  définition  de  la  fonction  /,  qu'on  a 

(2)  a=f  .- ^;  .   _.    .     , 

en  faisant 

x  =  ka    et   c  =  -—- 

Vl  +  e^ 

Donc  le  module  c  est  plus  petit  que  l'unité,  et  comme  on  a  6  =  ^1  —  ^*,  b 
sera  son  complément. 
On  trouvera  aussi 


:» 


10 j  r  dx  j  r        dd 

~~    Jo  va  —  .r")  (T—  c*x')  ~    j«  y  1  —  c»  sii^* » 


2        " J  0  "/(i  —  «*)  (i  —  c*V») 
(3) 


2   ""    Jo  V(ï—  -r*)  (1  —  /'*.»•=•)  ~~     j„  y  1  _  /,»  8in  *  »  ' 
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Si  Ton  fait 

(4)  ;L'a=fr^â^,  ra^yn^^v^, 

on  aura  encore 

(5)  X'a  =  (p{^-  —  ba],   y'a  =  bFi^-  —  ba], 


et  en  faisant 


«        de 


• /^x  ^  —  f ^^^ •^  — r 


on  a,  en  vertu  de  (3) 

(7)  ^  =  ^'   œ  =  bio\   m  =  bm\ 

Considérons  maintenant  d'abord  la  formule  (185)  p.   176*),    qui    donne 
la  valeur  de  fa.      Pour   en   déduire   celle   de    la   fonction   Àa,   il   suffît    de 

mettre  -^ ba  à  la  place  de  a.     Faisons  donc  a  =  -^ — iÔ,  et  posons  pour 

abréger, 

(8)  ()  =  e    °',   r  =  e    ^''': 
alors  la  fontmle  (185)  donne  sur  le  champ 

OÙ 

/8^>i  ^ î  _ (1  +  ^)(1  +  ^^)  ._:^ . 

Or  on  a 


(1  _  r^^+y  _  (pr"»  —  (}-'  ?••"+')'  =  (1  —  p*  r^^")  (1  —  p-^  r'^-^^) 

et 

(l-|-r*"+^)«^(pr"*  — p-^r"'+^)^  =  (l  +  pV*)(l  +  p-^r»'"+*), 

par  conséquent  l'expression  de  X0  deviendra,  en  développant, 

/Qv  2  A— A    i-"!?!    ^~g^^^    1  —  g-^r»    l  —  Q^r*^    l  —  g-«r^ 

1^ j j  '^^  —  "*  •  1  +  ç»  '  1  +  ç«r=^  '  1  +  Q-^r^  '  1  +  ç8r*  '  1  +  ç-«r* 

Avec  la  même  facilité    on   tirera    des    deux   formules   (184)    et  (186),    en   y 
faisant  a  =  -^ bO^ 


')     p.   346  do  cette  édition. 
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riO^  l'6-A'        2«        (l-e*r)(l-ç-*r)(l-ç«r»)(l-ç-»r»).^. 

m^  1"/»— .4"        2ç        (l  +  çV)_(l_+ç-*r)(l+ç«r»)(l_+ç-«r»)... 

^      ''  i'  — ^    •Ï4.ç»"(l"4:ç»,.«)(i4.ç-»r«)(l  +  ç«r*)(l  +  ç-»H).;.' 

oh  A\  A"  sont  donnés  par  les  formules 

(12)  yi^  =  (l  +  r')(l+r«)  (!  +  >•«) . . . 


—  5 


(13)  yi"= 


(l_^)(l_r3)(l_r^)... 
7,_(l  +  r»)(l  +  r*)(l  +  r6).,. 


(l  +  r)(l  +  r«)(l  +  r^)... 


On  pourra  trouver  pour  A,  A\  A"  d'autres  expressions  beaucoup  plus  sim- 
ples et  qui  donneront  des  fonnules  très  remarquables. 

Si  Ton  fait,  dans  la  formule  (9),   6=  9"\~~9~h  ^^  ^^^^ 


ai' 


^<?=/(2-*)  =  -f-=--,   et   (,«  =  e  =-r, 

donc  en  substituant, 

,5  \S 


l_./l+r     14- r»     14- r 


=  A 


%  ._  — . 


c  11 — r     1 — r*     1  —  r* 


> 


=  ^% 


c'est-à-dire,  en  vertu  de  la  formule  (8'), 

\ 

c 

d'où 

y  C 

En  faisant,  dans  l'expression  de  X'O^   ^^^  o  ~l~  o  ''»    ^^^  * 


donc 


e  '      \   1  — ri  —  r* 


8 


d'oh  l'on  tire,  en  vertu  de  l'équation  (12), 

2Vr 
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Enfin  si  Ton  fait  dans  la  formule  (11)    0  =  -^?    on  trouvera 

donc 

et  par  suite 


A''  = 


4 

2i~r 


En  compai-ant  ces  valeurs  de  A^  A\  A*'   à  celles  données  plus  haut,    on   en 
déduira  ces  fonnules: 

(14)  r«=-î~'"  '""'  '""' 


—  •  •  • 

5 


+  r     l  +  r^     1+rû 

(16)  j>Â  =  p.f;.^+^-.i±r;4±r!..., 

(16)  f5  =  V2.V..i±^.i±^.i±S.-. 

dont  Tune  est  une  suite  des  deux  autres. 

Si  dans  l'expression   de   10    on  fait    d  =  0,    après  avoir  divisé  les  deux 
membres  par 

l_ç'  =  2^+.... 
et  qu'on  remarque  que   -  —  =1,    pour    d  =  0,    on  obtiendra 

(17)  h  l/g -(1 --')(! —^)-(L---^-. 

V^V  f^'r    7c         (1  +  r«)  (1  +  »•*)  (1  +  r«)  . . . 

De  là  on  tire,  en  siibstittiant  la  valent  de    \  c 

nn\         l/Z  _  (1  +r)(l-r»)(l+r»)(l-r*). . . 
V^°^  r    7ir  ~  (i  —  r)  (1  +  r»)  (1  —  r»)  (1  +  r*)  . . . 

=  (l_l_r)»(l  +  r»)*(l  +  r*)*...x(l  — r»)(l  — r*)(l  — r«)... 

=  [(i+'-)(i+'-*)(i+^')---r-(i+'-)a+'-*)(i+o.-- 

X(l_r)(l-r»)(l  — r»)... 

A  l'aide  des  formules  (16,  14,  18)  il  est  facile    de   trouver   l'expression  des 
produits  infinis 
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(l  +  r)(l  +  0(l  +  r»)...,    (l_r)(l-,-'')(l-r»).... 
En  effet,  si  ron  fait  pour  abréoer 

et  qu'on  ait  égard  à  la  fonnule 

(1  _,)(,_'.)(f^,.>).,.=(i  +'-)(i  H-0(i  +-■•)  ■  •  •  ^P-P\ 

les  formules  (14,   16)  donneront  sur  le  champ 
d'où  l'on  tire 

(20)         p=v'iyj^.-  i"=i'-f  •-.^- 

On  connait  donc  les  produits   P  et  P\     En   les   multipliant   enti*e    eux,   il 
viendra 

18 

(21)  (1  +  r)  (1  +  r^)  (1  +  r«)  (1  +  r^)  •  •  •  =  -,-^,-  . 

De  même  la  formule  (18)  donne,  en  substituant  les  valeurs  de  P,  P', 

}/>'=P'.P'.(l-r)(l-r*)(l-r»)..., 
et  de  là: 

12       s  _ 

(22)  (i-r){l-r^){l-r^)  .  .  .  ='i-^t^y^i;^ 

V2.Vr 

fonnule    due  à  M.  Jacohi   (Tome  IIL  p.   193,    où    ce  géomètre   en   présente 
plusieurs  autres  très  remarquables  et  très  élégantes). 

Des  fonnules  démontrées  précédemment   on   peut   aisément    en  tirer   un 
grand  nombre  d'autres.     En  voici  quelques  unes  des  plus  remarquables. 

Si  l'on  fait  pour  abréger 

(23)  2  =  «"""', 
on  aura 
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10 


/ciA\       -i  I  ^^       \  2       ir-       .  1 — 2(7*C08  2cr  4"<7*     1 — 2  g^  cos  2  x -\- n^ 

(24)     X\ — x]  =  -  -  •  yq  .  siiia;  .  -^ ^ ^ — p4-  -^ ^ "o  — r   « 

^      ^         ^  7t      I         y  G  1 — 2q   cos2x-\-q^    1 — 2q^co»2x  +  q^ 


(2^\    l^{'''  A-^\/'^'  \ln    co^x   l  +  Veo«2^  +  ?^    l  +  2q^co,2.v  +  q 


8 


(26)r  £-x  =Vï.-^ 


1  —  2^   cos2^  +  3«    1  — 2^3co8  2j:  +  î6 
l  +  2^cos2^+<7«    l  +  2y3co8  2a?  +  <7«' 


2(2' cos  2;c  +  5-*    1  —  2 j^  cos  2x  +  j® 


Ces  formules  ont  été    déduites   respectivement   des   formules  (11,   10,  9),    en 
changeant  c  en  6,  et  en  faisant  ensuite 

En  comparant  ces  valeurs  à  celles  que  M.  Jacobi  a  données  pour  les 
mêmes  fonctions  à  l'endroit  cité,  on  parviendra  à  des  r&ultats  remarquables. 
Ainsi,  en  faisant  dans  la  fomuile  (3)  de  M.  Jacobij  Jc  =  Cj  on  aura 

14-27C08  2d:  +  2<7*  cos4a;-{-2q^  cos6a'-[-  •  •  • 
.         i  —  2(2' cos 2 A' +  25'*  cos 4:»  —  2g'^  cos6.c+ •  •  • 

^    _(l  +  2qcos2a;  +  q^){l  +  2q^co&2a!  +  q^)(l-^2q^cos2x  +  q^^),.. 

~  (ï^2Yco8^2^^^^"^)  (  •  • . 

formule  qui  doit  avoir  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  réelles  de   x   et  ç, 
en  supposant  q  moindre  que  l'unité. 

En  prenant  les  logarithmes  des  valeurs  de  ki  —  x\  etc.,  on  trouvera  après 
quelques  réductions  faciles: 

(28)     log  A I  -—  X  =  log  2  —  ^  log  c  —  {—,7i-\-'  log  sin  x 

+  2[c^s2x.j-J-^  +  ^cos4a;.j-^,  +  |cos6.^ 


... 


a' 


(29)    logÀ'   — a;   =log2  +  ^logi  — |logc  — :i--j7i  +  logcosa; 


+  2  ( cos  2 a; .  j-^— 4- 1 cos  4a; .  j-|-p  +  ^ cos  6x .  j^-p -|- . 

(30)  logr(^a:)=ilogi  +  4(cos2a;.^-,  +  icos6a;.-j-?^,+  ...) 
En  faisant  a;  =  0,  on  trouvera: 


(81) 


i«g(|)=8-(ré7.+*TiV-+i-i4^-+---) 
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(82)     l„g(i)=i.^:,_21„g2+4(,|^-l.j|'^.  +  i.,|-    _ 


^•S  ^.5 


—  ^  •     r_  r^'\'i'lZ.r^'\'i'  l  _  ,.10  + 


•  •  • 


Eu  posant  dans  les  formules  (206)  et  (207)  t.  II,  p.  180*):  «  =  1— ^*,    ou 
trouvera  les  expressions  suivantes: 

(33)  A I -^^  a;  j  =  ^^J .  Vî .  j siu  x .  y_  ^  -j-  sin  3a; .  j-J^  ^,  +  sin  6x .  j--^,  + 

(34)  À'(-;;;x)==A^.V3.(œsa;.-^-^^-  +  cos3x..j^^,  +  co85x.j|^,-h...). 

(^68  fonimles  sont  peut-être  les   plus   simples    qu'on   puisse  trouver  pour  ex- 
primer les  fonctions  elliptiques  en  quantités  connues. 

Voici  encore  deux  autres  formules  qu'on  déduira  des  équations  (204) 
et  (205)  t.  II,  p.   179*),  en  y  faisant   «  =  -ô ^^' 

*"? 'TT      /  -r* *.l— X  mSx ^3 — 3x  *,5x ^5— &z 

(35)      x'Uu'x)=^.. [-,--- r.    _i___lv    r:  

(36)  A((»x)=^,  .(    j_^ ^-^^3 [-     j_^, j, 

r  désignant  la  même  chose  que  précédemment. 

Il  est  à  remarquer  que  les  quantités  r  et  q  sont  liées  entre  elles  par 
l'équation  : 

(37)  \ogrAogq  =  7i\ 

A  l'aide  des  expressions  des  modules  c  et  h  données  plus  haut,  on 
pourra  trouver  une  relation  générale  entre  les  modules  de  deux  fonctions 
elliptiques  qui  sont  réductibles  l'une  à  l'auti'e.  En  effet  on  pourra  démon- 
trer, comme  je  l'ai  fait  dans  un  des  demiei"s  numéros  des  „A8tronomisclie 
Nachrichten"**),  que  si  deux  fonctions  elliptiques  réelles 

(38)  F{c, 0)  =  f  --       '^l  .        ,    F{c\ 0')  =  f         ^!^:.      , 

Jo  VI  —  c'sin^O  JoVl  — <î    8in*a 


')     P.  350  do  cette  édition. 

^)     Mémoire  XX  do  cotto  édition. 
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dont  les  modules  c  et  c'  sont  moindres  que  l'unité,  sont  réductibles  Tune  à 
l'autre  à  l'aide  d'une  relation  algébrique  enti-e  sinO  et  huïO\  on  peut  trou- 
ver deux  nombres  entiers  m  et  n,  teLs  que  l'équation 

de 


(39)  ».r -,-.:'«-,./■ 


Vl—b'^sm*e 


71  Tl 


—    n    ^^      c ^ 


soit  satisfaite;  6'  est  le  complément  de  c\  savoir    6'  =  yi — c'^,        • 

Si  cette  condition  est  remplie,   on  pourra  toujours  déterminer  sind'   al- 
gébriquement  en   sind   de  sorte  que 

(40)  F{c\6')  =  a.F{c,e), 

où  a  est  un  coefficient  constant. 

Cela  posé,  désignons  par  ai",  cD",  r',  ^f'  les  valeurs  de  œ\  cD',  r,  g;  qui 
répondent  au  module  c\  on  aura  en  vertu  de  la  formule  (14) 

V7  _  (l-rO(l-r-3)(1^^^5)... 
•^      ~(1+0(1  +  ^'')(1  +  ^'^)---' 

r'  étant  égal  à  e    ®'    .     Mais  l'équation  (39)  donne 


ù)"  n       lo' 


a"  m      Q' 


donc 


c'est-à-dire  que 


n     i»)' 

•  —  Tf 


n 
m 


Donc  on  a  ce  théorème: 

Une  fonction  elliptique  réelle  étant  proposée,  si  son  module  c  est  donné 
par  la  formule: 

on  aura  le  module  de  toute  autre  fonction  elliptique  réelle,   réductible   à   la 

n 

première,  en  mettant  au  lieu  de  r  la  puissance  r*",  oh  n  çX  m  sont  deux 
nombres  entiers  et  positifs  quelconques;  autrement  dit,  on  aura,  en  désignant 
par  c'  le  module  de  la  nouvelle  fonction. 
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En  faisant 

(43)  ^=v^-n-\^-\^-\t^---' 

on  aura  encore  la  formule  suivante: 

(44)  V?  =  |^.(jg-".;±<1  H-?[^it?!|.  .  .  . 

Dana  le  cas  particulier  où  le  module  c  est  y\j    on  a  aï'  =  ai',    donc 

r  =  e"^  =  5. 
De  là  il  suit  que  le  module  c  de  toute  fonction  elliptique  réelle,  qui  est  ré- 
ductible  à  la  fonction     / : — ?    est  donné  par  la  fonnule: 

JoVl  — i.sin^d  ^ 

1 — e—f*'^    1 — «—5/*'»    1  —  e-^f^^ 


(45)    y-c.  =  { 


•     • 


2.T  4.'r  6,T 


=  Y2, 


•  — — —     —  -   •   •    •  4 


•T  3.T  6 1 

1  -f  éî~  ^      1  +  «"  >       1  +  «~    Ai 

OÙ  fi  est  un  nombre  rationnel  quelconque. 

D'ailleurs,    dans  ce  cas   c  pourra  toujours  être  exprimé  en   termes  finis 
à  l'aide  de  radicaux. 

Si  l'on  suppose  b'  =  c^  on  a  c'  =  b^  a}''  =  €D\  iD"r=£o';    mais 

donc 


De  là  nous  concluons: 

Si  deux  fonctions  elliptiques  réelles  dont  les  modules  sont  complémens 
Tun  de  l'autre,  sont  réductibles  entre  elles,  le  module  sera  doimé  par  la 
formule  : 

(46)  \c=-  — 


•  ■  • 


l-l-*--''.'^     l_|-e-3iV^     l-^fi-S'V/» 
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et  son  complément  h  par  celle-ci: 

(47)        vi='=i':^' 1- ^'— ^ 


•  •  • 


n  3.r  5.1 

oh  jji  est  un  nombre  rationnel  quelconque. 

Nous  ajouterons  qu'on  a  en  même  temps 

(48)  F{b,e')=ic}ru.F{c,e), 

où  k  est  un  autre  nombre  rationnel.     Cela  donne  immédiatement  le  théorème 
suivant  : 

Si  réqnation  différentielle 
(49)  *  -—^ -  =  a.  *^ 


y^ — %*  +  cy         Va + i/^*  +  cr* 

est  intégrable  algébriquement,  il  faut  nécessairement  que  le  coefficient  a  soit 
égal  à  la  racine  carrée  d'un  nombre  ratiœmel  et  positifs  en  supposant  que 
les  quantités  A^  B^  (7,  a  soient  réelles  ;  et  si  a  est  de  cette  forme,  on  pourra 
trouver  une  infinité  de  valeurs  convenables  pour  A^  i?,  C. 

Nous    tenninerons    ces    remarques    par   la    démonstration    dune    fonnule 
curieuse,    qu'on  tire  de  la  première  des  équations  (20),  savoir  de  la  fomuile 

(l  +  r)(l+0(l+r^)...=f2.-;^-^. 

V'hc 

En  y  changeant  c  en  ft,  h  se  changera  en  c,  et  r  en  ç,  donc: 

24 

(l+î)(l+2^)(l+3^)----=y2.  ,t^. 

Vbc 

En  comparant  ces  formules,  on  voit  que  Téquation 

(50)       i~-(l  +  ^)(l  +  ^')(l  +  0  •  •  •  =7!-(l  +  2)(l  +  ?^)(l+2^)  •  .  .. 

Vr  i  q 

a  lieu  toutes  les  fois  que  les  quantités    r    et  j  sont  moindres  que  l'unité  et 
liées  entre  elles  par  l'équation 

logr .  logç  =  n^. 
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Il   existe  un  grand   nombre  de   relations  semblables   entre  q   et   r,   par 
exemple  la  suivante  : 

qui  est  due  à  M.  Cauchy  (Exercices  de  mathématiques).      On  pourra  la  dé- 
duire de  la  formule 

)/Z=i  +  22  +  22*  +  2î'»+..., 

donnée  par  M.  Jacobtj  en  y  changeant  c  en  b. 


XXV. 

MÉMOIRE  SUR  UNE  CLASSE  PARTICULIÈRE  D'ÉQUATIONS  RÉSOLUBLES 

ALGÉBRIQUEMENT. 


Journal  fUr  die  reine  nnd  angewandto  Matheinatik,  heransgegèben  von  Crelle,  Bd.  4,  Berlin   1829. 


Quoique  la  résolution  algébrique  des  équations  ne  soit  pas  possible  en 
général,  il  y  a  néanmoins  des  équations  particulières  de  tous  les  degrés  qui 
admettent  une  telle  résolution.  Telles  sont  par  exemple  les  équations  de 
la  forme  x"  —  1  =  0.  La  résolution  de  ces  équations  est  fondée  sur  certai- 
nes relations  qui  existent  entre  les  racines.  J'ai  cherché  à  généraliser  cette 
méthode  en  supposant  que  deux  racines  d'une  équation  donnée  soient  telle- 
ment liées  entre  elles,  qu'on  puisse  exprimer  rationnellement  l'une  par  l'autre, 
et  je  suis  parvenu  à  ce  résultat,  qu'une  telle  équation  peut  toujours  êti'e  ré- 
solue à  l'aide  d'un  certain  nombre  d'équations  moins  élevées.  Il  y  a  même 
des  cas  où  l'on  peut  résoudre  algébriquement  l'équation  donnée  elle-même. 
Cela  arrive  par  exemple  toutes  les  fois  que,  l'équation  donnée  étant  iiTéduc- 
tible,  son  degré  est  un  nombre  premier.  La  même  chose  a  encore  lieu  si 
toutes  les  racines  d'une  équation  peuvent  être  exprimées  par 

x,  Ox^  O^x,  O^x^  .  .  .  6**~^a:,    où    6"x  =  x, 

Ox  étant  une  fonction  rationnelle  de  a:,  et  O^x^  O^x^  .  .  .  des  fonctions  de  la 
même  forme  que  Ox^  prise  deux  fois,  trois  fois,  etc. 

L'équation    — — :p  =  0,    où  n  est  un  nombre  premier,   est  dans  ce  cas; 

car  en  désignant  par    a   une   racine   primitive  pour  le   module   w,    on    peut, 
comme  on  sait,  exprimer  les  w  —  1  racines  par 
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•£/•        X       m        X  J        *^  •        m       m       m       »C  m  OU  X  '  X» 

c'est-à-dire,  en  faisant   x'*  =  dxj   par 

x,  Ox,  e^x^  e^x,  .  .  .  tf"-'x,    où    d"-'x  =  x. 

La  même  propriété  appartient  à  une  certaine  classe  d'équations  à  la- 
quelle je  suis  parvenu  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

En  général  j'ai  démontré  le  théorème  suivant: 

„Si  les  racines  d'une  équation  d'un  degré  quelconque  sont  liée»  entre 
elles  de  telle  sorte,  que  toutes  ces  racines  puissent  être  exprimées  rationnel- 
lement au  moyen  de  lune  d'elles,  que  nous  désignerons  par  x]  si  de  plus, 
en  désignant  par  6x,  O^x  deux  autres  racines  quelconques,  on  a 

ee,x  =  e^0Xj 

l'équation  dont  il  s'agit  sera  toujours  résoluble  algébriquement.  De  même, 
si  l'on  suppose  l'équation  irréductible,  et  son  degré  exprimé  par 

y  v  JÉÈ 

où  «1,  «j,  .  .  .  «^  sont  des  nombres  premiers  diflFérens,  on  pourra  ramener 
la  résolution  de  cette  équation  à  celle  de  Vj  équations  du  degré  «j,  de  y, 
équations  du  degré  a,,  de  v^  équations  du  degré  «s  etc." 

Après  avoir  exposé  cette  théorie  en  général,  je  l'appliquerai  aux  fonc- 
tions circulaires  et  elliptiques. 


§  1. 

Nous  allons  d'abord  considérer  le  cas  où  l'on  suppose  que  deux  racines 
d'une  équation  irréductible*)  soient  liées  tellement  entre  elles,  que  l'une  puisse 
être  exprimée  rationnellement  par  l'autre. 

Soit 

(1)  ^         (px=:0 

une  équation  du  degré  i/,  et  x'  et  x^  les  deux  racines  qui  sont  liées  enti'e- 
elles  par  l'équation 


*)  Une  [équation  yjrizO,  dont  les  coefiiciens  sont  des  fonctions  rationnelles  d'un 
certain  nombre  de  quantités  connues  «,  />,  c,  .  .  .  s'appelle  irrêdiu:tihle,  lorsqu'il  est  im- 
possible d'exprimer  aucune  de  ses  racines  par  une  équation  moins  élevée,  dont  les  coef- 
ficiens  soient  également  des  fonctions  rationnelles  de  a,  6,  c  .  .  .  . 
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(2)  x'  =  ex, , 

où  0x  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  quantités  connues.  La 
quantité  x'  étant  racine  de  l'équation,  on  aura  y(a:')  =  0,  et  en  vertu  de  l'é- 
quation (2) 

(3)  (p{ex,)  =  o. 

Je  dis  maintenant  que  cette  équation  aura  encore  lieu,  si  au  lieu  de  x, 
on  met  une  autre  racine  quelconque  de  l'équation  proposée.  On  a  effective- 
ment  le  théorème  suivant*). 

Théorème  T.  „Si  une  des  racines  d'une  équation  irréductible  q)x  =  0 
satisfait  à  une  autre  équation  fx  =  Oj  oh.  fx  désigne  une  fonction  ration- 
nelle de  X  et  des  quantités  connues  qu'on  suppose  contenues  dans  ifx\  cette 
dernière  équation  sera  encore  satisfaite  en  mettant  au  lieu  de  x  une  racine 
quelconque  de  l'équation  ç)x  =  0." 

Or  le  premier  membre  de  l'équation  (3)  est  mie  fonction  rationnelle  de 
a;,  donc  on  aura 

(4)  y(tfx)  =  0,    si    ç)x  =  0, 

c'est-à-dire  que  si  x  est  une  racine  de  l'équation  (px=Oj  la  quantité  Ox 
le  sera  également. 

Maintenant,  d'après  ce  qui  précède,  Ox,  est  racine  de  l'équation  yx  =  0, 
donc  60x,  le  sera  aussi;  OOOx,^  etc.  le  seront  également,  en  répétant  l'opé- 
ration désignée  par  0  un  nombre  quelconque  de  fois. 


*)  Ce  théorème  se  démontre  aisément  comme  il  suit: 

Quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle   fxy   on    peut   toujours    faire  /.l'zz— -?  où  J/ et 

N  sont  des  fonctions  entières  de  x,  qui  n'ont  pas  de  facteur  commun;  mais  une 
fonction  entière  de  x  peut  toujours  être  mise  sous  la  forme  P-\-Q,rfx,  où  P  et  Q 
sont  des  fonctions  entières,    telles    que    le    degré  de    P  soit  moindre    que   celui    de   la 

fonction  <fx.     En  faisant  donc  J/  =  P-|-  Q.q^v,  on  aura  /.r  =  — -^  ^-^^  •     Cela  posé,   soit 

Xi  la  racine  de  (px-=.0  qui  satisfait  en  même  temps  k  fx-=iO\  x,  sera  également  une 
racine  de  l'équation  Pzz  0.  Or  si  P  n'est  pas  zéro  pour  une  valeur  quelconque 
de  Xy  cette  équation  donnera  x,  comme  racine  d'une  équation  d'un  degré  moindre 
que    celui    de    q^xznO,    ce    qui    est    contre    l'hypothèse;     donc    PziO    et    par    suite 

fx  =:  q^x  —  ^   d'où  l'on  voit  que  fx  sera  égal  k  zéro  en  même  temps  que  tpx  c.  q.  f  d. 
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Soit  pour  abréger , 

eex,  =  e*x,]  ee^'x^—.e'x,:,  e6'x,  =  e'x,  etc., 

on  aura  une  série  de  quantités, 

(5)  X,,  Oxi^  ^"^17  O^'-'^i'i  ^^•''m  •  •  -î 

qui  toutes  seront  des  racines  de  l'équation  ifjr=z  0.  La  série^  (5)  aura  une 
iîiiinité  de  tenues;  mais  Téquation  yx  =  0  n'ayant  qu'un  nombre  fini  de  ra- 
cines dîttérentes,  il  faut  que  2)lusieiii's  ([uantités  de  la  série  (5)  soient  égales 
entre  elles. 

Supposons  donc 

ou  bien 

(6)  tf"(tf**Xi)  — fl'-Xi  =  0, 

en  remarquant  que   6>"*^"iCi  =  tf''6"*Xi. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (fJ)  est  une  fonction  rationnelle  de 
fl*"j*,  ;  or  cette  quantité  est  une  racine  de  l'équation  ifx=.0^  donc  en  vertu 
du  théorème  énoncé  plus  haut,  on  pourra  mettre  x^  au  lieu  de  O'^Xi.  Cela 
donne 

(7)  fl"A  =  u;,, 

où  l'on  peut  supposer  que  n  ait  la  plus  petite  valeur  possible,  de  sorte  que 
toutes  les  quantités 

(8)  x'i,  ex,,  e\c,, . . .  e^'-'x, 

soient  diflérentes  entre  elles. 
L'équation  (7)  donnera 

e'e''x,  =  e'x,,  ou  6"''x,  =  e'x,. 

Cette  fonnule  fait  voir  qu'à  partir  du  terme  0*'~^x, ,  les  tenues  de  la 
suite  (8)  se  reproduiront  dans  le  même  ordre.  Les  n  (|uantités  (8)  seront 
donc  les  seules  de  la  série  (5)  (pii  soient  ditterentes  entre  elles. 

Cela  posé,  si  fi>n,  soit  x^  une  autre  racine  de  ré(iuation  proposée, 
qui  n'est  pas  contenue  dans  la  suite  (8),  il  suit  du  théorème  1  que  toutes 
les  quantités 

seront  égaleinent  des   l'acities  de   l'étitiatiou    projxjîjée.      Or  je   din   (|ue    cette 

61 
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suite  lie  coiitieiulni  que  n  ([uautités  clittérentes  entre  elles  et  de«  (juaiititcV; 
(8).  Eu  effet,  ayant  0''x^  —  x^  =  0,  on  aura  en  vertu  du  théorème  1, 
0''x^  =  x^j  et  par  suite 

e''^'x^  =  e'x^. 

Donc  les  seules  quantités  de  la  série  (9)  qui  paissent  être  différentes  entre 
elles,  seront  les  n  premières  - 

(10)  A,  Ox^^  O^x^^  .  .  .  tf^-^Xj. 

Or  celles-ci  seront  nécessairement  différentes  entre  elles  et  des  quantités  (8). 
En  effet,  si  Ton  avait 

0*^x^  =  0' x^, 

oîi  711  et  V  sont  moindres  que  n^  il  en  résulterait  fl'"x*j  =  6>'Xi,  ce  qui  est 
impossible,  car  toutes  les  quantités  (8)  sont  différentes  entre  elles.  Si  au 
contraire  on  avait 

erx^  =  e'x^, 

il  en  résulterait 

donc 

c'e^t-à-dire  que  la  racine  x^  serait  contenue  dans  la  série  (8),  ce  qui  &&t 
contre  l'hypothèse. 

Le  nombre  des  racines  contenues  dans  (8)  et  (10)  est  2n,  donc  //  sera 
ou  égal  à  2w,  ou  plus  gi'and  que  ce  nombre. 

Soit  dans  le  deniier  cas  x^  une  racine  différente  des  racmes  (8)  et  (10), 
on  aura  une  nouvelle  série  de  racines 

r       tir       (i^  r  fl"-*:r 

et  Ton  démontrera,  précisément  de  la  même  manière,  que  les  n  premières  de 
ces  racines  sont  différentes  entre  elles  et  des  racines  (8)  et  (10). 

En  continuant  ce  procédé  jusqu'à  ce  que  toutes  les  racines  de  l'équation 
if,x=^Q  soient  épuisées,  on  verra  que  les  u  racines  de  cette  équation  seront 
partagées  en  plusieurs  groupes,  composés  de  n  termes;  donc  /«  sera  divisible 
par  w,  et  en  nommant  m  le  nombre  des  groupes,  on  aura 

(11)  /i  =  m.n. 
Les  racines  elles-mêmes  senmt 
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(12)  (   ar,,   da;,,   e*x^,  .  .  .  tf»-'x,, 


^m?     ^^«7      ^    ^mî    •    •    •    ^  ^W 


Si  m=l,  on  aui'a  7i  =  ^,  et  les  /i  racines  de  Téquation  ç)ic  =  0  seront  ex- 
primées par 

(13)  Xi,  dxi,  tf^a;,,  .  .  .  e^-^x,. 

Dans  ce  cas  l'équation  <px  =  0  est  résoluble  algébriquement,  comme  on  le 
verra  dans  la  suite.  Mais  la  même  chose  n*aura  pas  toujours  lieu  lorsque 
m  est  plus  grand  que  Tunité.  On  pourra  seulement  réduire  la  résolution  de 
réquation  (px=zO  k  celle  d'une  équation  du  n*^'  degré,  dont  les  coefficiens 
dépendront  d'une  équation  du  m'*"'  degré;  c'est  ce  que  nous  allons  démontrer 
dans  le  paragraphe  suivant. 


§  2. 

('onsidénms  un  quelconque   des  groupes   (12),    par    exemple  le  premier, 
et  faisons 

(  (^  -  ^0  {x  -  ex,)  {x  -  e'x,) . . .  (x  -  e^-'x^) 

les  racines  de  cette  écjuation  seront 

X*   ,       Cr  X,  ,       ^19       ...1/  1) 

et  les  coefficiens  i4/,  il/',  .  .  .  A^^"^  seront  des  fonctions  rationnelles  et  symé- 
triques de  ces  quantités.  Nous  allons  voir  qu'on  peut  faire  dépendre  la 
détermination  de  ces  coefficiens  de  la  résolution  d'une  seule  équation  du 
degré  m. 

Pour  le  montrer,  considérons  en  général  une  fonction  quelconque  ration- 
nelle et  symétrique  de  ar, ,  dx^  O^x,^  .  .  .  d"~*-ri,   et  soit 

(15)  y.=f{x,,  ex,,  e*x,,  . . .  <?»-»x,) 

cette  fonction. 

En  mettant  au  lieu  de   c,  successivement  .ï%,  .Tj,  .  .  .  ^„,  la  fonction  y, 

01* 
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prendra  m  valeurs  (Uiférentes,  que  nous  désignerons  par  ^i,  y»,  ys?  •  •  •  y»'  Cela 
posé,  si  Ton  forme  une  équation  du  degré  m  : 

dont  les  racines  soient  y^,  y,,  y^^  .  .  .  y«,  je  dis  que  les  coefficiens  de  cette 
équation  pourront  être  exprimés  rationnellement  par  les  quantités  connues, 
qu'on  suppose  contenues  •  dans  l'équation  proposée. 

Les  quantités  Ox^^  ^^^m  •  •  •  ^""^2:1    étant  des  fonctions  rationnelles  de 
.Tj,  la  fonction  yj  le  sera  également.     Soit 


I 


Vi  =  ^^t  » 


(17)  /    nous  aurons  atissi 


I 


y^  =  Fx^,  y^  =  I\,\  .  .  7j^  =  Fx„. 


En  mettant  dans  l'équation  (15)  successivement  Ox^^  ^'^1?  ^^^u  •  •  • 
0**~^x^  au  lieu  de  x^,  et  en  remarquant  que  O^'x^  =  x^^  6"+*x^  =  drr^, 
0''^^x^  =  0^x^  etc.,  il  est  clair  que  la  fonction  y^  ne  change  pas  de  valeur; 
on  aura  donc 

De  même 

y,  =  Fx,  =  F{ex,)  =  F{e*x,)=  .  .  .  =F(d"-'x,), 


y„  =  Fx^  =  F{0x^)  =  F{e*x^)  =  ...=  F(<?-'a-J. 

En  élevant  chaque  membre    de    ces    équations   à    la    r'*"'    puissance,    on 
on  tire 


(jg^      ,  r»=l' [(^-^O" + (f^^y + •  •  •  +  (Fô''-'^*n 


H 


y:,  =  ^^.[{FxJ''-^(F0x„Y-\-  .  .  .  ^iFO-^x^Y]. 
En  ajoutant  ces  dernières  équations,  on  aura  la  valeur  de 

yl  +  y"»  +  !/"» -\ h  z/« 
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exprimée  eu  fonction  raftonneUe  et  syinéinque  de  toutes  Iojî  racines  de  Féqua- 
tion  y^a^  =  0,    savoir: 

(19)  ;/H-.yï+y;+  •  •  •  +y:;=  [^(p^Y- 

Le  second  membre  de  cette  équation  peut  être  exprimé  rationnellement 
par  les  coefficiens  de  (fx  et  Ox^  c'est-à-dire  par  des  quantités  connues.  Doncî 
en  faisant 

(20)  ,v=t/r+2/ï+ysH hK, 

on  aura  la  valeur  de  i\^  pour  une  valeur  quelconque  entière  de  v.  Or, 
connaissant  v^^  r^^  .  .  .  ?•„,  on  en  pourra  tirer  rationnellement  la  valeur  de 
toute  fonction  symétrique  des  quantités  y^,  /y^,  .  .  .  y^.  On  pourra  donc 
trouver  de  cette  manière  tous  les  coefficiens  de  l'équation  (16),  et  par  con- 
séquent déterminer  toute  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  a^^,  dx, ,  O^x^^ 
.  .  .  d"~^a:i  à  l'aide  d'une  équation  du  w'*"'  degré.  Donc  on  aura  de  cette 
manière  les  coefficiens  de  l'^iuation  (14),  dont  la  résolution  donnera  ensuite 
la  valeur  de  x^  etc. 

On  voit  par  là  qu'on  peut  ramener  la  résolution  de  l'équation  ifx=:0^ 
qui  e^t  du  degré  fi  =  ni .  n,  à  celle  d'un  certain  nombre  d'équations  du  degré 
m  et  n.  Il  suffit  même,  connue  nous  allons  voir,  de  résoudre  une  seule 
équation  du  degré  m^  et  m  équations  du  degré  n. 

Soit  xf^Xi  l'un  quelconque  des  coefficiens  ^/,  ^/,  .  .  .  A\^^;  faisons 

(21)  ^  =yï.V^^i+yï.ï/^a'2-f- yî-V'^aH hy«:V'-^«- 

Puisque  yl^x^  est  une  fonction  symétrique  des  quantités  rc^,  Ox^^  .  .  .  tf"  ^x^, 
on  aura,  en  remarquant  que    d**x^  =  x^^    0'''^^x^  =  dx^   etc. 

donc: 

On    aura   de    semblables    expressions    pour    y^t/jx^,  ^aV^^s?  •  •  •  l/m^^mf  ^'^ 

mettant  a;, ,  a^j ,  .  .  .  x^  à  la  place  de    x^ .      En    substituant   ces    valeurs,  ou 

voit  que  ty  deviendra  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  toutes  les 
racines  de  Téquation  r/)x  =  0.     En  eifet,  on  aura 

(22)  K=  \  ^(Fxyif'x. 
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Donc  on  peut  exprimer  t,,  rationnellement  par  des  quantités  connues. 

Cela  posé,  en  faisant   v=0,   1,  2,  3,  ...  m — 1,   la  fomiule  (21)  don- 
nera 


On  tirera  aisément  de  ces  équations,  linéaires  par  rapport  à  if'X^^  V^i,  .  .  . 
ipx^ ,  les  valeui's  de  ces  quantités  en  fonction  rationnelle  de  y^  ?  //«  »  y»  ?  •  •  •  y*  • 
En  effet,  en  faisant 

(23)    iy  —  y^){y  —  yz)  . . .  iy—yn) 

on  aura  , 

Les  quantités  i?o,  i?i,  .  .  .  i^«_2  sont  des  fonctions  rationnelles  de  y^, 
^3,  1/4,  .  .  .  y«,  mais  on  peut  les  exprimer  par  y^  seul.  En  effet,  en  nmlti- 
pliant  l'équation  (23)  par  y  —  y^,  on  aura 

iy—yi)ijy—y^)  •  •  •  (y— y«)=^"+/^i3^'"""'+i^23/'""'  H VPn-iy^-iu 

« 

d'oîi  l'on  tirera,  en  comparant  les  puissances  égales  de  rj: 

(25)  {  iL.i=yiK-.i-\-ih=y\-{-Pxy\-\-ihyy-\-ihi 


Ro  =2/r'+jpi.yr*+p»3/r-'H Vp 


m-l 


En  substituant  ces  valeurs,  l'expression  de  \f)X^  deviendra  une  fonction  ra- 
tionnelle de  ^1  et  de  quantités  connues,  et  Ton  voit  qu'il  est  toujours  possible 
de  ti'ouver  xffXy  de  cette  manière,  à  condition  que  le  dénominateur 
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ne  scru  pas  zéro.  Or  on  peut  donner  à  la  fonction  y^  une  inKnitë  de  for- 
mes qui  rendront  înip)ssîble  cette  écpiation.     Par  exemple  en  faisant 

(26)  y,  =  {a  —  X,)  (a  —  êx,)  {a  —  «  V'j  •  •  •  (a  —  «"-'^"i)? 

où  a  est  une  indéterminée,  le  dénominateur  dont  il  s'agit  ne  peut  pas  s'é- 
vanouir.    En  eflet  ce  dénominateur  étant  la  même  chose  que 

{îix  —  yt)(jiii~iiz)  •  •  •  (Ui—ym), 

on  aurait,  dans  le  cas  oîi  il  était  nul, 

c'est-à-dire 

(«  —  ^'0  («  —  6x,) ...  (a  —  e^'-'x,)  —  {a  —  Xf)  («  —  Ox^  ...(«  —  O^'-^x^, 

ce  qui  est  impossible,  car  toutes  les  racines  x^,  tfx, ,  O^x^^  .  .  .  tf"~^Xi  sont 
différentes  de  celles-ci:  x^^  dx^^  O^J^ki  •  •  •  O^^^Xf,.  s 

Les  coefficiens  ^/,  ^/',  .  .  .  ^^"^  peuvent  donc  s'exprimer  i-ationuelle- 
ment  par  une  même  fonction  ^, ,  dont  la  détenuination  dépend  d'une  équa- 
tion du  decrré  ta. 

Les  racines  de  l'équation  (14)  sont 

En  rempla<;ant  dans  les  coefficiens  ^/,  ^i"  etc.  y^  par  y,,  ^3,  .  .  .  ^,„, 
on  obtiendra  m — 1   autres  équations,  dont  les  l'acines  sei'ont  respectivement: 

U!.  2   ,  C7  X^    m        •       •       •        V  Xo   m 

X       Or  fl""^/*^ 


v       ôx  0'*~^x 


T/iéorhue  IL  L'équation  pn)posée  (px  =  0  peut  donc  être  décomposée 
en  ta  équations  du  degré  w,  dont  les  coefficiens  sont  respectivement  des 
fonctions  rationnelles  d'une  même  racine  d'une  seule  équation  du  degré   m. 

Cette  dernière  équation  n'est  pas  généralement  résoluble  algébriquement 
quand  elle  passe  le  quatrième  degré,  mais  l'équation  (14)  et  les  autres  sem- 
blables le  sont  toujours,  en  supposant  conims  les  coefficiens  A^\  -4/'  etc., 
comme  nous  le  verrons  dans  le  paragraphe  suivant 
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§  3.       . 

DaiLS  le  paragraphe  précédent  nous  avons  considéré  le  cas  où  vi  est 
plus  grand  que  Tunité.  Maintenant  nous  allons  nous  occuper  du  cas  où 
m=l.  Dans  ce  cas  on  am-a  fi  =  n,  et  les  racines  de  l'équation  yx  =  0 
seront 

(27)  x^,  6x^,  e^x^,  . . .  e^^-'x^. 

Je  dis  que  toute  équation  dont  les  racines  peuvent  être  exprimées  de  cette 
manière  est  résoluble  algébriquement. 

Soit  a  une  racine  quelconque  de  Téquation  a^ — 1  =  0,  et  faisons 

(28)  i//u^=:(ic-f  ««x-f  a*d^x  +  «^d^x-j [-a^-'e^'-'x)'*, 

tfjx  sera  une  fonction  rationnelle  de  x.  Or  cette  fonction  peut  s'exprimer 
^•ationnellement  par  les  coefficiens  de  ipx  et  dx.  En  mettant  d'^x  au  lieu 
(Je  X,  on  aura 

maintenant  on  a 
donc 

(ce^-^x'-l- «'*-"•+' é>x-r ya>'-'e'"-'x-'r&''x  +  ae"-^'x-v  •  •  •  -i-«''-"'-'d«-'«)''. 

Or    «''  =  1,    dune 

./;d'".f  =  [«"-'"(x-l-«6'a;-j-«*<?='x-| -[-«"-'«''-'j;)]'' 

=  a^*''—'>{x-\-aex-\-  •  •  •  -^-a^-'e^-'x)", 

donc,  puisque   «'"'''""''::=  1,   on  voit  que 

iffO^x  =  tfjx. 
En  faisant  /«  =  (),   1,  2,  3,  ...  /t — 1,    et  en  ajoutant   ensuite,    on  trouvei-a 

(29)  il>x=  ^  {tf'x^-tpex-{-ip0*x-\ •  -\-tpe''-'x). 

ipx  sem  donc  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  toutes  les  racines  de 
l'équation  yx  =  0,  et  par  con.sé(iuent  on  pourra  rexprimer  rationnellement 
par  des  quantités  connues. 
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Soit  tpx  =  Vj   on  tire  de  Téquation  (28) 

(30)  yv  =  X'{'adx-{'a^e^x-\ [^a^-^Of^-'x. 

Cela  posé,  désignons  les  /i  racines  de  l'équation 

«^  —  1  =  0 
par 

(31)  1?  «M  «8j  «s»  •  •  •  «/*-n 
et  les  valeurs  correspondantes  de  v  par 

(32)  Voj  V,,  V,,  Vs,  .  .  .  v^_^, 

réquation  (30)  donnera,   en  mettant  à  la  place  de   a   successivement  1,  «j, 

^2  J    ^8  7     •    •    •    ^fi—l  • 

yvo  =  x  +   ex  -|-   e^x   +  — |-  d^-'x, 


fv,     =x-^   a.Ox   +   aie^x   -\ {-a^-'d^'-'x, 


(33) 


/« 


yy,     ==a:+   «^ôa;  -f  alB^x  -j 1- «?-•«"-* a; , 


Eu  ajoutant  ces  équations  on  aura 

(34)        x=-i[-^+f«;+Vt^,+V*r3+ . . .  +yv:»], 

où  l'on  a  remplacé    Yvq^   qui  est  une  quantité  constante,  par  — A. 

On  connaît  par  là  la  racine  îç.  Généralement  on  trouve  la  racine  0**x 
en  nmltipliant  la  première  des  équations  (33)  par  1,  la  seconde  par  af'",  la 
troisième  par  «7"  etc.,  et  en  ajoutant;  il  viendra  alors 

(35)     «"^•=-^,-  [-^+«r"*.  î/ri+«r«.yi;,H |-«.T-i-}Vi]- 

En  donnant  à  ?/i  les  valeurs  0,  1,  2,  ...  /t —  1,  on  aura  la  valeur  de  tou- 
tes les  racines  de  Téquation. 

L'expression  précédente   des  racines  contient   généralement    u  —  1    radî- 

14 

eaux  différens  de  la  fonne    ^v.     Elle  aura  donc  11^"^  valeurs,  tandis  que  la 

62 
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racine  de  réquatioii  (px  =  0  n'en  a  que  /,t.  Mais  on  peut  donner  à  l'expres- 
sion  des  racines    une    autre    fonne,    qui    n'est    pas    sujette    à   cette    difficulté. 

f^  _ 
En  effet,   lorsque  la  valeur  de   "^Vi    est   fixée,    celle   des    autres    radicaux-  le 

sera  également,  connue  nous  allons  le  voir. 

Quel  que  soit  le  nombre   ^a,    premier  ou  non,    on  peut  toujoui's  trouver 
une  racine  a   de  l'équation    a^* — 1  =  0,    telle  que  les  racines 

«1,     «2  7     ^3  7     •    •    •    ^(tt— 1 

puissent  être  représentées  par 

(36)  a,  «*,  «%  .  .  .  a^-\ 

Cela  posé,  on  aura 

d'où  l'on  tire 

(38)       I   yv,.{^v,Y-'  =  {x-{-a'ex-i^a''e'x-\-  •  -  •  ^a'^-'^'e^~'x) 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  rationnelle  de  x,  qui 
ne  changera  pas  de  valeur  en  mettant  au  lieu  de  x  une  autre  racine  quel- 
conque ô^x,  comme  on  le  ven-a  aisément,  en  faisant  cette  substitution  et 
en  ayant  égard  à  l'équation  d^^''x  =  d''x.  En  désignant  donc  la  fonction 
dont  il  s'agit  par  yjx^  on  aura 

yv^.{yviY~''=ipx=ipdx=ipe^x=: . . .  =ipe^-'x, 

ou 

(39)        Yo, .  (Yv,  y-' = -  -  {ifjx-^ipex-^ipe^x-^ [-  ipe^-'x). 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique des  racines,  donc  on  peut  l'exprimer  en  quantités  connues.  En  le 
désignant  par  a^.?   ^^^  aura 

(40)  .   h{kr-''=^.. 

d'où 
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(41)  yv,  =  -'i'-{\^,r. 

A  l'aide  de  cette  formule  l'expression  de  la  racine  x  deviendra 

(42)  x=>-(-4+fe+^(Vt;:)«+«»((^.7)»+...+'';-(yt';)''-'). 

Cette  expression  de  x  n*a  que  /ti  valeurs  différentes,  qu'on  obtiendra  en  met- 

/< 
tant  au  lieu  de   ^v^   les  /a  valeurs: 

y^n  «y^î  «*y^M  •  •  •  «''■^f^. 

La  méthode  que  nous  avons  suivie  précédemment  pour  résoudre  l'équa- 
tion (px=zO  est  au  fond  la  même  que  celle  dont  s'est  servi  M.  Gauss  dans 
ses  „Dîsqui8itiones  arithmeticae"  art.  359  et  suiv.  pour  résoudre  une  certaine 
classe  d'équations,  auxquelles  il  était  parvenu  dans  ses  recherches  sur  l'éqiia- 
tion  x"  —  1  =  0.  Ces  équations  ont  la  même  propriété  que  notre  équation 
(px=iO'y  savoir  que  toutes  ses  racines  peuvent  être  représentées  par 

ic,  exy  e^x,  . . .  e^-^x, 

Ox  étant  une  fonction  rationnelle. 

En  vertu  de  ce  qui  précède  nous  pourrons  énoncer  le  théorème  suivant: 

Théorème  III.  Si  les  racines  d'une  équation  algébrique  peuvent  être 
représentées  par 

X,  ex,  e^x,  .  .  .  e^-'x, 

oh  d'*x  =  Xj  et  oîi  dx  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  quantités 
connues,  cette  équation  sera  toujours  résoluble  algébriquement. 

On  en  tire  le  suivant,  comme  corollaire: 

Théorème  IV.  Si  deux  racines  d'une  équation  irréductible,  dont  le  de- 
gré est  un  nombre  premier,  sont  tellement  liées  entre  elles,  qu'on  puisse  ex- 
primer l'une  rationnellement  par  l'autre,  cette  équation  sera  résoluble  algé- 
briquement. 

En  effet  cela  suit  immédiateinent  de  l'équation  (11) 

a  =  m  .n] 

car  on  doit   avoir   w=l,    si  /t   est  un  nombre  premier;    et    par  conséquent 
les  racines  s'ex])riment  par  .r,  djr,  O^jr,  .  .  .  d**'^x. 

02* 
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Dans  le  cas  oîi  toutes  les  quantités  connues  de  (px  et  Ox  sont  réelles^ 
les  racines  de  l'équation  yx  =  0  -jouiront  d'une  propriété  remarquable,  que 
nous  allons  démontrer. 

Par  ce  qui  précède  on  voit  que  a^._i  peut  être  exprimée  rationnellement 
par  les  coefficiens  de  tpx  et  Ox^  et  par  a.  Donc  si  ces  coefficîens  sont  réels, 
^>-i   doit  avoir  la  fonne 


oh    \ —  1    n'entre  qu'à  cause  de  la  quantité  a,  qui  en  général  est  imaginaire, 
et  qui  généralement  peut  avoir  la  valeur 

^7t         •        -ml T"  .  ^7t 

a  =  cos \-  y —  1  .  sm • 

fi     •    '  /i 

En  changeant  donc  dans  a  le  signe  de  y —  1  et  désignant  par  a'^^_i  la 
valeur  correspondante  de    a^_i,    on  aura 

Or  d'après  la  foiTnule  (40),   il  est  évident  que   o'^_i  =  a^_i;    donc  />=:0   et 

(43)  %_,  =  a. 

Donc    a^<_i    a  toujoui's  une  valeur  réelle.     On  démontrera  de  la  même 
manière  que 

z?i  =  c4-^V — 1    et   v^_i  =  c  —  (Zy — 1, 
oh  c  et  d  sont  réels. 
Donc 

De  là  on  tire 

(44)  2;i  =  c  +  y— ï.yô^— ~c"*, 

et  par  suite  y  a'*  —  c^=zd]   d'où  Ton  voit  que   ^a*'  —  c*   a  toujoui's  une  va- 
leur réelle. 

Cela  posé,  on  peut  faire 

(45)  '  c=(yp)^cos(y,  y^^— c'=(yp)^sin(y, 

oîi  p  est  une  quantité  positive. 
On  en  tire 
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c'est-à-dire  : 

(46)  a^znrp^; 

par  conséquent  (>  sera  égal  à  la  valeur  numérique  de  a.     Ou  voit  en  outre 
que  a  est  toujours  positif,  si  ^^  est  un  nombre  impair. 

Connaissant  p  et  ô^  on  aura 

î?,  =  (y^)/'.(cos(T  +  y— ï.sinry) 
et  par  suite 

En  substituant  cette  valeur  de  ^o^    dans    l'expression    de    x    (42),    elle 
prendra  la  fonne: 

(47)     a:  =  —    — ^-j-yp    I  cos-— ^- [«y— 1  .sm— -î^^ 


A* 


A*  '  A* 


+ '■• ]' 

oh  Qy  Aj  f^  ffj  F^  G  etc.,  sont  des  fonctions  rationnelles  de   cos  — >  sin  — 

et  des  coefficiens   de    q)x   et   dx.     On  aura  toutes  les  racines,   en  donnant  à 
m  les  valeurs  0,  1,  2,  3,  .  .  .  /i —  1. 

L'expression  précédente  de  x  fournit  ce  résultat: 

Théorème  V.     Pour  résoudre  l'équation  q)x  =  0^  il  suffit: 

1)  de  diviser  la  circonférence  entière  du  cercle  en  fi  parties  égales, 

2)  de   diviser   un    angle    rî,    qu'on   peut   construire    ensuite,    en   fi    paiiies 
égales, 

3)  d'extraire  la  racine  carrée  d'une  seule  quantité  p.     . 

Ce    théorème   n'est   que   l'extension    d'un    théorème    semblable,    que   M. 
Gauss  donne  sans  démonstration  dans  l'ouvrage  cité  plus  haut,  ait.  360. 

Il  est  encore   à   remarquer  que  les  racines    de   l'équation    y)a:  =  0    sont 
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OU  toutes  réelles  ou  toutes  imaginaires.  En  effet  si  une  racine  x  est  réelle, 
les  autres  le  sont  également,  comme  le  font  voir  les  expressions 

ex,  e^x,  . . .  0^-^Xj 

qui  ne  contiennent  que  des  quantités  réelles.  Si  au  contraire  x  est  imagi- 
naire, les  autres  racines  le  sont  aussi,  car  si  par  exemple  ô'^x  était  réelle, 
0^-~'*{d'*x)  =  0'*x  =  x,  le  serait  également,  contre  l'hypothèse.  Dans  le  pre- 
mier cas  a  sera  positif  et  dans  le  second  négatif.  Si  fi  est  un  nombre  im- 
pair, toutes  les  racines  seront  réelles. 

La  méthode  que  nous  avons  donnée  dans  ce  paragraphe,  pour  résoudre 
l'équation  q)x  =  0,  est  applicable  dans  tous  les  cas,  le  nombre  fi  étant 
premier  ou  non;  mais  si  fi  est  un  nombre  composé,  il  existe  encore  une 
autre  méthode  qui  donne  lieu  à  quelques  simplifications  et  que  nous  allons 
exposer  en  peu  de  mots. 

Soit  /i  =  m.w,  les  racines 

x,  dxj  e^x,  .  .  .  e^'-'x 

pourront  être  groupées  de  la  manière  suivante: 

X,        0'^x,       d*"a:,  .  .  .  #^— '>"'a^, 
ex,     «"•+'x,    d^-'+'ic,  .  .  .  d^"-^>'"+^a:, 


«"-'ic,    e^'^'x,    d^"-'«,  .  .  .  d~"-^a;. 
En  faisant  pour  abréger: 

(48)  d^'x  =  e^x, 

(49)  X=iX^,   Ox  =  Xij   0*X=:Xqj   .  .  .  d'"~^x  =  x„, 

on  peut  écrire  les  racines  comme  il  suit: 

X     )       X^  ,       Cr  1^  X^  ,       Cr  2^  X^  ,      .     .     .     Cr  1^        Xy  , 
2j      f        Xa  m        \J  \  Xq  •        C7  i  Xa  m      •      •      .     Cr  1  X>a  • 

(50)  '       ''»'*«'»*'  ^      «' 


^   )    ^m?     ^1^1117     "l^mf    •    •    •    Vi       a:„, 


Donc  en  vertu  de  ce  qu'on  a  vu   (§  2)   on    peut   décomposer   l'équation 
q)x  =  Oy   qui  est  du  degré  m.n,    en  m  équations  du  degré  n,  dont  les  coef- 
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iicieiis  dépendront  d'une  équation  du  degré  m.  Les  racines  de  ces  m  équa- 
tions seront  respectivement  les  racines  1',  2',  ,  .  .  m'. 

Si  n  est  un  nombre  composé  m^n^^  on  peut  décomposer  de  la  même 
manière  chacune  des  équations  du  degré  n  en  m^  équations  du  degré  Wj, 
dont  les  coefficiens  dépendront  d'une  équation  du  degré  m^ .  Si  w^  est  encore 
un  nombre  composé,  on  peut  continuer  la  décomposition  de  la  même  manière. 

Théorème  Vl.     En  général,  si  l'on  suppose 

(51)  /iiz=7ni.  VI2 .  mj  .  .  .  in^ , 

la  résolution  de  Véq nation  proposée  (px  =  0  sera  l'amenée  à  celle  de  n  équa- 
tions des  degrés 

m^ ,  Wj ,  W3 ,  .  .  .  w„ . 

11  suffit  même  de  connaître  une  seule  racine  de  chacune  de  ces  équa- 
tions, car  si  l'on  connaît  une  racine  de  l'équation  proposée,  on  aura  toutes 
les  autres  racines,  exprimées  en  fonctions  rationnelles  de  celle-ci. 

La  méthode  précédente  est  au  fond  la  même  que  celle  donnée  par  iL 
Gauss  pour  la  réduction  de  l'équation  à  deux  tenues,  x^  — 1  =  0. 

Pour  faire  voir  plus  clairement  la  décomposition  précédente  de  l'équa- 
tion (px  =  0  en  d'autres  de  degi'és  moins  élevés,  supposons  par  exemple 
/t  =  30  =  5.3.2. 

Dans  ce  cas  les  racines  seront 

X ,    vX  m    Xj    X  ■    •    •    •    C7     X  • 

Nous  formerons  d'abord  une  équation  du  6'*"*  degré,  dont  les  racines 
seront 

X,  e'x,  d'^'x,  e''x,  d*'x,  e^'x. 

Soit  i?  =  0  cette  équation,  on  peut  déterminer  ses  coefficiens,  rationnellement, 
par  une  même  quantité  y,  qui  sera  racine  d'une  équation  du  cinquième  de- 
gré:  P=0. 

Le  degré  de  l'équation  li  =  0  étant  lui-même  im  nombre  composé,  nous 
formerons  une  équation  du  3**'"*  degré:    i?,  =  0,    dont  les  racines  seront 

X-,  d''x,  d^'x, 

et  dont  les  coefficiens  sont  des  fonctions  rationnelles  de  y,  et  d'une  même 
quantité  z,  qui  est  racine  d'une  équation  du  second  degré  Pi  =  0,  dans  la- 
quelle les  coefficiens  sont  exprimés  rationnellement  par  y. 
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.   Voici  le  tableau  des  opérations: 

On  peut  aussi  commencer  par  une  équation  du  2'*"*  degré  en  x,  ou 
bien  par  une  équation  du  5'*"**  degré. 

Reprenons  Téquation  générale  (px  =  0.  En  supposant  ^=.m.n^  on 
peut  faire 

(52)  x"  -\rfy  •  X'-'  -\-f,y .  x"-»  H =0, 

oîi  y  est  déterminé  par  une  équation  du  m**"*  degré: 

(53)  y.  +  ^.y-l-j =0, 

dont  tous  les  coefRciens  sont  exprimés  rationnellement  en  quantités  connues. 
Cela  posé,  soient 

lit  =  nii ,m^.m^  .  .  .  m^^ 
(54)  {   et 

plusieurs  manières  de  décomposer  le  nombre .  ^  en  deux  facteurs,  on  pourra 
décomposer  Téquation  proposée  yx  =  0  en  deux  autres  des  œ  manières  sui- 
vantes : 

I  jFj(ic,  yi)  =  0,  dont  les  racines  seront  a:,  ©""'o;,  d*'"'x,  .  .  .  ^^"•-^^"•'ic 

(1)  I  et  les  coefficiens  des  fonctions  rationnelles  d'une  quantité  y^,  ra- 
[  cine  d'une  équation  /iyi  =  0,  du  degré  m^. 

Fi{x^y^)=:0^  dont  les  racines  seront  x^  O'^'x^  0^'^^Xj  .  .  .  tf<"'~*>"=x 

(2)  ^   et  les  coefficiens  des  fonctions  rationnelles  d'une  même  quantité 
^8,  racine  d'une  équation  f^y^zz^Q^  du  degré  m^. 


I  F^{x,y,^  =  Qy  dont  les  racines  seront  x-,  e'^'^x,  B^'^'^x,  .  . .  ^^"'^-^^"'-x 
(a;)     /   et  les  coefficiens  des  fonctions  rationnelles   d'une    même    quantité 
1  Vuii  l'acine  d'une  équation  fioyat  =  ^7  ^^^  degré  m^. 

Supposons    maintenant   que    m^^  m^,,  .  .  .  m,^   pris    deux    à    deux,   soient 
premiers  entre  eux,  je.  dis  qu'on  pouiTa  exprimer  la  valeur  de  x  rationnelle- 
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nient  par  les  quantités  y^^  y^^  y^^  .  .  .  y^.  En  effet,  si  m^,  m^,  .  .  .  rn^ 
sont  premiers  entre  eux,  il  est  clair  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  racine  qui 
satisfasse  à  la  fois  à  toutes  les  équations 

(55)  t\{x,y,)  =  0,  F,{x,y,)  =  0,  .  .  .  F^{x,y^)  =  0', 

savoir  la  racine  x.  Donc,  suivant  un  théorème  connu,  on  peut  exprimer  x 
rationnellement  par  les  coefBciens  de  ces  équations  et  conséquemment  par 
les  quantités  ^m  y«7.  •  •  •  ya>- 

La  résolution  de  l'équation  proposée  est  donc  ramenée  à  celle  de  ai 
équations:  f^y^^zzO]  /^y^=iO]  .  .  ./^ 7/^^  =  0,  qui  sont  respectivement  des 
degrés:  Wi,  tw,,  .  .  .  m^^,  et  dont  les  coefficiens  sont  des  fonctions  ration- 
nelles des  coefficiens  de  (px  et  Ox. 

Si  Ton  veut  que  les  équations 

(56)  /iyi  =  0,  /,y,  =  0,  .  .  ./,?/„  =  0 

soient  les  moins  élevées  possibles,  il  faut  choisir  m^j  /«,,  .  .  .  m^^  tels,  que 
ces  nombres  soient  des  puissances  de  nombres  premiers.  Par  exemple  si 
l'équation  proposée  (px  =  0  est  du  degré 

(57)  ^i  =  e\.el^  .  .  .  «^, 

011  fj,  fg,  ...  é„  sont  des  nombres  premiers  différens,  on  aura 

(58)  r/ii  =  €Ï',    W2  =  éï»,  .  .  .  m^  =  ëy. 

L'équation  proposée  étant  résoluble  algébriquement,  les  équations  (56) 
le  seront  aussi;  car  les  racines  de  ces  équations  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  x.     On  peut  aisément  les  résoudre  de  la  manière  suivante. 

La  quantité  y  est  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  racines  de 
l'équation  (52),  c'est-à-dire  de 

(59)  X,  d-a:,  Ô*-'ur,  .  .  .  #<"->>'-;f. 
Soit 

(60)  y  =  Fx=f{x,  e^'x,  d*-x,  .  .  .  d^"-^>«x), 
les  racines  de  l'équation  (53)  seront 

(61)  Fx-,  F{0x);  F{e'x)',  .  .  .  i'Xd— 'x); 

or  je  dis  que  l'on  peut  exprimer  ces  racines  de  la  manière  suivante: 

(62)  y,  ly,  k'y,  .  .  .  A->y, 

•    63 
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oh  hj  est  une  fonction  rationnelle  de  y  et  de  quantités  connues. 
On  aura 

(63)  F{0x)=/[dx,  eiB'^x),  0{0'^x),  .  .  .  0(0^'^'^'' x)], 

donc  F{dx)  sera,  ainsi  que  Fx^  une  fonction  rationnelle  et  symétiîque  des 
racines  x,  Ô'^Xj  .  .  .  ©^""^^""a;,  donc  on  peut,  par  le  procédé  trouvé  (24)  ex- 
primer F(6x)  rationnellement  par  Fx.     Soit  donc 

Fdx  =  iFx  =  Xy, 

on  aura,  en  renipla<;ant  (en  vertu  du  théorème  1)  x  par  Ox^  d^Xj  .  .  .  ê'^~^Xj 

Fe'x  =    iFdx    =  X^y, 
Fd'x  =  XFd'x   =  l'y, 


c.  q.  f.  d. 

Maintenant  les  racines  de  l'équation  (53)  pouvant  être  représentées  par 

on  peut  résoudre  algébriquement  cette  équation  de  la  même  manière  que 
l'équation  yx=:0.     (Voyez  le  théorème  III). 

Si  m  est  une  puissance  d'un  nombre  premier,  t/i  =  é*',  on  peut  encore  dé- 
terminer xj  à  l'aide  de  v  équations  du  degré  f.     (Voyez  le  théorème  VI). 

Si  dans  le  théorème  VI  on  suppose  que  /t  soit  une  puissance  de  2,  on 
aura,  comme  corollaire,  le  théorème  suivant: 

Théorème  VU.  Si  les  racines  d'une  équation  du  degré  2"*  peuvent  être 
représentées  par 

x,  Bx^  O^x^  .  -  .  ©^""^a;,   où   d^x  =  Xj 

cette  équation  pourra  être  résolue  à  l'aide  de  l'extraction  de  œ  racines 
carrées. 

Ce  théorème,  appliqué  à  Téquation  — ; —  —  =  0,  oh  l-|-2*^  e«t  un 
nombre  premier,  donne  le  théorème  de  M.  Gauss  pour  le  cei'cle. 
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§   4. 

Des  équations  dont  toutes  les  racines  peuvent  être  e.Tpritnées  rationnellement  par 

Vune  éCentre  elles. 

Nous  avons  vu  précédemment  (théorème  III)  qu'une  équation  d'un  degré 
quelconque,  dont  les  racines  peuvent  être  exprimées  par 

est  toujours  résoluble  algébriquement.  Dans  ce  cas  toutes  les  racines  sont 
exprimées  rationnellement  par  Tune  d'entre  elles;  mais  une  équation  dont 
les  racines  ont  cette  propriété,  n'est  pas  toujours  résoluble  algébriquement; 
néanmoins,  hors  le  cas  considéré  précédemment,  il  y  a  encore  un  autre,  dans 
lequel  cela  a  lieu.     On  aura  le  théorème  suivant: 

T%éorhne  VIII.  Soit  x^  =  ^  ^^^  équation  algébrique  quelconque  dont 
toutes  les  racines  -peuvent  être  exprimées  rationnellement  par  l'une  d'entre 
elles,  que  nous  désignerons  par  x.  Soient  dx  et  S^x  deux  autres  racines 
quelconques,    l'équation    proposée    sera    résoluble    algébriquement^    si    l'on    a 

ee,x=d^dx. 

La  démonstration  de  ce  théorème  peut  être  réduite  sur  le  champ  à  la 
théorie  exposée  §  2,  comme  nous  allons  le  voir. 

Si  l'on  connaît  la  racine  x^  on  en  aura  en  même  temps  toutes  les  au- 
tres; il  suffît  donc  de  chercher  la  valeur  de  x. 

Si  l'équation 

(64)  x^  =  0 
n'est  pas  irréductible,  soit 

(65)  (px  =  0 

l'équation  la  moins  élevée  à  laquelle  puisse  satisfaire  la  racine  Xj  les  coef- 
ficiens  de  cette  équation  ne  contenant  que  des  quantités  connues.  Alors  les 
racines  de  l'équation  (px=:0  se  trouveront  panni  celles  de  l'équation  /a:  =  0 
(voyez  le  premier  théorème),  et  par  conséquent  elles  pouri-ont  s'exprimer  ra- 
tionnellement par  l'une  d'entre  elles. 

Cela  posé,  soit  0x  une  racine  différente  de  x;  en  vertu  de  ce  qu'on  a 
vu  dans  le  premier  paragraphe,  les  racines  dé  l'équation  (px  =  0  pourront 
être  exprimées  coinme  il  suit: 

63* 
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et  en  formant  l'équation 

(66)  x^  +  A  x^-'  +  ^''x*^*  +  A^'x""-^  -I ^-  A^^-'^x  +  A<»>  =  0, 

dont  les  racines  sont  x^  Ox,  O^x^  .  .  .  O^^^^x^  les  coefficiens  A\  A'\  .  .  .  A^"^ 
poun-ont  être  exprimés  rationnellement  par  une  même  quantité  y,  qui  sera 
racine  d'une  équation  irréductible*): 

(67)  y-_|_p,y->_J_p,y-«_j |_p_,,,_^^^  =  0, 

dont  les  coefficiens  sont  des  quantités  connues  (voyez  §  2). 

La  détei-mination  de  x  peut  s'effectuer  à  l'aide  des  deux  équations  ((56) 
et  (67).  La  première  de  ces  équations  est  résoluble  algébriquement,  en  sup- 
posant connus  les  coefficiens,  c'est-à-dire  la  quantité  y  (voyez  le  théorème 
IIl).  Quant  à  l'équation  en  y,  nous  allons  démonti'er  que  ses  racines  ont 
la  même  propriété  que  celles  de  l'équation  proposée  yx  =  0,  savoir  d'être 
exprimables  rationnellement  par  l'une  d'entre  elles. 

La  quantité  y  est  (voy.  15)  une  certaine  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique des  racines  x,  Ox^  d*x,  .  .  .  d''~^x.     En  faisant 

y  =/(a:,  Bx^  B^x^  .  .  .  d"-^x), 
les  autres  racines  de  l'équation  (67)  seront 

(68)  {  yi=/(^i,  Ox,,  B'x,,  .  .  .  B^-'x,), 


Vm-l J\p^m—lJ    ^^M— 17     B    a^„_i  ,    ...    0  X^_i), 


*)  On  démontrera  aisément  que  cette  équation  ne  pourra  être  réductible.  Soit 
R=:0  l'équation  irréductible  en  y,  et  v  son  degré.  En  éliminant  y,  on  aura  une  équa- 
tion en  X  du  degré  nv]  donc  nv^fi.     Mais  on  a 

donc 

ce  qui  est  impossible,  car  v  est  moindre  que  m. 
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Maintenant,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  x^,  ...  x^_^  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  la  racine  x.     Faisons  par  conséquent 

X^  =  U^X^    X^  =  U^X^     .    .    .    X^_i  =  ^m— 1^7 

les  racines  de  l'équation  (67)  auront  la  fonne: 

y,=f{e^x,  ee,x,  e^e.x,  . . .  e^'-'e^x). 

D'après  l'hypothèse  les  fonctions  0  et  0^  ont  la  propriété  que 

ee^x  =  e^Ox, 

équation  qui,  en  veiini  du  théorème  I,  aura  lieu  en  substituant  à  la  place 
de  X  une  autre  racine  quelconque  de  l'équation  yx=:0.  On  en  tire  succes- 
sivement 

e^e^x  =  ee.Ox  =  o.o^x, 
e^e^x  =  ee^e^x  =  e.e^x, 


e''-'0,x=ee,e''-"'x=e,e''-'x. 

L'expression  de  j/i  deviendra  par  là 

7j^~/{e,x,  e.Ox,  e.e^x,  . . .  e^e^'-^x), 

et  l'on  voit  que  ?/i,  comme  y,  est  une  fonction  rationnelle  et  tiymétrtque  des 
racines 

Xm        llX  m        {/•!/,        ...Cf  Xu 

Donc  (§  2)  on  peut  exprimer  y,  rationnellement  par  y  et  des  quantités  con- 
nues. Le  même  raiaoïmement  s'appliqne  à  toute  autre  racine  de  l'équar 
tion  (67). 

Soient  maintenant  A;/,  Xiy  deux  racines  quelconques,  je  dis  qu'on  aura 

En  effet,  ayant  par  exemple 

ii;=f{eix,  ee^x, . . .  e"-*diu;), 

si 

y=/{x,  ex,  ..  .  O'-'x), 

on  aiira,  en  mettant  d^x  au  lieti  de  x, 

iy^=f{d^d^x,  eOiô^x,  . . .  6"  'e^e^x), 

où 
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donc 

n^y=f{e^e^x,  ee^e^x, . . .  e^'-'e.e^x) 

et  également 

i^xy=f(e^e^x,  ee^Oix,  . . .  e^'-^e^e^x), 

donc,  puisque    0^0iX=^6i6^x^ 

Xl^y  =  l^Xy. 

Les  racines  de  Téquation  (67)  auront  donc  précisément  la  même  pro- 
priété que  celles  de  Téquation  ç)x  =  0. 

Cela  posé,  on  peut  appliquer  à  l'équation  (67)  le  même  procédé  qu'à 
l'équation  yx  =  0;  c'est-à-dire  que  la  détermination  de  y  peut  s'effectuer  à 
l'aide  de  deux  équations,  dont  l'une  sera  résoluble  algébriquement  et  l'autre 
aura  la  propriété  de  l'équation  (px  =  0.  Donc  le  même  procédé  peut  encore 
être  appliqué  à  cette  dernière  équation.  En  continuant,  il  est  clair  que  la 
détermination  de  x  pourra  s'efifectuer  à  l'aide  d'un  ceitain  nombre  d'équations, 
qui  seront  toutes  résolubles  algébriquement.  Donc  enfin  l'équation  ipx=:0 
sera  résoluble  à  l'aide  d'opérations  algébriques,  en  supposant  connues  les 
quantités  qui  avec  x  composent  les  fonctions 

(fx^  Ox^  0iX^  OfX^  .  .  .  0„_iX. 

Il  est  clair  que  le  degré  de  chacune  des  équations  auxquelles  se  réduit 
la  détermination  de  x,  sera  un  facteur  du  nombre  fi  qui  marque  le  degré 
de  l'équation  ya?  =  0  ;  et  : 

Tliéorhme  IX.  Si  l'on  désigne  les  degrés  de  ces  équations  respective- 
ment par 

on  aura 

En  rappi'ochant  ce  qui  précède  de  ce  qui  a  été  exposé  (§  3),  on  aura 
le  théorème  suivant: 

Théorhne  X.  En  supposant  le  degré  fi  de  l'équation  yx  =  0  décompose 
comme  il  suit: 

où  «1 ,  f  jj  5  *3  5  •  •  •  ^a  sont  des  nombres  premiers,  la  détermination  de  x  pourra 
s'effectuer  à  l'aide  de  la  résolution  de  v^  équations  du  degré  fj,  de  v^  équa- 
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tious  du  degré  f^,  etc.,  et  toutes  ces  équations  seront  résolubles  algébrique- 
ment. 

Dans  le  cas  oîi   fi=:2^^    ou  peut  trouver  la  valeur  de   x   à   Taide    de 
l'extraction  de  r  racines  carrées. 

§  5. 

Application  aux  fondions  circulaires. 

En  désignant  par  a  la  quantité  -     »    on   sait   qu'on    peut    trouver    une 
équation  algébrique  du  degré  fi  dont  les  racines  seront  les  /t  quantités 

cosa,  cos2a,  cos3a,  .  .  .  cos/m, 
et  dont  les  coeflîciens  seront  des  nombres  rationnels.     Cette  équation  sera 

(70)  x^  —  i/t  x^-^ + T^^  ^5r5--^  •  x^-' =0. 

Nous  allons  voir  que  cette  équation  a  la  même  propriété  que  l'équation 
;fx  =  0,  considérée  dans  le  paragraphe  précédent. 

Soit  cosa  =  x,  on  aura  d'après  une  fonnule  connue,  quel  que  soit  a, 

(71)  cos  ma  =  d(cos  a), 

oîi  0  désigne  une  fonction  entière.  Donc  coswa,  qui  exprime  une  racine 
quelconque  de  l'équation  (70),  sera  une  fonction  rationnelle  de  la  racine  x. 
Soit  diX  une  autre  racine,  je  dis  qu'on  aura 

e0,x  =  eiex. 

En  effet,  soit  ôiX-n^cosm'a,  la  fonnule  (71)  donnera,  en  mettant  m'a  au 
lieu  de  a, 

cos  {mm' a)  =  6  (cos  m'a)  =  00 iX. 

De  la  même  manière  on  aura 

cos  {vima)  =  0^  (cos  ma)  =.0^0x^ 
donc 

00iX=:  OiOx. 

Donc,  suivant  ce  qu'on  a  vu  dans  le  paragraj^he  précédent, 

x    ou    cos  a  =  cos  — 

/^ 

pourra  être  déterminé  algébriquement.     Cela  est  connu. 
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Supposons  maintenant  que   fi  soit  un  nombre  premier  2  n  -}-  1 ,  les  raci- 
nes de  réquation  (70)  seront 

2/r  An  4:n7r  ^ 

cos - ^ — j- .  5    cos^r-^r-.  j  •  •  •  cos  ,r — r^?    cos27r. 

La  dernière  racine  cos2.t  est  égale  à  l'unité;    donc  Téquation  (70)   est  divi- 
sible  par   X — 1.      Les    autres   racines    seront   toujous  égales  entre  elles  par 

couples,  car  on  a  cos-^ — — —  =  cos^^ '      t-^   —    ?  donc  on  peut  trouver  une 

équatioii  dont  les  racines  seront, 

/„c\\  ^^^  47r  2n7c 

(72)  C08 -^^^^  j  ,    cos  2 --  j  ,  .  .  .  cos  ^^^^^  • 

Cette  équation  sera 

(73)  ;c"  -1-  \  X"-»  —  l  {n  —  l)x"-*  —  i  (»  —  2)x»-' 

Cela  posé,  soit 

27C 

cos  ,^ — T— ^  =  X  =  cos  a, 
on  aura  d'après  ce  qui  précède 

2  ?/*rr  y. 

COS  ■^—  ,-:^=  Ox  =:  coii  nia. 

L'équation  (73)  sera  donc  satisfaite  par  les  racines 

(74)  X,  Ox,  e^x,  e^x,  .  .  . 

On  a,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a, 

0  (cos  à)  =  cos  ma. 
De  là  on  tire  successivement: 

d*(cos  a)  =^    0  (cos  ma)    =  cos  m^a^ 

d^(cos  a)  =  0  (cos  m^a)   =  cos  i/i^a, 


d^(cos  a)  =  d(cos  m^'^^a)  =  cos  7/i'*a. 

Les  racines  (74)  deviendront  donc 
(75)  cos  a,  cosTna,  cos  m*a,  cos?;i'a,  .  .  .  cosm^'a,  .  .  . 
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Cela  posé,  si  m  est  une  racine  primitive  pour  le  module  2n-|-l  (voyez 
Gauss  Disquis.  arithm.  art.  57),  je  dis  que  toutes  les  racines 

(76)  cosa,  cos Tna,  cosw'a,  .  .  .  cos m"~*a 

seront  différentes  -entre  elles.     En  effet  si  Ton  avait 

cos  w^a  =  cos  7/i''a, 
oîi  ^  et  i'  sont  moindres  que  w ,  on .  en  tirerait 

Tw^a  =  ±  7w*'a -[- 2  A?7ï, 

où  k  est  entier.     Cela  donne,  en  remettant  pour  a  sa  valeur    «-— t-t-î 

w''  =  ±m*'  +  fc(2n-f-l), 
donc 

w''q:?w*'  =  w''(m^-''q:l)  =  A!(2w+l) 

et  par  conséquent  m^^'*^^^ — 1  serait  divisible  par  2n-|-l,  ce  qui  est  impos- 
sible, car  2{ft  —  r)   est  moindre  que    2w,    et  nous  avons  supposé  que  m  est 
une  racine  primitive. 
On  aura  encore 


cosw"a=:  cosa, 


car  w*" — 1    ou    (m" — 1)  (w" -|- .1)   est  divisible  par  2n-|-l,    donc 

m"  =  — l+A;(2n-[-l), 

et  par  suite 

cos  w^a  =  cos  ( —  a  -j-  fc .  2  7i)  =  cos  a. 

Par  là  on  voit  que  les  n  racines  de  l'équation  (7JÎ^)  pouiTont  s'exprimer 
par  (76);  c'est-à-dire  par: 

a-,  Ox^  eV,  d*x,  .  .  .  d"-*ir,   où   d"x  =  ic. 

Donc,  en  vertu  du  théorème  III,  cette  équation  sera  résoluble  algébrique- 
ment. 

En  faisant  n  =  mi.mi  .  .  .  m,^,  on  peut  diviser  la  circonférence  entière 
du  cercle  en  2n-j-l  parties  égales,  à  l'aide  de  o)  équations  des  degrés  mj, 
r/ijj,  7^3,  .  .  .  m^.  Si  les  nombres  ?Wi,  m^,  .  .  .  m^  sont  premiers  entre  eux, 
les  coefliciens  de  ces  équations  seront  des  nombres  rationnels. 

En  supposant  ;^  =  2**',  on  aura  le  théorème  connu  sur  les  polygones 
réguliers  qui  peuvent  être  construits  géométriquement 

En  vertu  du  théorème  V  on  voit  que  pour  diviser  la  circonférence  en- 
tière du  cercle  en  2  ti  -|-  1  parties  égales,  il  suffît 
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1)  de  diviser  la  circonférence  entière  du  cercle   en    2n   parties  égales, 

2)  de   diviser    un   arc,    qu'on   peut   construire    ensuite,    en    2n    paiiies 
égales, 

3)  et  d'extraire  la  racine  carrée  d'une  seule  quantité  p. 

M.  Gauss  a  énoncé  ce  théorème  dans  ses  Disquis.,  et  il  ajoute  que 
la  quantité  dont  il  faut  extraire  la  racine,  sera  égale  à  2n-|-l.  C'est  ce 
qu'on  peut  démontrer  aisément  comme  il  suit. 

On  a  vu  (40,  3.8,  46)  que  p  çst  la  valeur  numérique  de  la  quantité 

où   a=i=cos \-y — 1 .  sin  —  •      En  substituant  pour  a;,  Ox^  .  .  .  leurs  va- 
leurs cosa,  cos  Twa,  cosm^a,  ...  on  aura 

+  p=^(cosa-l-  a  cps  ma  -[-  a*cosw^a  "h  '  *  '  -l-a"~*cosm'*~^a) 
X  (cosa -|-a"~^cos7wa-|-a"~*cosm*a-|-  •  •  •  -l-acosm'*~*a). 
En  développant  et  en  mettant  ±  p  sous  la  forme 

on  trouvera  facilement 

f^  =  cosa.cosm^a-l-cosma.cos7A^^■*■*a-p  •  •  •  -l-cosw"~^~'*a.cosm''~^a 
-}- cos  m  "~^  a.  cos  a -{-cos  m  ""■''■*"^  a.  cos  ma -|-  •  •  •  -|-cosm"~*a.cos7w^~*a. 

Maintenant  on  a 

cos  m/a .  cos  m^^^a  =.  \  cos  {in^^^a  -[-  m^a)  -|-  \  cos  {m'*^^a  —  w^a) , 

donc 

t^  =  l-  [cos  (m^  -|-  1)  a  -[-  cos  {m^  -\-  l)ma  -\-  '  '  -  -{-  cos  {m'*  -\-  1)  w"~*a] 
-[-^[cos(m^ —  l)a-|-cos(m'* —  l)ma-[-  •  •  •  -|-cos(?/i^ —  l)w"~^a]. 

Si  l'on  fait  (m^-j- l)a  =  a',  {m^ — l)a  =  a",  on  aura 

f^  =  |[cosa'  -fd(cosa')  -l-Ô'(cosa  )  -{ ^-Ô«-'(cosa')] 

-f  I  [cosa" +  d(cosa")  + «'(cos  a")H |-Ô»-*(cosa")]. 

Cela  posé,  il  y  a  deux  cas,  savoir:  /li  est  différent  de  zéro  ou  non. 

Dans  le  premier  cas  il  est  clair  que  cosa'  et  cosa''  sont  des  racines 
de  l'équation  (73),  donc  cosa'=:d^x,  cosa"  =  d^ir.  En  substituant,  il  vien- 
dra, en  remarquant  que  0''x  =  x: 


( 

% 
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^^(^S'x-\-d'*'x-\ \-d'-'x-\-x-{-ex-\ \-d'-'x), 


donc 


t^=x-{-dx-}-e'x-{ \-6'-*x, 

c'est-à-dire  que  t^  est  égal  à  la  somme  des  racines;   par  suite,    en  vertu  de 
l'équation  (73), 

Dans  le  cas  où  ^a  =  0,  la  valeur  de  t^  deviendra:  - 

f 0  z=  ^  (cos  2  a -|- cos  2 7?ia -|-  •  •  •  -\-coH2m''~^a)-\-\n] 

or  co8  2a  est  une  racine  de  Téquation  (73),  donc  en  faisant 

co8  2a  =  d^a:, 
on  aura 

cos  2 a -}- cos  2 7/ia -|-  •  •  •  -|-cos2m"~*a 

par  conséquent 

^o  =  i^î  — i". 
En  vertu  de  ces  valeurs  de  t^  et  f^ ,  la  valeur  de  ±  p  deviendra  : 

±e=i«-i-i(«+«'+«'H h«"-0, 

mais    a -\- a* -\- a' -\- '  •  • -\- a'~*  =  — 1,    donc 

±e  =  -è«  +  i> 

et  puisque  p  est  essentiellement  positif, 

2n+  1 

e=    4    • 

Cette  valeur  de  p  donne 

donc  la  racine  cannée  qu'il  faut  extraire  est  celle  du  nombre  2w-|-l,  comme 
le  dit  M.  Gauss*). 

Christiania,  le  29  mars  1828. 


♦)    Dans  le  cas  où  n  est  un  nombre  impair,    on  peut  même  se  dispenser  de  l'ex- 
traction de  cette  racine  carrelé. 

1)4* 
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THÉORÈMES  SUR  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Journal  fUr  die  reine  und  angewandte  Mathcmatikf  herausgegeben  von  CrelU,   Bd.  4,  Berlin  1829. 


La  formule  donnée  par  M.  Jacobi  dans  le  tome  III  p.  86  de  ce  journal 
peut  être  établie  facilement  à  l'aide  d'un  théorème  que  nous  allons  démontrer 
dans  ce  qui  suit. 

En  faisant  (pd  =  x,  on  aura,  en  vertu  de  ce  qu'on  a  vu  dans  le  §  III 
du  mémoire  n®  12  tome  II  de  ce  journal*) 

(1)  '  (p{2n-^l)e  =  R, 

oh  R  est  une  fonction  rationnelle  de  a:,  le  numérateur  étant  du  degré  (2n-|-l)* 
et  le  dénominateur  du  degré  (2n-|-l)^ — 1.  L'équation  (1)  est  donc  du 
degré  (2n-|-l)^  et  ses  racines  peuvent  être  exprimées  par  la  formule: 

(2)  x=<p\^e-^    g^-^^ 

en  donnant  à  m  et  , a  toutes  les  valeurs  entières  depuis  zéro  jusqu'à  2n. 
Soit  pour  abréger 

r^\  ^^^     _  ^        ^^^    _  /c? 

^"^f  2ir+T  — ^'    2M^1— /^' 

l'expression  des  racines  sera 

(4)  x=z(p{0-\-ma-\-fi(ï). 


*)     Mémoire  XVI  de  cette  édition. 
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Cela  posé,  noiLs  allons  démontrer  le  théorème  suivant: 

Théorème    I.      Soit    ^pO    une    fonction    entière  quelconque    des    quantités 

(p{0'\-nia-\-f^iP)  qui  reste  la  même  en  changeant  6  en  0-\-a  et  eu   0-\-ft. 

Soit  V  le  plus  grand  exposant  de  la  quantité    (fd  dans  la  fonction    \pO^    on 
aura  toujours 

(5)  v^d:=i?  +  g./(2n+l)Ô.i<X2n-f  l)d, 

2>  et  g  étant  deux  fonctions  entières   de    ip{2n-\-\)d^    la    première    du   degré 
V  et  la  seconde  du  deo^ré  v  —  2. 

Démoiistration.     En  vertu  de  la  fonnule  (10)  tome  II  p.   105*)  on  a 

d'où   il   suit  qu'on  pourra  exprimer   ^6   rationnellement  en    (fd    et  fO.Fd. 
Or  le  carré  de  fO.FO  est  rationnel  en  ç)d,  car 

donc  on  pourra  faire  en  sorte  que  l'expression  de  xpO  ne  contienne  la  quan- 
tité fO.F6  qu'à  la  première  puissance.     On  poun'a  donc  faire 

(7)  v'<?  =  xp.iife) + v/.M  -fe .  Fd, 

OÙ  ifj^{<pff)  et  \fj^{ipff)  sont  des  fonctions  rationnelles  de  yô. 

Si    l'on    met    œ  —  0    à    la   place    de    ô,    on    aura,    en    remarquant    que 
(p{a}  —  e)  =  (pO,  f(œ  —  e)=—fe,    F{œ  —  e)  =  Fe: 

(8)  ^(a>  —  ô)  =  V^,(</)Ô)  —  rf^,{(p0)  ./e .  FÔ. 

Des  équations  (7)  et  (8)  on  tire 

(9)  y,,{(pe)=i.[if>e-^if,{io-e)], 

(10)  tf)^{(pe)./e.Fô=^.[tf/e—ifj{(o  —  d)]. 

Considérons  d'abord  la  fonction    tpi((p6).     En  y  niettcfnt   d-\-a   au    lieu 
de  6,  il  viendra 

V/.  [y  (<9 +«)]= i .  [v(<? +«)+ v(«' -«-<?)]  ; 

or  on  a  rp{d  '\-a)  =  ipd^    et  par  conséquent  aussi,  en*  mettant  co  —  a  —  6  au 
lieu  de  ô, 


*)     p.  268  de  cette  édition. 
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\ff{œ  —  0)  =  yj{a}  —  et  — 6); 
donc 

ViM<?+«)]=iM+v(«'-<')], 

c'est-à-dire 

On  aura  de  la  même  manière 

La  première  de  ces  équations  donne,  en  mettant  successivement  d-f-«j 
d-|-2a,  .  .  •  au  lieu  de  0^ 

(11)  tf>,[<p{e-\-m^)]=f,{(pe), 

oh  m  est  un  nombre  entier  quelconque.     De  même  la  seconde  équation  donne 

v»[y(<?+;"/î)]  =  v»(y<?)» 

d'où,  en  mettant  0-\-7na  au  lieu  de  d,  et  en  ayant  égard  à  l'équation  (11) 
on  tire 

(12)  tf,,[<p{e-\-ma-^,i.ft)]  =  rp,{<pO). 

Donc  la  fonction  ipi{(pO)  reste  la  même,  en  y  substituant  au  lieu  de  q)0  ime 
autre  racine  quelconque  de  l'équation  (1).  En  attribuant  à  w  et  ,a  toutes 
les  valeurs  entières  depuis  zéro  jusqu'à  2n  et  en  ajoutant,  la  formule  (12) 
donne 

(13)  y,^(tpe)=j^^^,.S/j:^tf,,[<p{e-\-ma-{-^(i)]. 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  rationnelle  et  sjjmé- 
trique  des  racines  de  l'équation  (1),  donc  on  pourra  l'exprimer  rationnelle- 
ment par  les  coefficîens  de  cette  équation,  c'est-à-dire  par  (p{2n-\-l)0.  Soit 
donc 

la  quantité  p  sera ^ une  fonction  rationnelle  de   (p{2n-^l)d.     Or  je  dis  que 

p  sera  toujours  entier.     Eu  efifet  soit  (p(2n-\'\)d=.y  et  p  =  ^i   où  p'  et 

q'  sont  des  fonctions  entières  de  y  sans  diviseur  commun.  Soit  y  =  (p{2n-\-l)(f 
une  racine  de  l'équation  gr'  =  0:  la  quantité  jp  =  ^[^d-l-V'(tt>  —  0)]  sera  in- 
finie en  faisant  d  =  â^  donc  on  aura  yjâ-{-tp{(o  —  â)  =  ^]  maintenant  il  est 
évident  par  la  fonne  de  la  fonction  xpO,  que  cette  équation  ne  peut  subsister 
à  moins  qu'une  quantité  de  la  forme 

(p{â-\-via'^lii/3)    ou    (p{a}  —  â-\-ina-\-'iLi(3) 
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n'ait  une  valeur  infinie.     Soit  donc  tp  {â -\- 7na -\- fift)  =  ^  ^  on  aura  eu  vertu 
de  l'équation  (30)  tome  II  p.  113*) 

« 

â  =  (m'  -|-  -î')co  -|-  (n'  -j-  -J  )cO^  ^r-  ma  —  /t/î, 
où  w'  et  n'  sont  des  nombres  entiers;  or  cette  valeur  de  â  donne 

<p{2n+l)â  =  (p   [(2n+  l)m'  +  n  —  2m](o  +  [{2n+l)n'  +  n  —  2fi]mt^-^  +  Yt    , 

c'est-à-dire  (26  p.  111*): 

y(2«-f  l)«y  =  ^. 

Mais  cela  est  impossible,  car  une  racine  quelconque  de  l'équation  g'  =  0 
doit  être  finie.  On  trouvera  également  que  (p{a)  —  cJ -|- mec -|- ///9)  =  ^  donne 
q){2n-\-'l)â  =  j^.  La  quantité  p  est  donc  une  fonction  entière  de  ç)(2w-|-  l)d. 
Considérons  maintenant  l'équation  (10).  En  divisant  les  deux  membres 
par  /(2n-f  l)d.F(2n-f  1)0,  on  aura 

xff^(fpe).fe,Fe       xf^—ip(io—e) 


f(2n  +  l)e.F{2n+l)e       ^  ' f{2n+V)e .F{2n+l)e 

En  vertu  de  ce  qu'on  a  vu  (45)  tome  II  p.  117*),  on  aura  /(2n-|-l)d=/d.w, 
F{2n-\'\)d-='Fd .v^  u  et  V  étant  des  fonctions  rationnelles  de  ipO\  donc  le 
second  membre  de  l'équation  précédente  sera  une  fonction  rationnelle  de  (pO. 
En  la  désignant  par  x{v^)i  ^^  ^^^^ 

X{(p^)  —  t  •  y-(2 w  +  l)é:F\2n  +1)6' 

En  mettant  d^a  au  lieu  de  ô,  il  viendra 

i//(d-|-a)  =  V^d,    V/[to  — (d  +  a)]  =  t//(aj  — d), 

/(2n-fl)(Ô-f  a)  =  /[(2w+l)Ô  +  2wco-f-2/tcï)e]=/(2w+l)e, 
F{2n^l){e-^a)=F[{2n-\-l)e-^2mœ-{-2fia}i]=F{2n'\-l)e, 

donc  on  aura 

x[<p{e+a)]  =  x(<pe). 

De  la  même  manière  on  trouvera 

.x[<p{e-\-m  =  x{<pe). 

On  en  déduit,  comme  plus  haut  pour  la  fonction  ipi{<pO)^  que  x{v^)  P®^* 
être  exprimé  par  une  fonction  entière  de  (p{2n-\-l)0.     Soit  donc 


^)    Les    formules  citées  so  trouvent  p.  275 — 281  de  cette  édition. 
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x{<pe)  =  q-, 


ou  aura 


et  euiiu 

(14)  ipO=j)'^q.f{2n-^l)e.F{2n-]-l)0, 

oh  p  et  q  sont  des  fonctions  entières  de  (p{2n-\-l)0. 

Pour  trouver  les  degrés  de  ces  fonctions,  soit  ((fOy  .x^  ^^  ternie  de  tpO^ 
dans  lequel  ipO  est  élevé  à  la  plus  haute  puissance,  on  aura,  en  supposant 
(fO  infini, 

tpe  =  A.{(pey, 

A  étant  une  constante.     De  inêuie  on  aura 

y;{œ  —  O)  =  A\{(p0y, 
et  par  suite: 

« 

mais  pour  (pO  infini,  on  a  (p{27i-\-  i)d'-r=iB.(pOj  B  étant  une  constante.  11 
suit  de  là  que  p  sera  du  degré  v  par  rapport  à  if(2n-^\)d.  On  démon- 
trera  de  la  même  manière  que  la  fonction  q  sera  du  degré  v  —  2,  tout  au 
plus. 

Notre  théorème  est  donc  démontré. 

Dans  le  cas  où  la  quantité  ipO  ne  monte  qu'à  la  première  puissance 
dans  i//d,  on  a  y=^\:^  par  conséquent  q  sera  du  degré  — 1,  c'est-à-dire 
qzizzO,     Donc  on  a  dans  ce  cas 

(15)  xpe  =  A-\-B.ip{2n-\-\)e, 

où  A  et  B  sont  des  quantités  constantes,  qu'on  détenninei'a  facilement  en 
faisant  d  =  0  et  (pd  =  l. 

Soit  par  exemple  TfO  \e  produit  d'un  nombre  quelconque  des  racines  de 
l'équation  (1),  et  faisons 


2n      Xn 
0        0 


,pd=2:,2:^7,{e-^ma-]-f,fl), 


il  est  clair  qu'on  aura  ip{6)  =  if>{6-\-a)  =  if/{d-\-(S),  en  remarquant  que 

et 

71  [d  +  (2  tt  -|-  1)/^  +  ma]  =  n{e  -\-  ma). 
Donc 
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tn      in 


(16)  2:^:S^7i{d-\-ma-{-fi/3)  =  A-\-B.(p{2n-\-l)d. 

0        0 

Il  faut  remarquer  que  Tune  des  quantités  ^  et  2?  est  toujours  égale  à  zéro. 
On  a  -4  =  0  si  le  nombre  des  facteurs  de  nd  est  Un  nombre  impair,  et 
B  =  0  si  ce  nombre  est  pair.  Dans  ce  dernier  cas  la  quantité  ipO  est  in- 
dépendante de  la  valeur  de  ô;  par  conséquent,  en  faisant  0  =  0^  on  a 


2n      2n  in      9h 

2^2:^71(6 -\- ma -\-fi(3)  =  :S„ 2 

0        0  0        0 


(17)  ^,:S^n{e-^ma-\-^l3)  =  :S„2^n{ma-\-fift). 


Si  l'on  fait  par  exemple 

7id  =  <pe.<p{6-\-ka-\-k'ft), 
on  a 

fin        9twk. 

2;,2:^<p{d-\-ma-{-,i/3).<p[e-^{m-\-k)a-\-(fi-{-k')fi] 
(18) 

=  ^«^^y(7na  +  ^^).y[(7ft  +  fc)«  +  C«  +  fc')/9], 

0        0 

où  k  et  7c'  sont  des  nombres  entiers  quelconques,  moindres  que  2n-[-l. 
Cependant  on  ne  peut  pas  supposer  à  la  fois  k  =  0^  k'  =  0.  Car  alors 
7i0^={ipdy  et  par  suite  y  =  2,  tandis  qu'on  doit  avoir 

y=l. 

De  la  même  manière   que  nous   avons    démontré   le    théorème   précédent 
on  pourra  encore  établir  les  deux  suivans: 

Théorème  IL     Soit  xpO  une  fonction  quelconque  entière  des  quantités  de 
la  forme  f{d'\-ma-^f.t(ï)^  telle  que 

xpe=rt,{e-\-a)=xij{e-\-(i), 

on  aura 

xfje—p'\-q.(p{2n-^\)e.F{2n-]-\)e, 

où  p  et  q  sont  des  fonctions  entières  de  y(2n-[-l)d,  la  première  du  degré 
V  et  la  seconde  du  degré  y  —  2 ,  tout  au  plus,  en  désignant  par  v  le  plus 
grand  exposant  de  fO  dans   ifjO. 

Théorème  III.     Soit    ipO   une  fonction  quelconque  entière  des  quantités 
de  la  forme  F  {0 -\- ma -\- fi/3) ,  telle  que 

V/(d)  =  v(<?  +  «)  =  v(<?+/5), 

on  aura 

tpe=p-{-q.<p{2n-\-l)e./{2n-{-l)e, 

65 
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oh  ^  et  g^  sont  des  fonctions  entières  de  i^(2n-|-l)d,  la  première  du  degré 
V  et  la  seconde  du  degré  v  —  2 ,  tout  au  plus,  en  désignant  par  v  le  plus 
grand  exposant  de  FO  dans  tpO. 

En  vertu  du  premier  théorème  on  voit  sans  difficulté  que  la  valeur  de 

(pi  ,2     I   f  p    exprimée  en  fonction  de  (fO^  sera 

I  û  \  1  4«'+4n    2n-|-l 

OÙ  p„  et  q^  sont  deux  fonctions  entières  de  (pO^  la  première  impaire  et  du 
degré  2n-\-l^  la  seconde  paire  et  du  degré  27i  —  2.  D'ailleurs  ces  fonc- 
tions sont  déterminées  par  l'équation 

où  a„  est  une  constante. 

Christiania  le  27  août  1828. 


xxYn. 

DÉMONSTRATION  D'UNE  PROPRIÉTÉ  GÉNÉRALE  D'UNE  CERTAINE 

CLASSE  DE  FONCTIONS  TRANSCENDANTES. 


Journal  f&r  die  reine  and  angewandto  Matheinatik,  herausgegeben  von  Crelle,  Bd.  4,  Berlin   1829. 


Tliêorhne.     Soit  y  une  fonction  de  x  qui  satisfait  à  une  équation  quel- 
conque iiTéductible  de  la  forme 

(1)  0=Po+i^iy+P8i^*H h/^n-i^'^'  +  y^ï 

où  ^0 ,  Pi ,  pg ,  .  .  .  p^_^  sont  des  fonctions  entières  de  la  variable  x.  Soit 
de  même 

(2)     '  o=ço+2iy+î«y'H h?«-iy""S 

une  équation  semblable,  $09  (Zn  $89  *  -  *  2n-i  étant  également  des  fonctions 
entières  de  x^  et  supposons  variables  les  coefficiens  des  diverses  puissances 
de  X  dans  ces  fonctions.  Nous  désignenms  ces  coefficiens  par  a^  a\  a"  ,  .  . 
En  vertu  des  deux  équations  (1)  et  (2)  x  sera  une  fonction  de  a,  a\  a"^  .  .  . 
et  on  en  déterminera  les  valeurs  en  éliminant  la  quantité  y.     Désignons  par 

(3)  (,  =  0 

le  résultat  de  rélîmination,  de  sorte  que  p  ne  contiendra  que  les  variables 
a?,  a,  a',  a^,  .  .  .  Soit  (à  le  degré  de  cette  équation  par  rapport  à  x,  et 
désignons  par 

("*)  ^1  >  ^25  ^39  •  •  •  ^/< 

G5* 
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ses  ^  racines,  qui  seront  autant  de  fonctions  de  a,  a\  a",  .  .  .  Cela  posé, 
si  l'on  fait 

(5)  V^x=Jf{x,y)dx, 

où  f{x^y)  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x  et  de  y,  je  dis 
que  la  fonction  transcendante  i//x  jouira  de  la  propriété  générale  exprimée 
par  l'équation  suivante: 

(6)  i/ziCi -|- v/a^a -| .  '^'^x^==iu-\'k^\ogv^-\'k^\ogv^-\-  •  •  •  -f-fc,logt;„, 

^?  ^u  ^25  •  •  •  ^n  étant  des  fonctions  rationnelles  de  a^  a\  a"^  .  .  .^  et  fci, 
fcg,  .  .  .  fc„  des  constantes. 

Démonstration.  Pour  établir  ce  théorème  il  suffit  d'exprimer  la  diffé- 
rentielle du  premier  membre  de  l'équation  (6)  en  fonction  de  a,  a\  a",  .  .  .; 
car  il  se  réduira  par  là  à  une  diflFérentielle  rationnelle,  comme  on  va  voir. 
D'abord  les  deux  équations  (1)  et  (2)  donneront  y  en  fonction  rationnelle  de 
a?,  a,  a',  a",  .  .  .  De  même  l'équation  (3)  p:=0  donnera  pour  dx  une  ex- 
pression de  la  forme 

dx=^a.da-^a' .da' -\-a" .da'' '-\-  •  •  •> 

oîi  a,  a\  a'\  .  .  .  sont  des  fonctions  rationnelles  de  a:,  a,  a\  a",  ...  De 
là  il  suit  qu'on  pourra  mettre  la  diflFérentielle  f{x^y)dx  sous  la  forme 

f(x^ y)dx=-(px.da-^ cp^x . da' -[- (fi^ •  da" -|-  •  .  . , 

oh  (pXj  (p^Xj  .  .  .  sont  des  fonctions  rationnelles  de  a:,  a,  a',  a",  .  .  .  En 
intégrant,  il  viendra 

y/x  =  I  {(p^  '  da  -[-  (pi^x .  da'  -f~  '  *  '  ) 

et  de  là  on  tire,  en  remarquant  que  cette  équation  aura  lieu  en  mettant 
pour  X  les  ^.  valeurs  de  cette  quantité, 

(7)  Y^a^i-f-i/za;,-! \-xfJX^ 

Dans  cette  équation  les  coefficiens  des  diflférentielles  da^  da\  .  .  .  sont  des 
fonctions  rationnelles  de  a,  a\  a*',  .  .  .  et  de  a^i,  Xg,  .  .  .  a;^,  mais  en  outre 
ils  sont  symétiiques  par  rapport  à  a^i,  a^g,  .  .  .  a;^;  donc,  en  vertu  d'un  thé- 
orème connu,  on  pourra  exprimer  ces  fonctions  rationnellement  par  a,  a', 
a",  .  .  .   et  par  les  coefficiens   de   l'équation    p  =  0;    mais    ceux-ci   sont   eux- 
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mêmes  des  fonctions  rationnelles  des  variables  a,  a\  a" ^  •  •  •?  donc  enfin 
les  coefficiens  de  da,  da\  da'\  ...  de  Téquation  (7)  le  seront  également. 
Donc,  en  intégrant,  on  aura  une  équation  de  la  forme  (6). 

Je  me  réserve  de  développer  dans  .une  autre  occasion  les  nombreuses 
applications  de  ce  théorème,  qui  jetteront  du  jour  sur  la  nature  des  fonctions 
transcendantes  dont  il  s'acfit. 

Christiania  le  6  janvier  1829. 


xxvni. 


PRECIS  D'UNE  THEORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Journal  fQr  die  reine  and  angewandte  Mathematik,  herausgegeben  von  Crelle,  Bd.  4,  Berlin  1829. 


Introduction. 

La  théorie  des  fonctions  elliptiques,  créée  par  M.  Leffendre^  forme  une 
partie  des  plus  intéressantes  de  l'analyse.  Ayant  cherché  de  mon  côté  à 
donner  de  nouveaux  développemens  à  cette  théorie,  je  suis,  si  je  ne  me 
trompe,  parvenu  à  plusieurs  résultats  qui  me  paraissent  mériter  quelque  at- 
tention. J'ai  cherché  surtout  à  donner  de  la  généralité  à  mes  recherches^ 
en  me  proposant  des  problèmes  d'une  vaste  étendue.  Si  je  n'ai  pas  été 
assez  heureux  pour  les  résoudre  complètement,  au  moins  j'ai  donné  des 
moyens  pour  y  parvenir.  L'ensemble  de  mes  recherches  sur  ce  sujet  formera 
un  ouvrage  de  quelque  étendue,  mais  que  les  circonstances  ne  m'ont  pas 
encore  permis  de  publier.  C'est  pourquoi  je  vais  donner  ici  un  pi-écîs  de 
la  méthode  que  j'ai  suivie,  avec  les  résultats  généraux  auxquelles  elle  m'a 
conduit.     Ce  mémoire  sera  divisé  en  deux  parties. 

Dans  la  première  je  considère  les  fonctions  elliptiques  comme  intégrales 
indéfinies,  sans  rien  y  ajouter  sur  la  nature  des  quantités  réelles  ou  imagi- 
naires  qui   les  composent.     Je  me  servirai  des  notations  suivantes: 


^ (x,  c)  =  ±  V(l  -  x')  (1  -  ?x'). 
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"'""""=/(r-lJ^'.)' 


de  sorte  que 

©(a-jc),    (Qo{^j<^)j    n{x^c^a) 

remplacent  respectivement  les  fonctions  de  première,  de  seconde  et  de  troi- 
sième espèce. 

Cela  posé,  je  me  suis  proposé  ce  problème  général:  „Trouver  tous  les 
cas  possibles  dans  lesquels  on  peut  satisfaire  à  une  équation  de  la  forme: 

ai«D(Xi,Ci)-[-a8aJ(a:,,c,)-| [-a^(D(x„,  c„) 

,  X      ,  +  «/  ©©(a-/,  c/)  -f-  a,'  a>o(x/,  c/)  -| {-aj  m^(xj ,  cj) 

=  w  +  ^ilogî;,+^logt;,-| \-Ay\ogVy, 

oh 

Oi ,  a^ ,  .  .  .  a,  ^     ^1  9  ^a  7  •  •  •  ^M  9 

ff  *'      n  **  if   "  •     A         A  A 

«1     ,     «2    9    •    •    •    **/«     î  .   -^1  J    -^t  5    •    •    •    -^K 

sont  des  quantités  constantes,  Xj,  x^,.  .  .  x^;  x/,  Xg',  .  .  .  a:^';  Xj*',  x,^,  .  .  .  x^" 
des  variables  liées  entre  elles  par  des  équations  algébriques^  et  i/,  Vj ,  Vg ,  .  .  .  v^ 
des  fonctions  algébriques  de  ces  variables." 

J'établis  d'abord  les  propriétés  fondamentales  des  fonctions  elliptiques, 
ou  ce  qui  concerne  leur  sommation,  en  employant  une  méthode  particulière, 
qui  est  applicable  avec  la  même  facilité  à  une  infinité  d'autres  transcendan- 
tes plus  compliquées.  En  m'appuyant  sur  ces  propriétés  fondamentales, 
je  considère  ensuite  l'équation  dans  toute  sa  généralité,  et  je  fais  le  premier 
pas  en  démontrant  un  théoi*ème  général  sur  la  forme  qu'on  pourra  donner  à 
l'intégrale  d'une  fonction  algébrique  quelconque,  en  supposant  cette  intégrale 
exprimable  par  des  fonctions  algébriques^  logarithmiques  et  elliptiques^  théo- 
rème qui  est  d'un  grand  usage  dans  tout  le  calcul  intégral,  à  cause  de  sa 
grande  généralité. 

J'en  déduis,  comme  corollaire,  le  théorème  suivant: 

-T. — 0  5    oïl    r   est   une  fonction  rationnelle   quelconque   de   ar,    est 

J\Xy    C) 

exprimable  par  des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques  et  par  des  fonc- 
tions elliptiques  i// ,  t/Zj ,  y/^ ,  .  .  . ,    on  pourra  toujours  supposer 

j(^;c)==i''^(*>«)+«^(2/)+«>i(yi)+«''v«0/«)H — 
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ob  toutes  les  quantiffis  /^,  3i,  3»,  .  .  .  3i',  Çt,  ■  ■  •  !/j  l/u  !/it  •  ■  •  sont  des 
fonctions  rationnel/es  de  a:"*). 

De  ce  tliéorème  je  tire  ensuite  celui-ci: 

„Si  une  ^uation  quelconque  de  la  fonne  (a)  a  lieu,  et  qu'on  désigne 
j)ar  c  l'un  quelconque  des  modules  qui  y  entrent,  paniii  les  autres  modules 
il  y  en  aura  au  moins  un,  c',  tel  ()u'on  puisse  satisfaii*e  à  l'équation  diffé- 
rentielle: 

en  mettant  pour  y  une  fonction  rationnelle  de  x,  et  vice  versa." 

Ces  théorèmes  sont  très  iniportaiis  dans  la  théorie  des  fonctions  ellipti- 
ques. Ils  ramènent  la  solution  du  problème  général  h  la  détermination  de 
la  solution  la  plus  générale  de  l'équation 

(11/  dx 

ou  à  la  trausfonnation  de»  fonctions  de  première  espèce.  Je  donne  la  solu- 
tion complète  de  ce  problème,  et  j'en  déduis  ensuite  la  transformation  géné- 
rale des  fonctions  de  première  espèce.  Je  fais  voir  que  les  modules  doivent 
iiécossairenient  être  liés  entre  eux  par  une  équation  algébiique.  On  peut  se 
(îontiMiter  de  considérer  le  cas  où  le  degré  de  la  fonction  y  est  un  nombre 
jn'iimier,  y  compris  l'unité.  Si  ce  degré  est  désigné  par  ,u,  c'  pourra  avoir 
0(^1  -j-  1)  valeurs  différentes,  excepté  pour  fi=  1,  où  ce  nombre  se  réduit  à  6. 
La  seconde  partie  traite  des  fonctions  à.  modules  réels  et  pioindres  que 
l'unité.  Au  lieu  des  fonctions  fii(a;,c),  â)o(x,c),  fT{x,c^a)  j'en  introduis  trois 
autrcH,  savoir  d'abord  la  fonction  l{6),  détei-minëe  par  l'équation 

(''('-xt  la  fonction  inverse  de  la  première  espèce.  En  mettant  x::=X6  dans 
les  expressions  de  ©^{x, c),  n{x,c,a),  elles  deviendront  de  la  fonne: 


m.,c,a)=.J-^^^. 


*)    O   tlii'orèinc   a.  également  lieu,   ai    J(.b,(:)    est  la  racine  carrée  d'une  fonction 
\I-T<!  <l'un  (l('gr<';  qtielroiupie. 
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Sous  cette  forme,  les  fonctions  elliptiques  offrent  des  propriétés  très  remar- 
quables, et  sont  beaucoup  plus  faciles  à  traiter.  C'est  surtout  la  fonction  kO 
qui  mérite  une  attention  particulière.  Cette  fonction  a  été  Tobjet  d'un  mé- 
moire qui  est  inséré  dans  les  tomes  II  et  III  de  ce  journal*),  où  j'en  ai 
démontré  le  premier  quelques-unes  des  pi-opriétés  fondamentales.  On  en  trou- 
vera davantage  dans  ce  mémoire.  Je  vais  indiquer  rapidement  quelques-uns 
des  résultats  auxquels  je  suis  parvenu: 

1.  La  fonction  kd  jouit  de  la  propriété  remarquable  d'être  périodique 
de  deux  lïianières  différentes,  savoir  non  seulement  pour  des  valeurs  réelles 
de  la  variable,  mais  encore  pour  des  valeurs  imaginaires.  En  effet  si  l'on 
fait  pour  abréger 


G  r       dx  €0  r       dx 


oîi    i  =zz  |/l  —  c*    et   y^  1  =  t,    on  aura  * 

2.     La  fonction  XO  devient  égale  à  zéro  et  à  rinfini,    pour  une  infinité 
de  valeurs  réelles  et  imaginaires  de  0 

(c)  À(ma>-|-^^ca^)  =  0,    ÎL[m«ï-|-(n-|~^)cue]  =  ^, 

où  m  et  n  sont  des  nombres  entiers  quelconques,    positifs    ou    négatifs.      De 


même  on  a 


xe'  =  le, 

si 

cette  relation  est  nécessaire. 

3.  La  propriété  fondamentale  de  XO  est  exprimée  par  l'équation 

k{0'  +  0) .  x{0'  ~  0)  =  Yz^nwj^ff  ' 

où  0'  et  0  sont  des  variables  quelconques,  réelles  ou  imaginaires. 

4.  La  fonction  X0  pourra  se  développer  en  facteurs  et  en  fractions  de 
beaucoup  de  manières;  par  exemple  si  Ton  fait  pour  abréger 


*)    H(imoira  XVI  de  cette  édition. 
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OU   a 

Vc  [1  —  2<7  cos  (267t)  +  q^]  [1  —  2g* cos  (267c)  +  g^J  •  • . 

On  pourra  exprimer  d'une  manière  analogue  les  fonctions  de  seconde  et  de 
troisième  espèce.  Les  deux  formules  précédentes  sont  au  fond  les  mêmes 
que  les  fommles  (c). 

5.     Une  des  propriétés  les  plus  fécondes  de   la   fonction    "kB   est  la  sui- 
vante:   [On  a  fait  pour  abréger:    Je  =  ±y{^—1*6)  (1  — c*A*ê)]. 
.,Si  l'équation 

a<?)*- + a„_x(;iô)*'^* + •  •  • + a,{xef +00= {h^w + h(WY + •  •  • + i._,(A<?)»-*]  je 

est  satisfaite,  en  mettant  pour  B  2n  quantités  tf^,  tfj,  .  .  .  dj„,  telles  que 
/l*^!,  il*di,  -.  .  .  >1*^sb  soient  différentes  entre  qUcs,  on  aura  toujours 

A(«i  +  <?2H h  <?,,)  =0, 

les  coefficieus  «o,  a^,  .  .  .,  60?  ^d  •  •  •  pourront  être  quelconques,  et  il  est 
facile  de  voir  qu'on  pourra   les    déterminer   de    sorte   que    ^i,   ô,,  .  .  .  6t%-\ 


I  soient  donnés." 

I 


Voici  une  autre  propriété  plus  générale: 
„Si  Ton  fait 

où  j)   et   (/   sont  des  fonctions  entières   quelconques   de   V indéterminée   x^   on 
jx)uiTa  toujours  prendre  les  quantités    0^^   d^f  -  .  >  0^   telles  que  Texpi'ession 

soit  égale  à  zéro  ou  à  l'inftni/' 
Ainsi  par  exemple,  si 

(cZ)  p'  —  q'{i  ~  x')  (1  —  c'x') = A(x'  —  l'ey, 
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l'une  des  fonctions  p  et  q  étant  paire  et  Tautre  impaire,  on  aura 

1)  si  p  est  pair: 

X(^fiO)  =  Oy   si  jLt  est  pair  et 

;L(ud)=^,    si  jLi  est  impair; 

2)  si  p  est  impair: 

)i(^fiO)  =  Oj   si  fi  est  impair  et 
X(^jud)z=^y   si  fi  est  pair. 
De  là  il  suit  encore  que,  si  Téquation  (d)  a  lieu,  on  aura  toujours 

où  7^1  et  w  sont  entiers  et  moindres  que  fi. 

6.     Il  existe  entre  les  quantités   >••   -o~^r"     ®*  ^^^  racines  (2ii -f- 1)'*"" 
de  l'unité  des  relations  bien  remarquables,  savoir  si  l'on  fait  pour  abréger 


27t 


^  =  ^^«2M^  +  V^l-«^"2^+T' 

on  aura,  quels  que  soient  les  nombres  entiers  m  &t  fi: 

D'ailleui's  toutes  les  quantités  >!•  -,^  ^^  sont  les  racines  d'une  même  équa- 
tion du  degré  (2a-{-l)*,  dont  les  coefficiens  sont  des  fonctions  rationnel- 
les de  c*. 


7.     Si  la  fonction 

(Le 

dont  le  module  c  est  réel  et  moindre  que  l'unité,  peut  être  transformée  dans 
une  autre 


/ 


)  m* 
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dont  le  module  c'  est  réel  ou  imaginaire,  en  mettant  pour  y  une  fonction 
algébrique  quelconque  de  x^  il  faut  nécessairement  que  le  module  c'  soit 
déterminé  par  l'une  des  deux  équations 

i-îi  i-îî  i-îî 


•  •  • 


1  +  2Î'1  +  ?Î 
OÙ  q^=.qf^^   fi  étant  rationnel;  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/il  et  fi'  étant  des  nombres  rationnels  quelconques. 

8.  La  théorie  de  la  transformation  devient  très  facile  à  l'aide  des  pro- 
priétés les  plus  simples  de  la  fonction  X0.  Pour  en  donner  un  exemple, 
soit  proposé  le  problème:  satisfaire  de  la  manière  la  plus  générale  à  l'équa- 
tion 

dy       dœ 

en  supposant  c  et  c[  moindres  que  l'unité  et  y  fonction  rationnelle,  réelle  ou 
imaginaire,  de  x. 

Soit  x  =  kd^  y  =  X'0'^  en  désignant  par  X'  la  fonction  qui  répond  au 
module  g\  L'équation  différentielle  se  changera  dans  ce  cas  en  dO'  =  edO^ 
d'où 

a  étant  une  constante.     Cela  posé,  soit 

on  aura 

En  mettant  0-\-2(B^  0-\-m  au  lieu  de    6^  16    ne  change  pas  de  valeur  et 
par  conséquent  on  doit  avoir 

X'iBÔ  -f  Bœi  +  a)  =  I^bO  -|~  a). 

Donc,  si  l'on  désigne  par  a)'  et  eu'  les  valeurs  de  c5  et  co   qui  répondent  au 
module  c\  on  aura  en  vei-tu  de  l'équation  (2): 


ce  qui  donne 
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2 êoJ  ==  2mGi '  -|-  nœ'i^ 


^         2      Q  10 


m  — i: 

10      ^ 


donc 


6)  ,  €0  n      ùi  ck     /  ^ 

m—-  =  n  — 1    ^ — ~=  —  2m  ---y 

G  (0         2       a  10 


ou  bien 


a'       n'     a 


n       (o 

» 


w'         m      co  4  m'     CD 


Maintenant,  si  c  est  indëtenniné,   cette  équation  ne  pourra  subsister  à  moins 

qu'on  n'ait  ou  n  =  0,  m' =  0^   ou   72'  =  0,  m  =  0.      Dans   le  premier  cas  s 

est  réel  et  égal  à 

a'         ,  co' 
m  —  =  n     -  ? 

Cô  10 

m 

et  dans  le  second  cas  s  est  imaginaire  et  égal  à 

n      lo'   ,  rx     ,  g'   , 

-^  •  ~  1=  —  2m  -    t. 
20  10 

Supposons  e  réel.     Alors  on  aura  ce  théorème: 

„Si  deux  fonctions  réelles  peuvent  être  transfonnées  Tune  dans  l'autre, 
il  faut  qu'on  ait  entre  les  fonctions  complètes  ô),  vo^  (S\  loj  cette  relation: 

G'  n'      G 

b/  m      (O 

OÙ  n'  et  m  sont  des  nombres  entiers." 

On  pourra  démontrer  que  si  cette  condition  est  remplie,  on  pourra  ef- 
fectivement satisfaire  à  l'équation 

/df/      o'   r     dx 

Rien  n'est  plus  simple  que  de  trouver  l'expression  de  y.     Il  suffit  pour  cela 
de  chercher  les  l'acines  des  deux  équations   ç)x  =  0,  fx  =  0. 

Dévsignons  par  X(f  et  Xâ'  deux  racines  quelconques  appartenant  respec- 
tivement à  ces  deux  équations,  on  aura,  pour  déterminer  â  et  â\  ces  deux 
équations  : 

ce  qui  donne 
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a 

€ 


+Afi,'4.(fc'+^)^* 


c'est-à-dire  : 


a 


k  et  fc'  étant  des  nombres  entiers.  Pour  déterminer  a,  il  suffit  de  remar- 
quer que  Xd  ne  change  pas  de  valeur  en  mettant  (B — 0  au  lieu  de  0.  On 
aura  donc 

A'(€cD  — cô-f  a)z=r(€d-[-a), 

ce  qui  donne 

Dans  le  cas  où  m  est  impair,  on  pourra  toujours  faire  a  =  0. 

Connaissant  les  valeurs  de  â  et  â\  on  aura  immédiatement  les  racines 
des  deux  équations  (px  =  0^  fx  =  0^  et  par  suite  Texpression  des  fonctions 
(px  et  fx  en  produits  de  facteurs.  Les  formules  les  plus  simples  répondent 
aux  cas  de  m=l  ou  n'  =  1 ,   et  elles  sont  les  seules  nécessaires,    conune  il 

On  pourra   aussi    se   servir 


est  aisé  de  le  voir  par  Téquation    — y=z-- 


m      (x) 


des  expressions  de  la  fonction  X0  en  produits  infinis  rapportées  plus  haut. 
Je  Tai  fait  voir  dans  un  mémoire  qui  a  été  envoyé  à  M.  Schumacher  pour 
être  inséré  dans  son  journal*). 

9.     Le  cas  où  un  module   c   peut   être   transformé    en    son    complément 
yi  —  c^=zh^    mérite    une    attention    particulière.       En    vertu    de    Téquation 

on  aura  alors 


Q' 


n      G) 


10 


m      co 


co 


=  \/- 

'     n 


et 


%     


=ymï 


dœ 


Le  module  c  sera  détenniné  par  une  équation  algébrique,  qui  paraît  êti'e  ré- 
soluble par  des  radicaux;  au  moins  cela  aura  lieu  si  —  est  un  carré  par- 
fait.    Dans  tous  les  cas  il  est  facile  d'exprimer   c   par    des   produits  infinis. 


En  effet,  si   —  =[/--', 

^  io  ^     n 


on  a 


')    Mi'inoîre  XX   de   cette  édition. 
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k=V'}..-'"^'.k± 


A+e 

"r. 

U 

+  e' 

•"►•)... 

A  +  e' 

-'  f; 

)(: 

+  «' 

..„y:-| 

i   •  •  • 

-f. 

H. 

—  e 

,    •  •  • 

(l+e     ■'^-)(l  +  .    '"'^-)... 


8i  deux  modules  c  et  c  peuvent  être  transformés  l'un  dans  l'autre,  ils  au- 
ront entre  eux  une  relation  algébrique.  Il  ne  paraît  pas  possible  en  génénil 
d'en  tirer  la  valeur  de  c'  en  c  à  Taide  de  radicaux*),  mais  il  est  remar- 
quable, que  cela  est  toujours  possible  si  c  peut  être  transfonné  en  son  com- 
plément, par  exemple  si  c*  =  ^. 

Les  équations  modulaires  jouissent  d'ailleurs  de  la  propriété  remarquable, 
que  toutes  leurs  racines  peuvent  être  exprimées  rationnellement  par  deux 
d'entre  elles.  De  même  on  pourra  exprimer  toutes  les  racines  par  l'une 
d'elles  à  l'aide  de  radicaux. 

10.     On  pouiTa  développer  la  fonction  Xd  de  la  manière  suivante: 


oh  le  numérateur  et  le  dénominateur   sont   deâ   séries   toujours   convergentes. 
En  faisant 

ces  deux  fonctions  auront  la  propriété  exprimée  par  les  deux  équations 


*)    Dans  le  cas  par  exemple  où  */  est  de  la  forme  : 

Féquation  entre  c'  et  c  est  du  sixième  degré.  Or  je  suis  parvenu  k  démontrer  rigou- 
reusement, que  si  une  équation  du  sixième  degré  est  résoluble  à  l'aide  de  nulicaïu-y 
il  doit  ari'iver  l'un  de  deux,  ou  cette  équation  sera  décomposable  en  deux  autres  du 
troisième  degré,  dont  les  coefticiens  dépendent  d'une  équation  du  second  degré,  ou  elle 
sera  d^^composable  en  trois  équations  du  second  degré,  dont  les  coefficiens  sont  déter- 
minés par  une  équation  du  troisième  degré.  L'équation  entre  c'  et  c  ne  paraît  guère 
être  décomposable  de  cette  manière. 
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f{0' + e)  ./(<?'  -6)= {/d./ey  -  c\<pd .  ^ey, 

oh  6'  et  0  sont  deux  variables  indépendantes.      Ainsi    par   exemple   si    l'on 
fait  e'  =  e^  on  a 

/{2d)=(jey-c*{<pey. 

Ces  fonctions  jouissent  de  beaucoup  de  propriétés  remarquables. 

11.     Les  formules  présentées  dans  ce   qui  précède  ont   lieu    avec    quel- 
ques restrictions,  si  le  module  c  est  quelconque,  réel  ou  imaginaire. 


PREMIERE  PARTIE. 
DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES  EN  GENERAL. 


/     f 


CHAPITRE  I. 
Propriétés  générales  des  fonctions  elliptiques. 

Les  fonctions  elliptiques  jouissent  comme  on  sait  de  ^  cette  propriété  re- 
marquable, que  la  sonmie  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  peut  être 
exprimée  par  une  seule  fonction  de  la  même  espèce,  en  y  ajoutant  une  cer- 
taine expression  algébrique  et  logartihviùjue.  La  découverte  de  cette  propriété 
est  due,  si  je  ne  me  trompe,  à  M.  Legendre.  La  démonsti'ation  que  cet  il- 
lustre g^mèti'e  en  a  donnée,  est  fondée  sur  l'intégration  algébrique  de  l'équa- 
tion différentielle 

df/  rfuî 

L'objet  de  ce  chapitre  sera  de  démontrer  cette  propriété  des  fonctions  ellipti- 
ques, mais  en  nous  appuyant  sur  des  considérations  différentes  de  celles  de 
M.  Legendre. 

§  1- 

Démonstration  d'un  tliéorhne  fondamerUal, 

Nous  allons  conmiencer  par  établir  un  théorème  général  qui   servira    '- 


J  (i-^.i^- 
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fondenaeiit  de  tout  ce  qui  va  être  exposé  dans  ce  mémoire,  et  qui  eu  même 
temps  exprime  une  propriété  très  remarquable  des  fonctions  elliptiques. 

Thêorhme  L  Soient  fx  et  (px  deux  fonctions  quelconques  entières  de 
ar,  Tune  paire,  Tauti'e  impaire,  et  dont  les  coefiiciens  soient  supposés  variab- 
les.    Cela  posé,  si  l'on  décompose  la  fonction  entière  paire 

{fxy-{ipxy{jxy 

en  facteurs  de  la  forme  x^  —  x\j    de  sorte  qii'on  ait 

(1)  i/xy  -  {ifxy  {jxy =a{x*-  x?)  {x'  -  xi)  {x*  -xi)...  {x*  -  x«), 

OÙ  A  est  indépendant  de  l'indéterminée  a;,  je  dis  qu'on  aura 

(2)  n.,  +  n^+na:.+  ■  ■  ■  +n.,  =  C-^j.g^l±!^^, 

a  désignant  le  paramètre  de  la  fonction  77ic,   de  sorte  que 

La  quantité  C  est  la  constante  d'intégration. 

Déinonsiraiion,  Supposons  d'abord  que  tous  les  coeflficiens  des  diverses 
puissances  de  x  dans  les  fonctions  fx  et  (px  soient  les  variables  indépendan- 
tes. Alors  toutes  les  quantités  x^^  x^^  .  .  .  x^  seront  évidemment  inégales 
et  fonctions  de  ces  variables.  En  désignant  par  x  l'une  quelconque  d'entre 
elles,  l'équation  (1)  donnera 

d'oïl 

(5)  fx-\-(px.Jx^=iO. 

Cela  posé,  faisons  pour  abréger 

y/x = {fxy  —  {ifxy  {Jxy, 

et  désignons  par  ip'x  la  dérivée  de  cette  fonction  par  rapport  à  x  seul.  De 
même  désignons  par  la  caractéristique  â  la  dillérentiation  qui  se  rapporte 
aux  seules  variables  indépendantes.  Alors  on  tire  de  l'équation  (4)  en  diffé- 
rentiant 

tp'x ,  dx  -f-  2/cB .  âfx  —  2<px.  d(px .  {Jxy  =  0  ; 

mais  en  vertii  de  l'équation  (5)  on  a 

07 
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fx  = (fX.  JXj 

(px{jxy= — fx.jx, 

donc,  en  substituant, 

ip'x  .dx  —  2  Jx{(px  •  â/x  — fx .  â(px)  =  0. 

De  là  on  tire,  en  divisant  par      1 ^    Jxj 

dx  2  {(fee .  ôfx  —  fx  ,  d<px) 


(i-;;:px       "(i-S)v'- 

et  en  intégrant 

flx  = 


•      .  / 


r„ r  2(^X^fx—fx^(fx) 


En  faisant  maintenant   x  =  Xij  x^j  ,  .  .  x^j    en   ajoutant   les  résultats    et  en 
faisant  pour  abréger 

2  {(px .  â/x  — fx .  â(px)  =  dXj 

on  obtiendra 

(6)        nx,-\-nx^-\-  • .  .  +/7ir^ 


( 


Maintenant  dx  étant  une  fonction  entière  de  x  dont  le  degré  est  évidemment 
inférieur  à  celui  de  la  fonction  i//x,  le  second  membre,  d'après  un  théorème 
connu  sur  la  décomposition  des  fonctions  fractionnaires,  se  réduit  à 

a  8a 

2ipa  ' 

ou,  en  substituant  la  valeur  de  Oa  et  celle  de  ipa^  à 


/ 


/.  (f(i  .ôfa  —  fa.ô(pa 


Cette  intégrale  se  trouvera  facilement;  en  effet,  Ja  étant  constant,  on  aura 
en  intégrant  d'après  les  règles  connues, 

^  a     ,        fa-^-  (Ta.  Ja 

C  —  ^c-,    loff^T — —^ r  ' 

2  Ja     *^  fa  —  (pa.  Ja 

C  étant  la  constante  d'intégration.  Cette  fonction  mise  à  la  place  du  se- 
cond membre  de  l'équation  (6),  doinie  précisément  la  formule  (2)  qu'il  s'agis- 
sait dç}  démontrer. 
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La  propriété  de  la  fonction  n{x)^  exprimée  par  la  formule  (2),  est 
d'autant  plus  remarquable,  qu'elle  aura  lieu  en  supposant  la  fonction  Jx 
racine  caiTée  d'une  fonction  quelconque  entière  et  paire  de  x.  En  effet  la 
démonstration  précédente  est  fondée  sur  cette  seule  propriété  de  la  fonction 
Jx.  On  a  ainsi  une  propriété  générale  d'une  classe  ti'ès  étendue  de  fonc- 
tions  transcendantes*). 

La  formule  (2)  étant  démontrée  pour  le  cas  où  les  quantités  x^^  x^, 
.  .  .  x^  sont  inégales,  il  est  évident  qu'elle  aura  encore  lieu  en  établissant 
entre  les  variables  indépendantes  des  relations  quelconques  qui  pourront  ren- 
dre égales  plusieurs  des  quantités  x^,  x^,  .  .  .  a:^. 

11  faut  observer  que  les  signes  des  l'adicaux  //ic, ,  /^Xj ,  .  .  .  /ix^  ne 
sont  pas  arbitraires.  Ils  doivent  être  pris  tels  qu'ils  satisfassent  aux  équa- 
tions 

(7)      fx^-{-(px^.Jx^  =  0^  fx^-\-(pXi./fx^  =  0^  .  .  .fx^-\-q)or^./fx^  =  0^ 

qu'on  tire  de  l'équation  (5),  en  mettant  pour  x  les  valeui-s   x, ,  x^^  .  .  .  x^^. 

La  formule  (2)  exprime  une  propriété  de  la  fonction  de  la  troisième 
espèce  IT(x).  Or  rien  n'est  plus  facile  que  d'en  déduire  des  propriétés  sem- 
blables des  fonctions: 

(8)  ^=jj:,  «*  ®o^=j  ji  • 

D'abord  si  l'on  fait  a  infini,  on  a  TIx  =  aux  ;  mais  il  est  clair  que  la  partie 
logarithmique  de  la  formule  (2)  s'évanouira  dans  ce  cas;  le  second  membre 
se  réduira  donc  à  une  constante,  et  par  conséquent  on  aura 

(9)  cDXi -f- cDXa -j-  •  •  •  -\'(Sx^z=C. 

De  même  si  Ton  développe  les   deux  membres   de   l'équaticm  (2)   suivant   les 

puissances  ascendantes  de    -    ?    on    aura,    en    comparant    les    coefficiens    de 

-n-  dans  les  deux  membres, 

oîi  p  est  une  fonction  algébrique  des  variables,  savoir  le  coefficient  de  -^ 
dans  le  développement  de  la  fonction 


*)    Voyez  sur  ce  sujet  un  mémoire  inséré  dans  le  tome  III,  p.  313,  de  ce  journal. 
On  trouve  un  théorème  beaucoup  plus  général  t.  IV,  p.  200. 

G7* 
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2  Ja      ^  fa  —  (pa  .  Ja 

X 

suivant  les  puissances   ascendantes   de    —  • 

En  vertu  des  formules  (2,  9,   10)   il  est  clair,    qu'en   désignant  par   \px 
une*fonction  quelconque  de  la  forme: 


/ 


,--x  ,    on  aura 


On  voit  que  cette  équation  a  lieu  quelle  que  soit  la  constante  A. 


§  2. 

Propriété  fondamentale  des  fonctiona  elliptiques^  tirée  des  formules  précédetUes. 

Dans  ce  qui  précède  les  quantités  x^^  x^j  x^^  .  .  .  x^  sont  regardées 
comme  fonctions  des  coefficiens  variables  dans  fx  et  (px.  Supposons  main- 
tenant qu'on  détermine  ces  coefficiens  de  manière  qu'un  certain  nombre  des 
quantités  x^  x^,  .  .  .  x^  prennent  des  valeurs  données  mais  variables.     Soient 

des  variables  indépendantes.     Alors  les  coefficiens  dans  /x^  (px   deviendront 
des  fonctions  de  ces  quantités.     En  les  substituant  dans  l'équation 

le  premier  membre  sera  divisible  par  le  produit 

{x'-xl){x*-xD  .  .  .  (x'-x.»), 

et  le  quotient,  égalé  à  zéro,  donnera  une  équation  du  degré  /ti  —  m  par  rap- 
port à  05*,  dont  les  racines  seront  les  /i  —  m  quantités 

•*'«+l  J    •*'«+»  7    •    •    •    •*'/u7 

qui  par  suite  sont  des  fonctions  algébriques  de  Xj,  a:,,  ...  a:.. 
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Le  cas  le  plus  simple  et  le  plus  important  est  celui  où  le  nombre  a  —  m 
a  la  moindre  valeur  possible.  Pour  avoir  ce  minimum,  il  faut  donner  aux 
fonctions  fx  et  (px  la  forme  la  plus  générale  pour  laquelle  le  degré  de  l'é- 
quation {fxY  —  (ç)x)*(^a:)*  =  0  est  égal  à  2//. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  plus  grand  nombre  de  coefficiens  qu'il  soit 
possible  à  introduire  dans  fx  et  (px^  est  ,a.  Mais,  puisqu'en  vertu  de  la 
forme  des  équations  (7)  on  peut  supposer  un  de  ces  coefficiens  égal  à  l'unité, 
.lans  diminuer  la  généralité,  on  n'aura  réellement  que  fi  —  1  indéterminées. 
On  pourra  donc  faire  m  =  fi  —  1 ,  en  sorte  que  toutes  les  quantités  Xj ,  x^j 
.  .  .  x^j  excepté  une  seule,  seront  des  variables  indépendantes.  Par  là  on 
aura  immédiatement  la  propriété  fondamentale  des  fonctions  elliptiques  dont 
il  a  été  question  au  commencement  du  chapitre. 

Il  y  a  deux  cas  différens  à  considérer,  savoir  ^a  pair  ou  impair. 

Premier  caSj  si  fi  est  pair  et  égal  à  2n. 

A.  Si  la  fonction  fx  est  paire  et  ipx  impaire,  il  est  clair  que  fx  doit 
être  du  degré  2n^  et  (px  d\i  degré  2n — 3.     Faisons  donc 

(  yx  =  (io  +  iiX*-|-*2^*+  •  •  -.-h*»-»^"*"*)^ 
et 

(13)   {/xy-{^x)\l-x'){l-c'x')  =  {x'^xl){x'-xl)...{x^^xl^,^ 

oh  nous  avons  mis  y  au  lieu  de  x^^^  qui  sera  une  fonction  des  variables  Xj, 

x^j  ,  .  .  aîg„_i.  Les   coefficiens   a©,  «i,  a»,  .  .  .  ti,_i,    io?  ^i?  •  •  •  ^«-i    ^^^ 

déterminés   en  fonction    de   x^,  x,,  ...    à   l'aide   des   fi — 1    équations    (7), 
savoir  : 

(13')    fx^  +  (px^ .  /fx^  =  0,  fx^  +  (px^ .  /fx^  =  0,  .  .  .  /r,,^!  +  (px^^^ .  ^/a:,,^,  =  0. 

Ces  équations,  étant  linéaires  par  rapport  aux  inconnues,    donneront  celles-ci 
en  fonction  rationneUe  des  quantités 

Il  est  clair  qu'on   pourra   donner   aux   radicaux    /1x^ ,  /ix^  ?  •  •  •  ^^«-i    des 
signes  arbitraires. 

Pour  avoir  la  valeur  de  y,  faisons  dans  l'équation  (13)  a;  =  0.  Cela 
donne 


Oq  —  x^x^  .  .  .  x^^_i.y  , 


d'où  l'on  tire 
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a 


(14)  y  = . 

La  quantité  y  est  donc  une  fonction  rationnelle  des  variables  Xj ,  ce, ,  .  .  . 
et  des  radicaux  correspondans.  Si  maintenant  y  a  cette  valeur  et  si  Ton 
fait  de  plus 

les  fonnules  (2,  9,  10)  donneront 

cBfXi  -f-  a)ic,  -[-...-[-  uix^^_^  =  vSy  -|-  C, 

(15)  l   ®o^i  +  «^oa^«+  •  '  •  +  ®o^*«-i  =  ®oy  —  &«-2  +  ^î 

Quant  aux  fonctions  cDy,  ©oy,  /7y,  il  faut  bien  obsei'ver  que  le  signe  du 
radical  /fy  n'est  pas  toujours  le  même.  Il  est  dans  tous  les  cas  déterminé 
par  la  dernière  des  équations  (7)  qui,  en  mettant  pour  x^^  et  /fx^^  leurs  va- 
leurs y  et  —  //y,  deviendra 

fy  —  (py'^y  =  o. 

On  en  tire 

(16)  ^y  =  ^  ' 

ce  qui  fait  voir  que  le  radical  Jy,  comme  y,  est  une  fonction  rationnelle 
des  quantités  cTi  ,  x, ,  .  .  .  Jx^ ,  Jx^  .  .  • 

La  fonction  y  a  la  propriété  d'être  zéro  en  même  temps  que  les  vari- 
ables «i,  «2,  .  .  .  Xg,^!.     En  effet  si  l'on  fait 

l'équation  (13)  ne  pourra  subsister  à  moins  que  tous    les    coefficiens    Oq^  a,, 

•  •  •  ^n-iî  '^oî  ^17  •  •  •  K-9  ^^  soient  égaux  à  zéro,  donc  cette  équation  se 
réduit  à 

a:*"  =  x*"-*(a:»  — y*), 
donc  on  aura  y  =  0. 

On  pourrait  donner  le  signe  contraire  au  second  membre  de  l'équation 
(14).  Celui  que  nous  avons  choisi  est  tel  que  le  radical  Jy  se  réduit  à 
-j- 1,  en  supposant  Xi  =  x^  =  x^=  •  •  •  =  Xj„_i  =  0,  et  en  même  temps 
/Jx^  =  Jx^=i  •  •  •  =i/ix^„__i  =  -\-l.     Pour  démontrer  cehv,  supposons   a:,,  x^j 

•  •  •  ^2n-i   infiniment  petits;  on  aura  alors 
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et  par  conséquent  les  équations  (13')  font  voir  que  x^,  x^,  .  .  ,  Xj„_i  satisfont 
à  l'équation 

(17)  X*»  +  a„-ix*"-'  +  K^.x''^-'  H \-b,x^a,  =  0. 

Cette  équation  étant  du  degré  2w,  doit  avoir  encore  une  racine.  En  la  dé- 
signant par  z^  on  aura 

Qq Z  •  Xi  •  X^   •    .    •   Xj„._|  ^ 

donc  en  vertu  de  Téquation  (14), 

Z=  —  i/. 

L'équation  est  donc  satisfaite  en  faisant  x= — y.     Or  cela  donne 

donc  eu  vertu  de  l'équation  (16): 

(18)  Jy  =  +*1 . 

On  pouiTa  encore  remarquer  que  y  se  réduit  pour  des  valeurs  infiniment 
petites  de  Xj,  x^,  ,  .  .  x^_i  à  iCi -f-iCi-f~  "  *  '  ~f"^«n--i«  On  le  voit  par  l'é- 
quation (17),  qui,  n'ayant  pas  de  second  terme,  donnera  la  somme  des  raci- 
nes égale  à  zéro,  c'est-à-dire 

^1+^8  H \-^2n-i—y=o, 

donc 

(19)  y  =  Xi  +  x,-| h^»-i- 

JB.  Si  fx  est  impair  et  (px  pair,  fx  doit  être  du  degré  2n  —  1  et  ipx 
du  degré  2n  —  2.  Donc  on  aura  dans  ce  cas  2n — 1  coeflRciens  indétenni- 
nés,  et  on  parviendra  à  des  formules  semblables  aux  fonnules  (15);  mais  la 
fonction  y  aura  une  valeur  diiîérente.      11    sera   facile    de   démontrer   qu'elle 

sera  égale  à     —  ?    la  valeur  de  y  étant  déterminée  par  l'équation  (14). 

Second  cas^  si  fi  est  un  nombre  impair  et  égal  à  2w-|-l. 
A.     Si  fx  est  impair  et  <px  pair,  on  aura 

^     ^  (    <px  =  6o  +  b,x'  +  b,x'  H h  *«-i*^''-% 

(21)  (/a:)*-(yx)>(l-x^)(l-c-x^)  =  (x*-xï)(x--xï)...(x--xL)(x*-y*). 


536  PR£C18  D'UNE  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 

Les  cocfKcieiis  «j,,  aj,  .  .  .  a„_, ,  t^,  ij,  .  .  .  6„_i  sont  déterminés  par  les  2n 
équations  linéaires 

(22)    fx,-\-(px,.Jx^  =  0,  fx^-\-(px^.Jx^  =  0,  .  .  .fx^^-\^(px^^.Jx^^  =  0. 

La  fonction  y  le  sera  par  Téqiiation 


(23)  y  = 


l'o 


X*    •    »Va    •    •     •    «v2| 


qu'on  obtiendra,  en  faisant  dans  (21)  x=zO,  Enfin  le  radical  Jy  est  déter- 
miné par 

m  ^y  =  ^y  ■ 

Cela  posé  on  aura 

cDiCi  -j-  Gix^  "f-  •  '  •  "f"  ®^8n  =  «^y  -h  ^1 

(25)  {      "^0^1  +  «^0^2  H h  ^O^^n  =  ^OV  —  in-1  +  C, 

77..  +  77..  +  .  .  .  + /74  = /rj,  -  g5-„  log  ^±^  +  C. 

Les  fonctions  y  et  //y  sont,  comme  dans  le  cas  précédent,  des  fonctions  ra- 
tionnelles des  variables  x^^  x^^  .  .  .  x^^  et  des  radicaux  Jx^^  /îx^^  .  .  .  Jx^^ 
et  on  démontrera  de  la  même  manière,  qu'on  aura  pour  des  valeurs  infini- 
ment petites  de  Xi,  a?27  •  •  •  ^2n7 

(26)  y  =  x^-\-x^-\-  .  .  .  -[-a:^»,  z/2/  =  -[-l, 

si  Ton  suppose  en  même  temps  que  les  radicaux  Jx^^  ^x^^  .  .  .  Jx^n  se 
réduisent  à   -|-  1  ;    donc  y  s'évanouira  simultanément  avec  les  variables. 

Les  formules  (25)  pouiTont  d'ailleurs  être  déduites  sur  le  champ  de 
celles  du  premier  cas,  en  y  faisant  x^„__iz=:Oj  et  changeant  ensuite  n  en 
w+1. 

Ji.  Si  Jx  est  pair  et  (px  impair,  on  parviendra  à  des  fonnules  sembla- 
bles.    La  valeur  qui  en  résultera  pour  la  fonction  y,  sera  égale  à     -  ?  où  y 

est  détei-miné  par  la  formule  (23). 

On  voit  par  les  fonnules  (15,  25),  qu'on  pourra  toujours  exprimer  la 
sonnne  d'un  nombre  donné  de  fonctions  par  une  seule  fonction  de  la  même 
espèce,  en  y  ajoutant,  poiu*  les  fonctions  de  la  première  espèce,  une  constante^ 
pour  celles  de  la  seconde  espèce  une  certaine  fonction  algébrique^  et  pour 
celles  de  la  troisième  espèce  une  fonction  logarithmique. 
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/ 


En  reniai'quaut  qu'une  intégrale  quelconque  de  la  forme 

peut  être  réduite  aux  fonctions  (Dx  et  Gi^x  et  à  un  cei*taîn  nombre  de  fonc- 
tions de  la  troisième  espèce,  en  y  ajoutiint  inie  expression  algébrique  et  lo- 
garithmique, il  est  clair  qu'en  faisant 

/6x .  (Le 
on  aura  la  relation 


(27)  V^ari-fv^x.-fv^Xs-l =  i/;y -f- 1; -f- C, 

où  V  est  exprimable  par  des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques. 

En  vertu  des  fornmles  (15,  25)  il  est  clair  que  la  fonction  v  ne  change 
pas  de  valeur,  si  Ton  ajoute  à  la  fonction  rationnelle  0x  une  quantité  con- 
stante quelconque,  de  sorte  qu'on  peut  supposer  également 

(iœ 
Jx 


\px  =  j{A  -f-  0x) 


Je  dis  maintenant  que  la  fonction  ip  est  la  seule  qui  puisse  satisfaire  à  l'é- 
quation (27).  En  eiîet  si  l'on  différentie  cette  équation  par  rapport  à  l'une 
des  variables  indépendantes  x^  x^,  .  .  .  ^' par  exemple  à  Xi ,  on  aura 

^'Xi.dxi  =  ip'yj^-dx,-\-^dx^. 

Cela  posé,  si  l'on  suppose  toutes  les  quantités  x^y  x^^  .  .  .  y  égales  à  des 
constantes  déterminées,  on  aura,  en  mettant  x  pour  -Cj,  et  en  faisant 

^  *x .  dx  =  A  qdx  -f-  pdx^ 
d'où  l'on  tire 

ipx  =:  1  {Aq  -{-p)  dx. 

La  fonction  ifrx  ne  pouiTa  donc  contenir  qu'une  seule  constante  indétenninée 
A  y  et  par  conséquent 

est  son  expression  générale. 

Les  propriétés  exprimées  par  les  formules   de   ce  paragraphe  appaitien- 

68 
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lient  donc  aux  seules  fonctions  elliptiques.  C'est  pourquoi  je  les  ai  nommées 
fondamentales. 

Dans  les  tbnnules  que  nous  avons  données,  y  a  une  valeur  unique, 
mais  on  pourra  satisfaire  aux  mêmes  fonnules,  en  mettant  pour  y  une  ex- 
pression algébrique  contenant  une  constante  arbitraire.  En  effet,  pom*  avoir 
une  telle  expression,  il  suffit  de  supposer  une  des  variables  Xi,  ic,,  a-j,  .  .  . 
égale  à  une  constante  arbitraire,  et  la  valeur  de  y  qu'on  obtiendra  ainsi,  sei'a 
la  plus  générale  possible,  comme  on  sait  par  la  théorie  de  Tintégi-ation  des 
équations  différentielles  du  prenjier  ordre,  dont  Tintégi'ale  complète  ne  con- 
tient qu'une  seule  constante  arbitraire. 

A  l'aide  des  formules  (15,  25)  on  pouiTa  exprimer  la  sonnne  d'un  nom- 
bre quelconque  de  fonctions  par  une  seule  fonction.  Il  est  facile  d'en  tirer 
les  fonnules  suivantes: 

* 

H'  r  H' 

OÙ  /ij.  II,,  .  .  .  ,M«,  ,it  désignent  des  nombres  entiers  quelconques,  et  où  y 
est  une  fonction  algébrique  des  variables  iCi,  x,,  .  .  .  d;„,  de  même  que  les 
coefKciens  de  fa  et  (pa.  Pour  avoir  ces  fonnules,  il  suffit  de  supposer  dans 
(13)  et  (21)  un  certain  nombre  des  quantités  x^^  x^^  .  .  .  y  égales  entre 
elles. 

Pour  détenniner  y,  fx^  (px^  on  aura  cette  équation 

(29)         {JxY-(ff>xy(l-x*){l-c*x*) 

=  (x*  —  xî)"'  {x*  —  «»)"«  ...{x*  —  x*X'  {x'—yy, 

qui  doit  avoir  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  x. 


§  3. 

AppliciUion  au  cas  où  deux  Jotictions  sont  données. 

Pour  réduire   deux   fonctions    à   une    seule,    il   suffit   de    supposer,   dans 
les  fonnules  (25),  n=l.     On  aura  alors 


r« r« 
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et  pour  détei-miiier  les  deux  coui^tantes  a^  et  b^j  ou  aura  les  deux   équations 
qui  donnent 

Connaissant    />o,   on   aura  la  valeur  de  y  par  la  formule  (23),    savoir   pour 
w=  1 

donc 

•^        a?j  Jx^  —  x^Jx^  ' 
ou  bien,  en  multipliant  haut  et  bas  par  x^/tx^-\'X^/1x^^ 

(31)  y^'^pà-J^p. 

Si  l'on  exprime  a©  et  h^  en  x^,  x,,  y,  on  aura  ces  expressions  ti'ès  simples: 
(32)  h  =  ^i^%y^   (i^  =  \{c^x\x\if  —  x\  —  xl  —  y^). 

L'expression  de  a©  se  tire  de  l'équation 

{a,x-\^x')\-hl{\-x'){l-c}x')  =  {x'-xX){x'-xl){x'  —  y\ 

en  égalant  entre  eux  les  coefficiens  de  x*  dans  les  deux  membres. 

Les  fonctions  a©  ^^  y  étant  déterminées  comme  on  vient  de  le  voir,  les 
fonnules  (25)  donneront,  en  faisant  w  =  1 , 

©Xj  -}-  Gix^  =  fl)y  -|-  (7, 

(33)  {  «>o^i  +  «>oa^2  =  «>oy  — ^i^iy  +  C', 

Quant  à  la  valeur  du  radical  ,Yy,  elle  est  donnée  par  l'éciuation  (24) 

c'est-à-dire 

(34)  ^y=''-  +  ^* 


•C  I    .C  «jk 


Pour  réduire  la  différence  de  deux  fonctions  à  une  seule,    il    suffit  de   chan- 
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ger  le  signe  de  x^  dans  les  formules  précédentes.  La  valeur  de  y  deviendra 
alors 

^      ^  ^^  1  —  c'^x\x\  x^Jx^-^  x^Jœ^ 

Si  dans  les  tbnnules  (33)  on  fait  x^  égal  à  une  constante  arbitraire,  on 
aura  la  relation  qui  doit  avoir  lieu  entre  les  variables  de  deux  fonctions 
pour  qu'elles  soient  réductibles  Vune  à  l'autre.  En  faisant  x^-=^e^  Xi  =  Xj 
on  aura 

(36)  y=-7^1t4^  ^'  ^^=^y+o. 

En  difFérentiant,  il  viendra 

(")  -X  =  -%  ■ 

L'intégrale  complète  de  cette  équation  est  donc  exprimée  par  l'équation  algé- 
brique (36),  e  étant  la  constante  arbitraire.  Parmi  les  intégi'ales  particuliè- 
res ou  doit  remarquer  les  suivantes: 

1)  i/:=:Xj  qui  répond  à  e  =  0,  Jy  =  JXi 

1  _  Jx 

2)  V  =  ±-c^'  <!'"  i"épon<^  ^  "  =  *»  ^y^  +  '^-^t' 

3)  y = Ki ^c**^i '  n'ii  ^'^v^^^^  ^  ^  =  1»  ^^y  =  î^^*^- ' 

..  1  l/l— c»j^  -^        Jx  1         V  (l-c»);r 


§  4. 

Application  an  ras  où  toutes  tes  fondions  domines  sont  égales 

Si  Ton  fait  dans  les  fonnules  (15,  25). 

on  aura  celles-ci: 

fimx  =  (By  -[-  C', 
(38)  ^  fiGi^x=im^y—p-\-C, 

.i//7r  =  /7y-/,   logf  ^?«_'^«4.C\ 

'  '^         2Jit      ^  fa  —  (pa .  Ja     ^         ' 
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OÙ 

(39)  {fzY  ^  i<pzy  (1  -  2«)  (1  -  c«2')  =  (2*  -  xy  (2«  -  .y»), 

z  étant  îndéteniiîné. 

La  fonction  y  est  ddtenninée  par  les  équations  (14,  23): 

La  première  a  lieu  si  ^u  =  2n  —  1 ,  la  seconde  si  /t  =  2  7i,  Les  équations 
(13',  22),  qui  doivent  déterminer  les  coefficiens  «o)  ^m  ^a?  •  •  •  >  '>0  7  ^m  '^i?  •  •  •' 
se  rouiront  dans  le  cas  que  nous  considérons  à  une  seule,  savoir 

fx  --}-  (px.Jz  =  0, 

mais  d'après  les  principes  du  calcul  différentiel,  cette  équation  doit  encore 
avoir  lieu,  en  la  différentiant  par  rapport  à  x  seul  un  nombre  quelconque  de 
fois  moindre  que  //.  On  aura  donc  en  tout  fi  équations  linéaires  entre  les 
fi  inconnues;  on  en  tire  leurs  valeurs  en  fonction  rationnelle  de  la  variable 
X  et  du  radical  Jx,  Connaissant  a^,  a^,  a^,  .  .  .,  b^^  ft, ,  6,,  .  .  .,  on  aura 
ensuite  la  valeur  de  Jy  par  l'équation 

•^        9!/ 
On  poun-ait  ainsi  détennîner  toutes  les  quantités  nécessaires,  mais  pour  mieux 
approfondir  les  propriétés  de  la  fonction  y,    nous   allons  traiter    le    problème 
d'une  autre  manière,  qui  conduira  successivement  aux  valeurs   de   y   qui   ré- 
pondent aux  valeurs  1,  2,  3,  etc.  de  /i. 

Désignons  par  x^  la  valeur  de  y  qui  répond  à  a.     On  aura 

iSx^  n=  C  -{-  fllDXj 

donc 

«>(a^^+-)  =  C-^mx^-\-  mx^ , 

mais  si  l'on  fait 

on  aura,  en  vei*tii  des  équations  (31,  33) 

donc 

(41)  âJx^+.  =  C+cD.y. 

La  valeur  la  plus  générale  de  a5^+„,  ([ui  satisfera  à  cette  équation  est 
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oh  e  est  une  constante.     Pour  la  détenniner,  soit  x  infiniment  petit;  on  aura 
alors 

x^  =  rï}x,   x^  =  jiix,   a:^+«  =  (w-j-.^)x,    /fx^  =  .^x^=l; 
donc 

y  =  {m-^fi)x,    /fy=  1. 

L'équation  (41^)  donnera  donc 

(m  -\-  fi)x  =  (m  -}-  u)x  Je  -|-  e, 

donc  e  =  0,  //e  =  l  et  par  suite  x^^^=zy^  c'est-à-dire  que 


(42)  x^ 


a?^z/.r«4-^^Jj-^ 


/< 


><+«  1  >.2«s  «.a 


—   -  • 


On  aura  de  la  même  manière 


•^fÂ  ^^m  —  ^m  ^^fi 


La  première  de  ces  formules  servira  à  trouver  a:^+„,  lorsqu'on  connaît  a^^  et 
x^\  on  pourra  donc  former  successivement  les  fonctions 


•  •  • 


en  remarquant  que  x^=^x^  /1x^=.Jx. 
Si  l'on  fait  m  =  1 ,  on  trouvera 

En  remarquant  que 

cette  formule  fait  voir  que  x^  est  une  fonction  ratioimelle  de  x^  si  /i  est 
un  nombre  impair,  et  que  x^  est  de  la  fonne  pixj  oh  p  est  rationnel,  si  u 

est  un  nombre  pair.  Dans  le  premier  cas  ^  est  rationnel,  et  dans  le  se- 
cond /fx^  le  sera.  On  voit  également  que  x^  s'évanouira  en  même  temps 
que  Jx,  si  fi  est  un  nombre  pair.     Les  quantités 

sont  donc  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Si  l'on  multiplie  entre  elles  les  deux  formules  (42,  43),  il  viendni 
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7*  +  «--/i— .—   l_c*j..j., 


ëquation  qui  paraît  être  la  relation  la  plus  simple  qu'on  puisse  établir  entre 
les  fonctions  x^.     En  y  faisant  w  =  /e — 1,  on  aura 

De  même  si  dans  la  fonnule  (42)  on  fait  m  =  ^Uj  on  aura 

(46)  '''^'=\-c^' 

Ces  deux  fonnules  paraissent  être  les  plus  commodes  pour  calculer  successi- 
vement les  fonctions  ic,,  x^j  a*^,  .  •  • 

Pour  ti'ouver  les  expressions  les  plus  simples  de  x^^  supposons 

(47)  ^.  =  ~-^    ■^^.  =  -!l  ' 

OÙ  ^>jî,  q^  sont  des  fonctions  entières  de  x  sans  diviseur  conunun.      En  met- 
tant ces  valeurs  dans  Téquation  (46),  on  aura 

Or  il  est  évident  que  la  traction  du  second  membre    est   réduite   à   sa   plus 
simple  expression;  donc  on  aura  séparément 

(48)  P^^  =  ^P^q^^^i  28^  =  ?Z/1  — cV^ 

En  faisant  les  mêmes  substitutions  dans  l'équation  (45),  on  obtiendra 

^     ^  qtfi-i         q^qu-i  —  c^pfipfi-i 

Or  je  dis  que  la  fraction  du  second  membre  est  nécessairement  réduite  à  sa 
plus  simple  expression.     En  effet  si  Ton  avait  pour  une  même   valeur  de  x 

on  aurait  encore 
Mais  on  a  en  général 

donc  aussi 


544  PRÉCIS  D'UNE  THÉOttlE  DES  FONCTIONS  £LL1PTIQU£8. 

OU  bien 

xl{l  -  xj!...,)  (1  -  c'x%_,)  =  0  =  x«_,(l  -  xl)  (1  -  c*xl), 

ce  qui  est  impossible,  cai*  il  fallait 
Cela  posé,  l'équation  (49)  donnera 

(50)       p»^-i=  ^  (plql-i  —  Qlpl-t)^  (1*^-i=(IWm-i  —  <^*pIpI-i 

Si  donc  on  détermine  successivement  les  fonctions 

P*i  <?t,  Pa,  ÎJj  Ptj  3o 


•     •     • 


par  les   équations   (48,  50),    ^-^    sera  toujours  réduit    à   sa  plus   simple    ex- 

pression. 

On    pourra   faire   pi  =  Xj    q^zznl.      D'après    la    forme    des    expressions 
(48,  50)  il  est  clair  que 

1)  ÏV--1  ^^  ^^"®  fonction  entière  et  impaire  de  x  du   degré    (2/t  —  1)', 

2)  p^^=p'  Jx^    oîi  p'    est    une    fonction    entière    et    impaire   du    degré 
(2/0^-3, 

3)  q^  est  une  fonction  entière  et  paire  du  degré   fi^ — 1    ou   /f*,   selon 
que  ,u  est  impair  ou  pair. 

Les  fonctions  x^^  et  x^^  auront  donc  la  forme  suivante: 

loi;  x^,,^i  ~     1  4-  ^i.r*  +  ^"î.r*H h  ^(Wi)'-i'*^^^^"'^*~'     ' 

Ou  aura  par  exemple 

.,    .  _     2^^  _        3  —  4 (1  +  c^).i^^  +  6^''»g^  —  ^'^g^ 

(od j  ^2  —  fil  ^^4  '    -^3  —  ^  i^Te^o^*"  4:4c*7r+^)a'«  —  3c?*^«  * 

Il   est  facile   de  voir  que   les   coefficiens  A^j  A^^  ...  il J^. -4 J,  .  .  .  Bqj 
B^^  .  .  .  B\^  B\^  .  .  .  seront  des  fonctions  entières  de  c^     On  a  toujoure 

A^  =  2fi—l,   Bç,=  2fj.   et   Al  =  B'^  =  0. 

La  fonction  x^^  est,  conmie  on  le  voit,  irratioimelle  ;    or  on  peut  facile- 
ment trouver  une  fonction  rationnelle  y  qui  satisfasse  à  l'équation 

Jy  '    Jx 
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Une  telle  fonction  est  la  suivante 

(54)  ^  =  j/^^  =  ,^^, 

car  on  a,  en  vertu  de  la  relation  (37), 

Jy         Jx^^  ' 

et  y  est  ratioiniel,  puisque  les  fonctions    Jx^^^   et   xl^   le   sont.      On    se  con- 
vaincra aisément  que' cette  fonction  y  aura  la  fomie 

^55^  ,,_l  +  «'^'+'-  +  /^»^<'^^' 

Pour   «t  1=  1 ,  on  aura 

Nous  vendons  dans  la  suite  comment  on  poun'a  décomposer  les  fonctions  x^ 
et  y  en  facteurs  et  en  fractions  partielles. 

Nous  montrerons  de  même  que  les  équations  précédentes  sont  toujom*8 
résolubles  algébriquement  par  rapport  à  x^  de  sorte  qu'on  peut  exprimer  x 
en  x^  à  Taide  de  radicaux. 


CHAPITRE  IL 

Sur  la  relation  la  plus  générale  possible  entre  un  nombre  quelconque  de 

fonctions  elliptiques. 

Après  avoir  établi  dans  le  chapitre  précédent  les  propriétés  fondamenta- 
les des  fonctions  elliptiques,  nous  allons  maintenant  en  faire  l'application  au 
problème  général  que  nous  nous  sommes  proposé.  Nous  ferons  voir  qu'on 
pourra  en  ramener  la  solution  à  celle  de  quelques  autres  problèmes  plus 
simples. 

§  1. 

Sur  la  forme  qv*on  pourra  doimer  à  Virdégrale  (Fune  différentielle  quelamque  algébriqu^y  en 
supposant  cette  intégi*ale  exprimalie  2>ar  des  fonctions  algébriques^  logarithmiques 

et  elliptiques. 

Soient    Xi,  CTg,  x^j  .  .  .  x^   des   variables    en    nombre    quelconque,    liées 

entre  elles  par  des  équations   algébriques   dont   le   nombre    est   moindre    que 

69 


546  PRÉCIS  DUNE  THÉORIE  DES  FONXTIONS  ELLIPTIQUES. 

celui  des  variables.  Soient  ^i ,  y*  »  •  •  •  y^  des  fonctions  algébriques  quelcon- 
ques de  ces  variables  et  supposons  que  la  différentielle 

soit  complète  et  que  son  intégrale  soit  exprimable  à  laide  de  fonctions  algé- 
briques, logarithmiques  et  elliptiques,  de  sorte  que  Ton  ait 

(57)  /(i/i^^i  +  y^^^^'âH hZ/^^^^A*) 

z=u-\-A^logv^^A^logv^-{-  .  •  •  -\--Ay\ogVy 

A^^  A^j  .  .  .  Ayj  «j,  «2,  .  .  .  «^  étant  des  quantités  constantes,  m,  t?^,  y^, 
.  .  .  Vy,  f^,  ^^,  .  .  .  f„  des  fonctions  algébriques  des  variables  x^^  a?^,  .  .  .  x^^ 
et  i/Zj,  1//2,  V^3,  .  .  .  i^„  des  fonctions  elliptiques  quelconques  des  trois  espèces 
avec  des  viodules  et  des  paramètres  quelconques.  Désignons  respectivement 
par  Cj,  Cg,  .  .  .  c„  les  modules  de  ces  fonctions,  et  faisons  pour  abréger 

(58)  ±  y(r^^*)(i  -  êw)  =  j^x, 

de  sorte  qu'on  ait  en  général 

(59)  yj^x  =J  -j^ , 

0'  étant  une  fonction  rationnelle  de  x^  de  Tune  des  trois  formes 


1       ^         1 
1,  X-,    - 

1  — 


a« 


selon  que  ip^x  est  une  fonction  de  la  première,  de  la  seconde  ou  de  la  troi- 
sième espèce.  Nous  pourrons  même  supposer  que  0'  soit  une  fonction  ration- 
nelle quelconque  de  x. 

On  pourra   regarder   un    certain    nombre    des    quantités    x^,  x,,  .  .  .  a:„ 
comme  des  variables  indépendantes.     Soient  celles-ci  les  vi  premières: 

(60)  Xj,  x-2,  X 


j  ,     .*>2  ,    .03 ,     .    .    .    X^  J 


alors  toutes  les  quantités 

(61)  ^'«  +  1?    ^m  +  a  î    •    •    •   ^yuî      '17     ^25    •    •    '    *nî      ^5      ^n    ^fi    •    '    '    *^v\     Vl^    Vtl    '    '    -  Hti 

seront  des  fonctions  algébriques  de  x*i,  .n,  .  .  .  ic^. 

Cela  posé,    imaginons  une  fonction  algébrique    0   telle  qu'on  puisse  ex- 
primer toutes  les  fonctions 

(62)  ^,     «^1,     '^.ï     •    •    •    ^y\     ^5     ^7     •    •    •    ^«?     ^iWî     ^a(0»     •    •    •    ^^»(0 
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ratioiinellemeut  en 

(ooj  0^  a?!,  a^jj,  x^^  .  .  *  x^^   y,,  y^i  y^i  •  •  •  Z/^- 

Il  existe  une  infinîté  de  fonctions  0  qui  jouissent  de  cette  propriété.  Une 
telle  fonction  sera  par  exemple  la  somme  de  toutes  les  fonctions  (62),  multi- 
pliées chacune  par  un  coefficient  indéterminé  et  constant.  C'est  ce  qui  est 
facile  à  démonti*er  par  la  théorie  des  équations  algébriques.  La .  quantité  ô, 
étant  une  fonction  algébrique  des  variables  Xi ,  a:^ ,  .  .  . ,  pourra  donc  satis- 
faire à  une  équation  algébrique,  dans  laquelle  tous  les  coefficiens  sont  des 
fonctions  rationnelles  de  a^i ,  Xg ,  .  .  . .  Or  au  lieu  de  supposer  ces  coefficiens 
rationnels  en  ^Cj ,  ccg ,  .  .  . ,  nous  les  supposerons  rationnels  en 

\"^)  ^1)  ^%i  ^S5  •  •  •  ^Vï  Vil  Vt'i  Vil  •  •  •  y^i? 

car  cette  supposition  permise  simplifiera  beaucoup  le  raisonnement.  Soit 
donc 

(65)  F  =  0 

Téquation  en  0]  désignons  son  degré  par  d  et  supposons,  ce  qui  est  permis, 
qu'il  soit  impossible  que  la  fonction  6  puisse  être  racine  d'une  autre  équation 
de  la  même  forme,  mais  dont  le  degré  soit  moindre  que  d. 

Imaginons  maintenant  qu'on  diflférentie  l'équation  (57)  par  rapport  aux 
variables  indépendantes  iCi,  Xg,  .  .  .  x^.  Il  est  facile  de  voir  que  la  difl'é- 
rentielle  qu'on  trouve  sera  de  la  fonne 

(66)  ;>i  dx^  +^g  dx^'\ Y-p^  rf^«  =  0, 

oh  jp, ,  i;^ ,  .  .  .  ^^  seront  des  fonctions  rationnelles  des  quantités 

Xi ,  x^,  .  .  .  x^,  x^^i ,  .  .  .  x^, ,  ^1 ,  y^,  .  -  .  y^j  w,  v^^  v^^  Vj,  .  .  .  i?,. , 

Donc  en  introduisant  la  fonction  #,  p^^  p^^  .  .  p^  deviendront  des  fonctions 
rationnelles  de 

(67)  a,  X,,  Xj,  .  .  •  a:^)    yxf  yti  •  •  •  ^/i  • 
Cela  posé,  l'équation  (66)  donnera  séparément 

(68)  i?i  =  0,  jt>g  =  0,  2>3  =  0,  .  .  •  p«  =  0, 

et  il  est  clair  que   si  ces  équations   sont  satisfaites,    l'équation    proposée   (57) 

le  sera  également.     Maintenant  les  équations  (68)  sont  auUint  d'équations  en 

0  de  la  même  forme  que    f^=0,    ou   jxmrront  aisément  être  réduites  à  cette 

(59* 
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forme;  mais,  d'après  l'Êypothèse,  F=0  est  ime  équation  irréductible  en  tf, 
donc  il  suit  d'un  théorème  connu,  que  toutes  les  équations  (68)  seront  encore 
satisfaites,  en  mettant  pour  0  une  quelconque  des  racines  de  Téquation  F=:0. 
Donc  l'équation  (57)  aura  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  tf,  pourvu  qu'elle 
'  satisfasse  à  Téquation  V=.0. 
Désignons  par 

(69)  ôi,  #2,  .  •  •  ^^ 
les  racines  de  l'équation   F=0,   et  par 

(70)  u  ^  u  ^  •  .  .  u    ;    ^w  ?  ^«  7  •  •  •  ^j»  ;    ^m  7  ^w  »  •  •  •  ^« 

les  valeurs  correspondantes  des  fonctions  w,  v„,  t^.  Alors  l'équation  (57) 
donnera,  en  substituant  dans  le  second  membre  d'abord  les  expressions  des 
quantités  «^,  v^,  v,,  .  .  .  f^,  fg,  .  .  . ,  ^i(^i),  ^%{t^^  ...  en  fonction  rationnelle 
de  #,  iCi7  iCj,  ...  35^,  ^1,  ^2 7  '  '  '  !/fij  6t  ensuite  au  lieu  de  0  successivement 
les  â  valeurs  Ou  0^^  .  .  .  0^^  l'équation  (57)  donnera,  dis-je,  â  équations 
semblables  qui,  ajoutées  ensemble,  conduiront  à  celle-ci: 

(71)  l  +A^{\ogv^'+  logv^''+ . . .  +  logv^f^)+' . .  +A^(log  V  +  log v/  +  •  •  •  +  logvf) 

Le  second  membre  de  cette  équation  pourra  être  réduit  à  une  forme  beau- 
coup plus  simple.     Considérons  d'abord  la  partie  algébrique. 

(72)  ^^'  +  w''-| \^u^^^=U. 

Cette  fonction  est  exprimée  rationnellement  en 

mais  elle  est  en  même  temps  symétrique  par  rapport  à  ô^,  ôg,  .  .  .  tf^,  donc 
en  vertu  d'un  théorème  connu  sur  les  fonctions  symétriques  et  ratîoimellas, 
on  pourra  exprimer  la  fonction   U  rationnellement  en  fonction  de 

(73)  a?!,  a^a,  .  .  .  x^,   yi^  y%i  •  >  •  y^^ 

et  des  coefficiens  de  l'équation  V=0]  mais  ceux-ci  sont  eux-mêmes  des 
fonctions  rationnelles  des  quantités  (73),  donc  la  fonction  U  le  sera  égale- 
ment. 

Soit  maintenant 

(74)  log  F«  =  log  vj  +  log  ^^/'  H f-  log  v'^\ 
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on  aura 

donc  la  fonction  V„  est  aussi  une  fonction  rationnelle  des  quantités  (73,  69) 
et  symétrique  par  rapport  à  dj ,  ô, ,  .  .  .  ô^  ;  donc  on  démontrera  de  la  même 
manière  que  V^  pourra  s'exprimer  rationnellement  par  les  quantités  (73) 
seules. 

Il  reste  à  considérer  la  partie  elliptique  de  Téquation  (71):    or   d'après 
les  fommles  du  chapitre  précédent,  on  pouiTa  toujours  faire 


où  toutes  les  quantités 

(76)  T.,  ^,(r.),  p,q,,q,,...  g. 

sont  des  fonctions  rationnelles  des  fonctions 

or  celles-ci  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  (69,  73),  et  il  est 
clair  qu'elles  seront  symétriques  par  rapport  à  ô^,  tf^,  .  .  .  d,5,  donc  enfin 
on  pourra  exprimer  les  fonctions  (76)  rationnellement  par  les  quantités  ar^, 
Xj ,  .  .  .  a?^ ;  y^^  y^^  .  .  •  y^ • 

En  vertu  de  ce  que  nous  venons  de  voir,  on  pourra  donc  mettre  le  se- 
cond membre  de  l'équation  (71)  sous  la  forme: 

r  +  A'logp'  +  ^Mog(i'^-| ^^<*>logp<*^ 

Nous  sommes  ainsi  parvenus  à  ce  théorème  général: 

Théorhme  IL     Si  une  intégrale  quelconque  de  la  forme 

oh  y^ ,  y^ ,  .  .  .  y^  sont  des  fonctions  àlgêhriques  de  a:^ ,  a:^ ,  .  .  .  x^ ,  ces  der- 
niers étant  liés  entre  eux  par  un  nombre  quelconque  d'équations  algébriques^ 
peut  être  exprimée  par  des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  elliptiques 
de  sorte  qu'on  ait 


550  PRÉCIS  D'UNE  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 

OÙ  ^j,  Jlj,  .  .  .  a^,  «jj,  .  .  .  sont  des  constantes,  u^  v^^  v^^  .  .  .  t^^  t^^  .  .  . 
des  fonctions  algébriques  de  if ^ ,  x^ ,  .  .  . ,  et  i^j ,  ^^ ,  .  .  .  des  fonctions  ellip- 
tiques quelconques,  alors  je  dis  qu'on  pourra  toujours  exprimer  la  même  in- 
tégrale de  la  manière  suivante: 

â  étant  un  nombre  entier;  «^,  a^,  .  .  .  a„  les  mêmes  que  dans  l'équation 
donnée;    A\  A",  .  .  .  des  constantes,  et 

des  fonctions  rationnelles  des  quantités 

Ce  théorème  est  non  seulement  d'une  grande  importance  pour  la  solu- 
tion de  notre  problème  général,  mais  il  est  encore  le  fondement  de  tout  ce 
qui  concerne  l'application  des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  ellipti- 
ques à  la  théorie  de  l'intégration  des  fomiules  différentielles  algébriques.  J'en 
ai  déduit  un  grand  nombre  de  résultats  nouveaux  et  généraux  que  je  sou- 
mettrai au  jugement  des  géomètres  dans  une  autre  occasion. 

Comme  corollaire  de  ce  théorème  on  doit  remarquer  le  suivant: 
Théorème  III.     Si  une  intégrale  de  la  forme 

peut  être  exprimée  par  une  fonction  algébrique  et  logarithmique  de  la  forme 

on  pouiTa  toujours  supposer  que   u^  v^^  v^^  ,  .  .  Vy   soient    des    fonctions    ra- 
tionnelles de  Xj,  a:^,  .  .  .  x^^,   ?/j,  y^,  .  .  .  ?/^.    Si  donc  on  a  l'intégrale   1  J/<l^j 

où  y  est  liée  à  x  par  une  équation  algébrique  quelconque,  on  pourra  suppo- 
ser que  Uj  y^,  v^  etc.  soient  des  fonctions  rationnelles  de  y  et  x*). 

*)  J'ai  fondé  sur  ce  théorème  une  nouvelle  théorie  de  Fintégration  des  formules 
dîflFérentiellcs  algébriques,  mais  que  les  circonstances  ne  m'ont  pas  permis  de  publier 
jusqu'à  présent.  Cette  théorie  dépasse  de  beaucoup  les  résultats  connus,  elle  a  pour 
but  d'opérer  toutes  les  réductions  possUies  des  intégrales  des  formules  algébriques,  k  Taide 
des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques.  On  parviendra  ainsi  k  réduire  au  phis 
petit  nombre  possible  les  intégrales  nécessaires  pour  représenter  sous  f4)riïie  finie  toutes 
l(\s  intégral(»8  qui   appartiennent  k  une  même  classe. 
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§  2. 

Application  du  (Jiéorème  du  fntrayniplie  précéxletit  à  la  relation  g^.nârale  entre  dea  fonctiona 

algébriqaeHy  logarit/imiqties  et  ellijytiques. 

Du  tliéorèiiie  général  démontré  dans  le  paragraphe  précédent  on  peut 
déduire  înnnédiatenient  plusieurs  propositions  importantes,  relatives  à  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques. 

Soit 

(77)  a^tp,x^-^a^ip^x^-\ ]-.a^xf;^,x^=n-\-A^hgv^-{-A^\ogv^-\ 1- J.log^v, 

une  relation  quelconque  entre  les  fonctions  elliptiques 

v^i^i»  %^2^  •  •  •  y^^^^i 

dont  les  modules  sont  respectivement   c^,  c^,  .  .  .  c^.      Si    pour    abréger   on 

fait    ±y(l — i^O  (1  —  ^m^^)  =  ^m-^)    1^  premier  membre   sera   la  même  chose 
que 

^^  ''i>  ^2?  •  •  •  'V  «eront  respectivement  des  fonctions  rationnelles  de  x^^  x-^, 
.  .  .  ic^, .     Donc  en  vertu  du  théorème  III  on  pourra  énoncer  le  suivant: 

Tliéorhne  IV.  Si  Téquation  (77)  a  lieu  en  supposant  que  m,  v^,  v^^ 
.  .  .  Vy  soient  des  fonctions  algébriques  des  quantités  x^^  x^^  .  .  ,  x^^  oi\  pourra 
toujours,  sans  diminuer  la  généralité,  supposer  que  w,  i\^  y^,  .  .  .  v^  soient 
exprimées  rationnellement  en  ur^,  x^,  .  .  .  a:^,  ^^JC^i  J^x^^  .  .  .  Jf^x^. 

En  écrivant  l'équation  générale  (77)  de  cette  manière: 

=zaJ^A^  log  v^  +  A^  log  c^-\ 1-  A,  log  v,  —  a^^^ip^^^x^^,— a^,  i//^,x^, , 

ou  aura,  en  vertu  du  théorème  II,  le  suivant: 

Théorème  V.  Si  l'équation  (77)  a  lieu,  on  en  pourra  toujours  tirer  une 
autre  de  la  forme: 

(79)     âa^ip^x^-\--âa^ip^Xi'-\ •  +<)a«'/'-.'^-.  +  «-.+i«^-.+i^,+  * [-«a*V^;/*«-- 

=  r  +  ^Mogp'-f  A"logp^'H \- A'^nog  (f''\ 

(J  étant  un  nombre  entier  et  les  quantités 
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"l  î    ^m+l^i7     "27    ^iïi+2^2?    •    •    •    "fA—m^    ^fji"/ji—m^    ^S    P  ?    P    7    '    *    *    P 

des  fonctions  rationnelles  de 

•^1  7    *^8  7    '    '    •    "^m?     ^1*^17    *^2'^2  7    •    •    '    -^m-^iw  • 

On  aura  encore  comme  corollaire: 

Théorème  VL     Si  une  relation  quelconque  entre  les  fonctions  elliptiques 

'/'i^iï  V^2^2  7  '  •  •  Wfi^fi   ^^^    *^'^^^    espèces   a   la   fonne  exprimée  par  Téquation 
(77),  on  en  tirera  une  autre  de  la  fonne: 

(80)     da^.^^x=i  —  a^.^^e^  —  a^.%p^e^—  •  •  •  —  a«_i.i//«_i#«_i 

+  r  +  ^'logp'  +  ilMogp''-^ f-^^*>logp% 

d  étant  un  nombre  entier  et  toutes  les  quantités 

des  fonctions  rationnelles  de  la  variable  x  et  du  radical  correspondant  J^x, 
Toutes  ces  fonctions  pourront  donc  se  mettre  sous  la  forme: 

où  p  et  q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  seul. 

Voilà  le  tliéorème  qui  nous  conduira,,  connue  nous  le  verrons  plus  bas, 
k  la  solution  de  notre  problème. 

Si  Ton  suppose  que  toutes  les  variables  x^^  x^^  .  .  .  x^  soient  égales 
entre  elles  et  à  .t,  et  en  outre  que  les  fonctions  V^i?  V25  •  •  •  V'/*  ai^nt  le 
même  module,   que  nous  désignerons  par  c,   alors  le  premier  membre  de  Té- 

-j~j    oïl   r   est  une  fonction   ration- 
nelle de  a;;  donc  en  vertu  du  théorèitie  III  on  pourra  éneucer  le  suivant: 

Théorème  VIL  Si  entre  les  fonctions  â>x,  (S^x,  /J^x,  /T^x,  .  .  .  U^x^ 
où  fl^^  IT^^  .  ,  .  fT^  désignent  des  fonctions  de  la  troisième  espèce,  avec  des 
paramètres  quelconques,  mais  avec  le  même  module  c  que  les  deux  fonctions 
de  la  première  et  de  la  seconde  espèce  cDx  et  WqXj  on  a  une  relation  quel- 
conque de  la  forme: 

=  u-^A,\ogVi-\-A^\ogv^-] f-^^logv^, 

on  pourra  toujours  supposer  que  les  quantités 


(81) 
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soient  de  la  forme  p-\-qJx^   oh  p   et  q  sont  des  fonctions  rationnelles    de 
X  seul. 

Ce  théorème  est  aussi  d'une  grande  importance  dans  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques.  Nous  en  développerons  dans  le  chapitre  IV  les  consé- 
quences les  plus  importantes  pour  notre  objet. 


§  3. 

Réduction  du  problème  général. 

Reprenons  la  formule  du  théorème  VI.     En   la  différentiant,   le  résultat 

sera  de  la  forme 

P-^QJ^x  =  0, 

où  P  et  V  sont  des  fonctions  rationnelles  de  X]  donc  on  doit  avoir  séparé- 
ment P=0,  Ç  =  0,  et  par  suite  P — Q .J^x=Oy  donc  la  fonnule  (80) 
aura  encore  lieu  en  changeant  le  signe  du  radical  J^x.  Or  en  faisant  ce 
changement  et  en  désignant  par  ô/,  0^^  Q^'  etc.  les  valeurs  correspondantes 
de  ôi?  ôg,  .  .  .,  on  aura 

où  pour  abréger  nous  avons  mis  le  signe  de  sommation  -2*,  v'  étant  la  partie 
algébrique  et  logarithmique.  En  retranchant  cette  équation  de  Téquation 
(80),  on  obtiendra 

(82)  2  da^  f^x  =  2a  {xpO'  —  ^e)-\-v  —  v\ 

Cela  posé,  désignons  par  c  le  module  de  la  fonction  y/  et  par  Jx  la  fonc- 
tion   ±y(l  —  ^*)(1  —  c*x^)\   alors  on  aura,   d'après   ce  qu'on   a  vu  dans  le 

chapitre  I  (35) 

ipd'  —  tfjd  =  ifJi/  —  v'\ 

en  faisant 

_  e'JB  —  BJff 

v"  étant  une  expression  algébrique  et  logarithmique. 
Soient  maintenant 

Ozzap-^^qJ^x,    Jd  =  r'^(fJ^x, 

où  p,  q^  r,  p   sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.     En  changeant  le  signe 

du  radical  J^x^  on  aura  les  valeurs  de  0'  et  }fd\  savoir 

70 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  y,  il  est  clair  que  cette  fonc- 
tion prendra  la  forme. 

(83)  y  =  t  J^x, 

où   i  est  rationnel   en   x.     En  vei^tu   de  la  formule  (34)    on    voit   de   même 
que  Jy  sera  rationnel  en  x. 
Si  Ton  fait  maintenant 

1  — c^e^y^ 

oïl  e  est  constant,  on  aura  encore 

xpy  =  i/zz  -f  v"\ 
donc 

^Q'  —  i//d  =  ^25  -|- 1^1 . 

Or  je  dîs  qu'on  pourra  faire  en  sorte  que  z  soit  une  fonction  rationnelle  de 
x.  En  eft'et  il  suffit  pour  cela  d'attribuer  à  la  constante  e  une  valeur  qui 
annule  Je. 

Soit  par  exemple  e  =  1 ,    on  aura 

(84)  ^^nrS^  ^'^^  ^^=T:^y^y^ 

mais,  comme  nous  venons  de  le  voir,  y*  et  Jy  sont  des  fonctions  rationnel- 
les de  x^  donc  z  le  sera  de  même. 

La  fommle  (82)  prendra  donc  la  forme  suivante: 

(85)  2da^xjj^x  =  2:a.xiJZ^  F, 

où  V  est  une  fonction  algébrique  et  logarithmique,  qui  en  vertu  du  théo- 
rème II  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

toutes  les  quantités  a^  v^^  v^^  .  ,  .  étant  de  la  foniie  p-\-qJ^x. 

En  développant  le  second  membre  de  l'équation  (85),   on  aura  aussi  la 
fornmle 

2 âa^ .  ifj„x  =  a,.tp,z,-{-a^.  ip^z^ -j-  .  .  .  -|- a„_^ .  tp„_iZ„_, 

+  ««+1 .  V^«+i25«+i  H h  «A*  •  ^^^f^  +  ^y 

où  en  vertu  des  deux  équations  (84,  83)  toutes  les  quantités 


(86) 
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sont  des  fonctions  rationnelles  de  la  variable  x.  Cette  fonnule  est  donc  une 
suite  nécessaire  de  la  formule  générale  (77).  Il  faut  faire  attention  que  8 
est  un  nombre  entier  et  que  les  coefficiens  a^,  a,,  .  .  .  «^  sont  précisément 
les  mêmes  dans  les  deux  formules.     C'est  une  remarque  essentielle. 

A  Taide  de  la  formule  (86)  on  pouri'a  maintenant  réduire  la  formule 
générale  (77)  à  une  autre  plus  simple.  En  effet,  en  éliminant  la  fonction 
xff^x  entre  ces  deux  équations,  on  trouvera  une  équation  de  la  même  forme 
que  la  proposée,  mais  qui  contiendra  un  nombre  moindre  de  fonctions  ellip- 
tiques. Faisons  m  =  ^a  et  mettons  x^  pour  x  dans  la  fonnule  (80).  On 
aura 

En  éliminant  la  fonction  V'^a;^  enti'e  les  deux  équations  il  viendra 

(87)       a^i^Sn^^x^  —  tp,z,)  -| 1-  a^_,{2âyj^^,x,,_,  —  V^^_i2^-i)  =  T'. 

Mais  2(t  étant  un  nombre  entier,  on  pourra,  en  vertu  de  ce  que  nous  avons 
vu  dans  le  chapitre  précédent,  trouver  des  fonctions  algébriques  ic/,  x^'^  .  .  . 
-^'/i-i  telles  que 

2âip^x^  —  ip,Zi  =  %x,' -^  V^, 

2  âip^x^  —  ifj^z^  =  tp^x^'  -f-  V^ 

etc. 
donc  la  formule  (87)  donnera  celle-ci 

(88^       I   «1  •  V^i^i'  +  ««  •  V^«»/  H h  «^~i  •  V^/*-i^ Vi 

\  =i^'  +  ^'log<  +  ^'logiVH +^/logV. 

Cette  équation  est  précisément  de  la  même  forme  que  l'équation  proposée; 
seulement  elle  ne  contient  plus  la  fonction  ^p^.  On  poun-a  la  traiter  de  la 
même  manière  et  en  chasser  une  autre  fonction,  par  exemple  V^_i.  En 
continuant  ainsi,  on  parviendra  enfin  à  une  équation  qui  ne  contiendra  que 
des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques,  et  qui  ne  n'aura  pas  de  difficulté. 
On  voit  donc  que  le  pn>blème  général  pouira  être  réduit  à  celui-ci: 

Satisfaire  de  la  manière  la  j)lus  générale  h  V équation 

\  +M-[-4,logî^i  +  ^logy,-| |-^^logîV, 

où    ipj  xpij  tff^j  .  .  .  !/'„    dévffvent    des  fonctions   elliptiques    des    trois   esj)P.r^Sj 

en  sujyposant  que 
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soient  des  fonctions  rationnelles  de  x]  et  que  ^lyiy  ^^y^j  '  >  •  ^n y»  soient  de 
la  forme  p.ix^    oh  p  est  rationnel  en   x,    et   oh    /fx   désigne   le   radical  qui 
figure  dans  la  fonction  tpx. 
Soient 

Ayi=Pi^^^    ^2y%=P%^^,  •  •  •  ^«y»=i>n^«- 

Supposons  que  cas  équations  soient  satisfaites,  et  soit 

X 


Ox,  diX,  .  .  .  0„x   étant  toujours  des  fonctions  i-ationnelles  suivant  la  nature 
des  fonctions  ^,  ^j,  .  .  .  ^,,  on  aura 


dx   *  Jx  ' 


or     -^— .-^   est  une  fonction  rationnelle  de   x.   donc  Tintéffrale  du  second 

Pm  dx  7  O 

membre  pourra  être  réduite  à  la  forme 

rp^y^  =  r-\-Amx^A,oi,x^A'n{x,a')^A''n(x,a')-\ , 

où  r  est  une  expression  algébrique  et  logarithmique.  En  transformant  toutes 
les  fonctions  yjx^  V^i^n  V^s^/aî  •  •  •  ^^  cette  manière,  Féquation  (89)  prendra 
cette  fonne 

r90^       (   «<*^^  +  «o^o^î  +  «1  n{x,  a,)  -f-  a,  n(x^  a,)  -| 1-  «^  /7(x,  a  J 

I  =w  +  illlogt;l  +  ^,log^?,-^ 

En  vertu  de  ce  que  nous  venons  de  voir  il  est  clair  que  la  solution  du 
problème  (89)  pourra  être  réduite  à  celle  des  problèmes  suivans: 

Problème  A.     Trouver  tous  les  cas  possibles    oîi    Ton   peut   satisfaire  à 
réquation 

(91)  (1  -  y*)  (1  -  C'Y)  =p\\  -  X*)  (1  -  c'x% 

en  supposant  y  et  p  fonctions  rationnelles  de  l'indéterminée  x,  c  et  c'  étant 
des  constantes. 

Problème  B.     L'ëquation  (91)  étant  satisfaite,  réduire  les  trois  fonctions 

fij(y,c'),  ffio(y,c')>  n{Tj,c\a) 
à  la  forme 

r-\-Amx-{-A^()i^x-\-A'n{x,a')-{-A''n{x,a'')-{- 


•      a      • 
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oîi  r  est  une  expression  algébrique  et  logarithmique. 

Problème  C.  Trouver  la  relation  la  plus  générale  entre  les  fonctions 
qui  ont  le  même  module  et  la  même  variable,  c'est-à-dire:  trouver  les  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'on  puisse  exprimer  une  fonction  de 
la  fonne 

par  des  fonctions  algébriques  et  des  logarithmes. 

La  solution  complète  de  ces  trois  problèmes  sera  l'objet  principal  de 
nos  recherches  ultérieures.  Nous  allons  commencer  par  le  deniier  qui  est 
le  plus  simple. 

CHAPITRE  m. 

Détermination  de  la  relation  la  plus  générale  possilfle  entre  wi  fioînbre  quelconque  de  fonctions 
elliptiques  de  la  même  variable  et  du  ineme  module;  ou  solution  du  jyrohlhne  C, 

Soit  comme  précédemment 

Ox,  (BqX  les  fonctions  des  deux  premières  espèces  et  Ua^^  ^««?  •  •  •  ^«^ 
des  fonctions  de  la  ti*oisième  espèce,  ayant  pour  paramètres  «i,  a»,  .  .  .  «n, 
de  sorte  que 

/dx                                  fx^dXrr                      c                dx 
- j-  j    UHqX  =  I    -.-  >     ITa„  =  I  7 ^^^ 
J  ■"      .  J  (i-S)-^' 

Cela  posé,   il  s'agit  de  satisfaire  de  la  manière  la  plos  générale  à  l'équation 

En  vertu  du  théorème  VI  on  peut  supposer  que  w,  v, ,  v,,  .  .  •  t?^  soient  de 
la  fonne  p-j-g'-^i^î  oh  p  et  q  sont  rationnels  en  x. 

Nous  supposons,  ce  qui  est  permis,  qu'il  soit  impossible  de  trouver  ime 
relation   semblable,    qui    ne    contienne    pas   toutes    les   fonctions    //«i,    fla^y 

Ua^.      Nous  supposons  encore  qu'aucun  des  paramètres   «!,«,,.•.«„ 


... 


ne  soit  égal  à±louà±  —  ;    car  dans  ce  cas  on  pourrait,  comme  on  sait, 

réduire  la  fonction  correspondante  de  la  troisième  espèce  aux  fonctions   Gix 
et  (BqX. 
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Cela  posé,  désignons  le  premier  membre  de  l'équation  (92)  par  xpx  et 
le  second  par  u-^ 2A\ogv.     On  aura 

(93)  \i)x=iu-\-2:A\o^v. 

Il  est  clair  que  .cette  équation  aura  encore  lieu  si  le  radical  .^Ix  change 
de  signe.  Donc  en  désignant  par  u'  et  v'  les  valeurs  correspondantes  de  « 
et  V,  on  aura 

—  %px  =  t^'  -[-  2  A  log  v'. 
t^ela  donne 

2^x=iu  —  ^'  -f-  -2'-4  log  — ^  • 


Mettons  ici  — x  au  lieu  de  -f-ic,  on  pourra  supposer  que  dx  reste  invari- 
able; la  fonction  \px  changera  de  signe,  et  par  conséquent  on  aura,  en  dé- 
signant par  u^\  n''\  v'\  v'"  les  valeurs  correspondantes  de  w,  u\  v,  v' : 


—  2  iifx  =  u"  —  u'"  4-  2 A  log 
De  là  on  tire 


vW" 


rf,^  =  ^{u-u'-  u"  -f  u'")  J^\2A log  ^^r  • 
Soit      , 

V  =p  -}-  ça^  -f-  {p'  -h  (^x)  //x, 

V-i  9.f  v\  ?'  étant  des  fonctions  paires,  on  aura 

V*  ^=.p-\'qx  —  {^p'  -|-  q'x)/lx^ 

v"  r=.y  —  2^  -|-  (p'  —  q'x)Jx^ 

v'"  =:p  —  qx  —  {p'  —  q^x).ix^ 
donc 

V  v'"  =p'  ~  q'x'  —  {j/^  —  q''x')  Çix)'  +  2x{pq'  —  qp')Jx, 
v'  v^'  =p^  —  q^x"  —  {p"  —  q'^x')  {.ix)'  —  2x  {pq'  —  qp')Jx, 

par  conséquent  on  aura 

r  v'" fa  -|-  (fx .  Jx 

r'  r"        /jî  —  (fa .  ^Jx 

fx  et  ifx  étant  des  fonctions  entières,  dont  l'une  est  paire  et  l'autre  impaire. 
Nous  les  supposerons,  ce  qui  est  pennis,  sans  diviseur  commun. 

La  partie  algébrique  \(u  —  w'-j-î^'''  —  w")  est  évidenunent  de  la  forme 
r.dx^  où  r  est  une  fonction  impaire  de  x.  En  écrivant  A  au  lieu  de  ^J^, 
Texpression  de  iffx  prendra  la  fonne  suivante: 


-  ? 
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(94)  v-=r^-+^^iog^j^j^:j^. 

Quant  aux  coefficiens  A^^  A^^  .  .  .  A^^  nous  pourrons  supposer  qu'il  soit  im- 
possible d'avoir  entre  eux  une  relation  de  cette  forme 

(95)  mi^i-f"^2^H-  •  •  •  +Wy-4y  =  0, 

oîi   7»!,  m^,  .  .  .  wty   sont  des  nombres   entiers.      En   effet,   si   cette   équation 
avait  lieu,  on  aurait 


y—l 


c'est-à-dire  : 

2  A  log  v  =  A^'  log  v/  +  A^'  log  v/  -|- 1^  A\^^  log  v'y_^ , 

équation  dont  le  second  membre  contient  un  nombre  moindre  de  logarithmes 
que  le  premier.  On  pourra  répéter  cette  réduction  jusqu'à  ce  qu'une  équa- 
tion telle  que  (95)  soit  impossible.  Cela  posé,  il  faut  prendre  la  différen- 
tielle des  deux  membres  et  comparer  entre  elles  les  fonctions  algébriques  qui 
en  résultent. 

Considérons  d'abord  la  partie  logarithmique  du    second   membre   de   la 
formule  (94).     Soit  pour  abréger 

(96)  ff=\og{''-^-'f-' -■";-, 

on  aura,  en  différentiant,  un  résultat  de  la  forme 

oîi  V  est  une  fonction  paire  et  entière  de  x^  savoir 

(98)  y  =  2(/x.</?'x— yx./'x)(./x-)*  — 2/x.yx.[(l-f  c^);c  — 2c^x-*]. 

En-  faisant 

(99)  Bx  =  {fxf-{ifx)\Jx)\ 

on  pourra  aussi  mettre  o  sous  cette  forme: 

(100)  vipx  =  2f'x.ex—fx.e'x, 

équation  facile  à  vérifier. 

Cela  posé,   décomposons  la  fonction  entière    Ox   en   facteurs  de  la  forme 
(x*  —  «*)'"5   ^t  faisons  en  conséquence: 

(101)  {/xy  —  (ipxy{Jxy  =  (x^  —  aX)''^(x^  —  aX)''^'  .  .  .  (a:*  — a;j)"'/*  =  <?x. 
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Maintenant   Téquation  (100)  fait  voir  que  si    Ox   a  le  facteur    (x*  —  «*)?>  v 
aura  nécessairement  le  facteur    (x*  —  a*)"*~^;    donc    la    fonction    fractionnaire 

;  pourra  être  décomposée  de  la  manière  suivante: 


Sx 


(102)  ^J-  =  ^4._AL_^_A_..j h-r^ 

^         ^  Sx  'a:  —  x^    ^    al  —  ^*    '  'a;,  —  x 


2' 


où  t  est  la  partie  entière,  /9/,  ft^\  .  .  .  /î^'  des  constantes.  D'abord  je  dis 
que  t  est  une  constante.  En  effet  ■  Texpression  (98)  de  v  fait  voir  que  le 
degré  de  cette  fonction  ne  pourra  jamais  surpasser  celui  de  Ox.  Pour  trou- 
ver les  coefficiens  /9/,  /i^^  •  •  •  ^  appelons  ft'  Tun  quelconque  d'entre  eux, 
correspondant  au  facteur  (x*  —  a*)"  de  Ox,     On  aura 

^,        v(a^  —  x^) 

(i  =-A___Z  pour  x  =  a, 

mais  si  l'on  fait 

ex  =  R{a^  —  x^Y, 

on  aura  en  vertu  de  l'équation  (100) 

-^^—^ ^-  =  -^L^-  (a*  —  X*)  —  ^^—  -^— y-  (a*  —  x*)  4-  2mx  ^^—  ? 

ô;»  y ^    ^  ^         q^x  U,dx^  ^    '  çw? 

donc  eu  faisant  x  =  a 

'  (pa 

Or  on  a    (/a)*  —  {(pay{Jay  =  0^    donc 

ya  -|-  (pa .  ^a  =  0, 
et  par  suite 

/3'  =  —  27naJaj 
On  a  donc 

,-^QV                    V          ,         27n^a^J'a^        2m^a^Ja^                       2m^a^Ja^ 
^^^^^  -ex—'' âf-lc-^ al--^^ â}^x^    ' 

m 

iiX 

En  multipliant  par  -7-  on  aura  la  valeur  de  d{f.  La  formule  (94)  donnera 
donc,  en  différentiant, 

/î  +  /9,x»  +  -f*A.+...^»    +...+^!i^  =^(^a;)*-r[(l  +  c>-2c*a;»] 

'        '  a*  —  x^      at  —  x^  ai  —  x^        dx  ^       ^  *-^  '  -■ 


1         -  «-8 


J_  J    II»         2mjaj_yaj        2Tn^a^Ja^ 


1    •-'         ^i 


A-àlh         2m/a/j^a/        2m^a^Ja^' 
"T^^P»  ^'Y^^*  aV^' 

-j-  etc. 
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En  substituant  pour  r  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x^  on  voit 
sans  peine  qti'il  sera  impossible  de  satisfaire  à  cette  équation,  à  moins  que 
/•  ne  soit  égal  à  zéro.  En  se  rappelant  que  nous  avons  supposé  qu'il  soit 
impossible  de  trouver  ime  relation  entre  un  nombre  moindi-e  des  fonctions 
/7a^,  ria^^  .  ,  .  I]a„j  et  en  ayant  égard  à  l'impossibilité  d'une  équation 
de  la  fonne  (95),  on  se  convaincra  aisément  que  tous  les  coefficiens  A^^  A^^ 
.  .  .  Af,  doivent  être  nuls  excepté  un  seul.     Soit  donc 

A^=iA^='''=Ay=::0     et     u4i=:l, 

on  aura 

^  a\  —  x^  a\  —  X*  à^  —  if* 

donc 

/î  =  fc,,    /îo  =  0,    ai  =  ai,    a,  =  a,,  .  .  . 

^  _  _  2vi,Ja^ ,    3  =  —  ?^l--^"« ,  .  .  . 
Cela  posé,  la  fommle  générale  (94)  prendra  la  forme 

(104)    /i.cDx-  -;--i //«. -^^-  /y«,  =  log  y,-:^^,.-^,  +C, 

oîi  les  paramètres  a, ,  c^,  .  .  .  «„  doivent  .satisfiiire  à  l'équation 

(105)  {fxY—{(pxy(\  —  x") (1  —  c^x")  =  (x*  —  aï)-(j;*  —  aj)-  ...(«»  —  aj)-», 

l'une  des  fonctions  /x,  ç)x  étant  paire  et  l'autre  impaire. 

Telle  est  donc  la  relation  la  plus  générale  entre  des  fonctions  rappor- 
tées au  même  module  et  à  la  même  variable.  Il  est  remarquable  que  la 
fonction  de  la  seconde  espèce  n'entie  point  dans  cette  relation.  Quant  à  la 
(|uantité  constante  (i  qui  nuiltiplie  la  fonction  de  la  première  espèce  cDx, 
elle  pourra  dans  certaines  circonstances  se  réduire  à  zéro. 

L'équation  (105)  qui  donne  les  relations  nécessaires  enti'e  les  paramè- 
tres «1,  «j,,  .  .  .  «„  est  précisément  de  la  même  forme  que  celle  que  noits 
avons  considéré  dans  le  chapitre  I.  En  regardant  a^^  a^^  .  .  .  a^  comme 
des  variables,  elle  dcmnera  en  vertu  du  théorème  I, 

(106)      (  i    \      -^  2    1  1        «  »  2Ja     ^/a  —  (fa.Ja 
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lù  n'a  =  /  7 i-.      -  • 


Les  paramètres  «i,  a»,  -  .  .  a»  satisfont  donc  à  l'équation  différentielle 

(.07)  ".^_.+.ti;^+...+-^=o. 

Pour  avoir  toutes  les  fonctions  de  la  troLsiènie  espèce  qui  soient  réducti- 
bles indéfiniment  à  la  première  espèce,  il  faut  faire  n=:  1,  En  posant  «!=«, 
mi  =  w,  on  a 

(108)  ria=  ,.^j  mx—  ,.      .    log/-^-'-----. 

Pour  déterminer  le  paramètre  a,  on  aura  dans  ce  cas  l'équation 

(109)  {fxf  -  {(fxy  (1  -  x')  (1  -  c'x')  =  (x*  -  ay, 

ce  qui  fait  dépendre    a    d'mie  équation   qui    est  généralement   du    degré    r/t*. 
Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  m=2.     On  aura  dans  ce  cas 

9^^  =  -  y— l\  fx  =  ax, 
donc 

11 
donc  a  pourra  avoir  les  deux .  valeurs     ,    »      ,       •      Les    valeurs    corresp<3n- 

Vc      y—c 

dantes  de  a  sont  1  —      '    1  -f-      •     ^^^  aura  ainsi 


■l 


—cx^)jx  •  *c— 1    °  (c_i).r  — y— 1.^^ 

oîi  l'on  pourra  changer  le  signe  de  c. 

Si  w  =  3,  on  aura  dans  le  cas  oh  fx    est  impair, 

fx=^x^-\-ax^    (px  =  b^ 
donc 

(x'  +  ru;)*  — 6'(l-r-x*)(l  — c*x*)  =  (x*  — «y. 

De  là  on  tire 

«^  =  6,    a«-f  aa  +  6^a  =  0,    2a  —  c%^  =  —  Sa%   a*-f  (l-|-c')6*  =  3a*, 
donc  en  éliminant  a  et  6   on  trouvera 

a  =  ^(c*a^— 3a^), 
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Si  donc  a  est  une  racine  de  cette  équation,  on  aura 

rr  r  dx  1  ^  ^         €t        .       ;j-3+ i(<;«a«  — 3a«).r4-a».^.r 

Généralement  la  quantité  a  sera,  pour  un  m  quelconque,  racine  de  l'une 
des  deux  équations 

(110)  x„  =  0,   x,  =  ^, 

OÙ  x^  est  la  fonction  de  x  que  nous  avons  considéré  dans  le  paragraphe  4 
du  chapitre  I,  et  qui  est  telle  qu'on  ait 

dxj^  dx 

--  —  z=m--t 

/Jx^  Jx 

et  en  même  temps 

ic^zzrO   pour   x  =  0. 

On  pourra  encore  remarquer  que  si  Ton  désigne  par  a  une  racine  de  x^  =  0, 
sera  racine  de  Féquation    x^  =  ^.     Pour  prouver  que  a   satisfait  à  l'une 
des  équations  (110),  il  suffit  de  remarquer  qu'on  a  (39): 

(111)  p^  —  q^(Jxy  =  {x'  —  aY{x'  —  al), 

où  a^  désigne  la  même  fonction  de  a,  que  x^  de  x.  En  multipliant  les 
deux  équations  (109,  111)  inembre  à  membre,  il  viendra 

(lir)     [pfx±qipx{Jxyy  -  {p<px±q/x)\Jxy  =  {x*  -  ayix*  -  al). 

Or  on  tire  des  mêmes  équations 

p'if^Y  -  q^iwYi^^Y = i^'  -  «')"  •  ^» 

R  étant  une  fonction  entière.     De  là  il  suit  que  l'une  des  deux  fonctions 

pfx-\'q(px{/txy^  pfx  —  q(px{Jx) 

sera  divisible  par  (x*  —  «*)*;  ^^^^  ^^  divisant  l'équation  (111')  par  {x^  —  «*)*"î 
on  aura  un  résultat  de  la  forme 

r*-(f'{Jxy  =  x'-al„ 

OÙ  l'une  des  fonctions  r  et  p  sera  paire  et  l'autre  impaire.  On  doit  donc 
avoir  d'abord  p  =  0,  et  ensuite  r^=:x^  —  aj,,  d'où  a^  =  0,  ou  a^=:^.  Ré- 
ciproquement, si  Tune  de  ces  équations   a  lieu,    il    est  clair  par  la  forme  de 
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Véquation  (111)  qu'on  pourra  satisfaire  à  réquatîou  (109).  Il  est  à  remar- 
quer que  dans  le  cas  que  nous  considérons,  /?  ne  pouiTa  jamais  être  zéro. 
Dimc  il  n'existe  pas  de  fonction  de  la  troisième  espèce,  exprimable-  par  des 
fonctions  algébriques  et  logarithmiques. 

liC  cas  particulier  le  plus  remarquable  de  la  foi-mule  générale  (104) 
est  celui  où  n  =  3  et  m^  =  m^  =  ni^=l.  Dans  ce  cas,  en  faisant  «j  =  a , 
Ja^  =  —  Ja^   on  aura 

(1.2)       ^«.,T«.  +  '^^/7„.=  4«/7«+/».a,.-i.„g^:^J^->j;, 

OÙ 

/x=:x^-\-ax^    (px  =  b^ 
(113)     {   de  sorte  que 

{x'-^axy  —  h\l  —  x'){l  —  c'x')  =  {x'  —  a'){x'  —  al){x'  —  al), 

d'où  l'on  tire,  comme  dans  le  paragraphe  3  du  chapitre  I, 


a 


l_c«aJo| 


(114)  (      h  =aaia^]    a  =  ^[c^a^alal  —  a*  —  al  —  aj), 

Ja       a*  -\-  a       ^  , 


a  cta^a^ 


Les  deux  paramètres  a,,  a,  sont  donc  arbitraires. 

.Comme  cas  particulier   on   doit .  remarquer  celui  où    a^    est    infini.      On 

aura  dans  ce  cas 

1 


a  =  ± 

ca 


1 


On  pourra  donc  réduire  l'une  à  l'autre   deux   fonctions,    dont   les   paramètres 

1  . 

sont  respectivement   a,        •     La  formule   correspondante  pour  eftbctuer  cette. 

ré(hiction  est: 

(115)  /7«  +  /7(AUâ,^  +  |  ^^log-"-f-+^f . 

^         ^  ^         \  ca  I  '    ^  Ja      ^  ,tJa  —  aJa- 

l^>ur  trouver  toutes  les  fonctions  réductibles  l'une  à  l'autre,  il  suffît  de  faire 
dans  la  fonnule  (104),  n  =  2.     Cela  donne 


(iUi)  m,  ;^^  /7«,+m2  ~-^/7a,  =  ^.«)x-ilog^^^^^^ 

oU   l'M  paramètres  «,  et  a^  sont  liés  entre  eux  par  l'équation 
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(1 17)  {fxy  —  {(pjcy{l  —  x'){l  —  c'x')  =;  (a;*  —  «?)-•  {x^  — .rt?)"" 
ce  (jui  donnera  une  seule  équation  entre  a^  et  a^. 

CHAPITRE  IV. 
De  VAqnation   (1 —/y»)  (1 —  c'V)  =  »*-(!— •'^*)  (1  —  ^^•'^*)- 

Considérons  maintenant  le  problème  (A)^  savoir  de  satisfaire  de  la  ma- 
nière la  plus  générale  à  Véquation 

(118)  (i_y)(i_,/Y)  =  r*(l-x*)(l-cV), 

y  et  r  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  La  méthode  qui  s'offre  d'abord 
pour  résoudre  ce  problème  est  celle  des  coefficiens  indéterminés,  mais  cette 
méthode  ne  paraît  guère  applicable  si  le  degré  de  la  fonction  y  est  un  peu 
élevé;  du  moins  son  application  serait  très  pénible.  Je  vais  en  indiquer  une 
autre  qui  conduit  assez  simplement  à.  la  solution  de  ce  problème,  qui  est, 
ce  me  semble,  le  plus  împoitant  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

§  1- 

RMuctkni  du  problrème  à  celui  de  satisfaire  à  r^qmUiofê: 

dy        dx 

Nous  allons  voir  d'abord  que  si  Téquation  (118)   a  lieu,   on    doit   avoir 

nécessairement 

1  du 
r  =  -  /  , 
£  dj' 

oh  f  est  constant. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  deux  facteurs  1  —  y*,  1  —  c/*y^  ne  peuvent 
s'évanoiiir  en  même  temps,  car  cela  donnerait  c'*=l,  mais  ce  cas  est  ex- 
clu.    On  doit  donc  avoir  séparément 

(119)  i-.y>  =  rlç,  l-c'Y  =  rl(f\ 

r,  et  t\  ëtant  des  fonctions  rationnelles  dont  le  produit  est  égal  h  r.  On 
aura  également 

(fç'  =  {l—x'){l—c*x*).      • 

Or,  en  différcntiant  les  deux  équations  (119),  on  en  tirera 
j  I        —^ydy  =  r,  (r,  dtf  -\-2{f  dr,), 
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réquation 
quer  que  (i 
Donc  il  n'e 
fonctions  alj_ 
Le  cas 
est  celui  où 


1    z.  r 


^«3  = 


(112) 


z/ttj 


a, 


/7e 


OÎl 


./ 


(113) 


de  sort 


trou  Ton  tire,  cou 


(114) 


a 

h 

Ja 

a 


Les  deux  paramètre." 
.  Comme  cas  par 
aura  dans  ce  cas 


r.  ^ 


tciomonB  i»e  ]KHiirc  't^j* 


-ai-iLn."  'a-  /.  tira  ne  devient  y^  ril-  r;  - 
-  '    V  •  -Mto  fivwenr  ctwiraan,  on  aura  éHiccaa; 


\ 


r  — 


h«C 


^    ^  ^,^'^rsK  foocàon  entière.  Or  je  dis  qnr 
.n^'    Wrijpon*  pM  «  et  n  les  degrés  de*  foBfflc 
''.,.«*:»ef.   e*Up(«é,ilyatm<*ir- 

* 


On  pourra  donc  rédui 

sont  respectivement  a 
réduction  est: 


(115) 


na-\- 


Pour  trouver  touies  les 
dans  la  fonnule  (104), 


(116) 


m, 


Ja^ 


a« 


/7«,+ 


oh  les  paramèti'es  «i  et  r 


^^  oiDinf 


on  A 


a  .'rtv««  «r 


««,  i«*»i*  - 


«l>«r 


_i  =  » * 


t.:--' 


H  P»r  ^«**  '■ 


t      «- 


J       S      ■ 
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4«  =  2it-l-4,    2n  —  fi  =  2, 

floiic  aussi  flans  ce  cas  o  sera  égal  à  une  constante. 

3)    Si  n  =  7n.     Dans  ce  cas  il  peut  arriver  que  le  degré  de  Tune  des 
tbnctîons 

)it  moindre  que  n=-m.     Soit  donc  par  exemple 

q—2}  =  (p, 

le  degré  de  y,  que  nous  désignerons  par  m  —  fc,  ne  pourra  surpasser  m. 
■■  i  aura  en  vertu  de  l'équation  (123) 

4m  —  &  =  2u4-4, 
tenant  si  l'on  substitue  la  valeur  de   q=2>-\^Vj    ^"  aura 


I   fT 
1  f. 


00  =  ^^^-^'  —.  22!}f_—jP!!r 

dx  iLc 


? 


^-•^ 


m  iî>: 


If  -[-  >/  =  m  -\-vi  —  k  —  1  =z  27/1  —  k  —  1 , 
0,    et 

jii'\'y=:m'\'m  —  k  —  2  =  2  ta  —  k  —  2 , 

0.     Dans  le  premier  cas  on  a 

y  =  2m  — ju  —  k— 1  =  1— jtk  =  0, 

le  second 
•''■''     '.  y  =  2vi—u  —  2  =  0. 

de  la  fonction   entière    v    est   donc    dans   tous   les   cas   égal  à  zéro, 
Mséquent  v  se  réduit  à  une  constante.     En  la  désignant  par  é,    on 


1       Wp. 


••  .  .     ■■ 


du 

er  =    / 


■)osé,  l'équation 


>-*-, 


(l-y«)(l-c'V)  =  (f|f*-*(l-«=^)(l-<'*«=') 


e-ci: 
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Mais  il  est  clair  que  y  ne  pourra  avoir  aucun  facteur  commun,  ni  avec  r^ 

ni  avec  r^,  donc  il  faut  que  le  numérateur  de  la  fraction  rationnelle  -j-  soit 

divisible  par  r^  et  par  r^;  mais  ces  deux  fonctions  ne  poniTont  s'évanouir 
en  même  temps,  donc  on  doit  avoir 

(121)  ^  =  T,r,v  =  Tv, 

V  étant  une  fonction  rationnelle  de  x^  qui  ne  devient  pas  infinie  en  attrî- 
buant  à  x  une  valeur  qui  donne  r  =  0.  Soit  y=  >  où  ^  et  ^  sont  deux 
fonctions  entières  de  x  sans  diviseur  comnnm,  on  aura  évidemment 


(122) 


donc 

r  : 

e 

t 

q' 

dx 

zOv 

qdp 

pdq 

■  ■    • 

dx 

Cela  fait  voir  que  v  est  une  fonction  entière.  Or  je  dis  que  v  se  réduira 
à  une  constante.  Désignons  par  m  et  n  les  degrés  des  fonctions  p  et  ç,  et 
par  fi  et  y  ceux  de  d  et  v.     Cela  posé,  il  y  a  trois  cas  à  considérer: 

1)    Si  m>  n.     Dans  ce  cas  l'équation 

(123)  (2*  —p^)  {q'  —  cY)  =  ^'(1  —  «*)  (1  —  «'^') 

fait  voir  qu'on  doit  avoir 

4m  =  2,a-|-4; 


mais  comme  on  a 


il  s'ensuit  que 


donc 


ou,  puisque  2m  —  if  =  2, 


donc 


dx 


V  <  2m  —  fi  —  1, 


V  <  1, 


et  par  consécjuent  v  constant. 

m 

2)    Si  V  >  iu.     On  aura  de  la  même  manière 
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4/1  =  2^4-4,    2/A  — ,ie  =  2, 
y<2n  —  /ii—lj    y<lj    i/  =  0, 

donc  aussi  dans  ce  cas  o  sera  égal  à  une  constante. 

3)    Si  71  =  m.     Dans  ce  cas  il  peut  arriver  que  le   degré  de  Tune  des 
fonctions 

soit  moindre  que  n=^m.     Soit  donc  par  exemple 

a—p='pi 

oîi  le  degré  de  tp^  que  nous  désignerons  par  m  —  fc,  ne  pourra  surpasser  m. 
On  aura  en  vertu  de  l'équation  (123) 

4w  —  fc  =  2/t  -j-  4, 
d'où 

2m  —  ^  =  2-j-  è^; 

maintenant  si  Von  substitue  la  valeur  de  </=^>-[-y^    on  aura 


Oo 


p(lq  —  qdp  piUf  —  rpdj} 


dx  dx 

donc 

fi-^y=zm-^m  —  h  —  1  =  2m  —  k  —  1 , 

si  fc  >  0,    et 

et  -[-  r  =  m  -[-m  —  k  —  2  =  2  m  —  k  —  2 , 

si  A;  =  0.     Dans  le  premier  ctis  on  a 

y=2m  —  ^  —  k —  1  =  1  — |fc  =  (), 

et  dans  le  second 

j/  =  2m  —  u  —  2  =  0. 

Le  degré  de  la  fonction  entière  v  est  donc  dans  tous  les  cas  égal  à  zéix), 
et  par  conséquent  v  se  réduit  à  une  constante.  En  la  désignant  par  f,  on 
aura 

(124)  er=.%. 

Cela  posé,  l'équation 

donnera  celle-ci: 
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.  -  .  ^  V  ihf  €.  du- 

^         ^  V(l-y')(l-c'V)         V(l— ar«)(l  — c-*^-^)' 

le  problème  est  ainsi  ramené  à  celui  de  satisfaire  de  la  manière  la  plus 
générale  à  cette  équation  en  supjx)sant  y  ratîoimel  eiî  x.  '  En  intégrant,  on 
aura 

(126)  iB(j/,c')  =  €.iB{x,c)^C. 

En  comparant  ce  résultat  à  ce  que  nous  avons  démontré  dans  le  chapitre  II, 
on  aura  ce  théorème: 

Théorhme  VIII.  „Si  Ton  a  ime  relation  quelconque  entre  un  nombre 
quelconque  de  fonctions  elliptiques,  et  qu'on  désigne  par  c  le  module  de 
Tune  d'elles  prise  à  volonté,  parmi  les  autres  fonctions  on  en  trouvera  au 
moins  une,  de  module  c',  et  telle  qu'on  ait  entre  le^  fonctions  de  la  premùre 
espèce^  correspondantes  respectivement  aux  modules  c'  et  c,  cette  relation 
très  simple 

oh  1/  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  b  une  quantité  constante." 

Ce  théorème  est  de  la  plus  grande  importance  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Il  s'agit  maintenant  de  trouver  toutes  les  valeurs  de  y  et  des  modules 
c  et  c  propres  à  satisfaire  à  l'équation  (125).  Si  la  fonction  y  contient  des 
puissances  de  x  supérieures  à  la  première,  elle  jouira  d'une  certaine  propriété, 
qui  conduira  à  son  expression  générale,  en  supposant  coiuiue  la  solution 
complète  dans  le  cas  où  y  ne  contient  x  qu'à  la  première  puissance.  C'est 
pourquoi  nous  doimerons  d'abord  la  solution  pour  ce  cas. 


§ 


AU» 


Solutian  du  problème  du/i^  le  ctus  oii    u:=z    ,  ^-  ~  • 

En  substituant  cette  valeur  de  y  dans  l'équation 

^*(i-z/*)(i-«'y)=(i-^*)(i-«v)(|;* 

t 

rien  n'est  plus  facile,    que  de  trouver  toutes  les  solutions  possibles.      Je   vais 
seulement  les  transcrire: 

I.     c'  =  ±c,    y  =  ±x,    2/  =  ±^,    e  =  ±l, 
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II.      c'  =  ±       y    y=±cx^    y  =  ±      ,    f  =  ±c, 


C  *^  ^  X 


ni       /       ^l^  —  '^^V  ,    1+Vc^      \±x'Vc  ,11/-     1/11    if-  \t 

11— y— c/      "^  l  +  V— c    l  +  ;ry— c  ''  ^  '  '' 

Oïl  voit  que  le  module  c'  a  six  valeurs  différentes.  La  fonction  y  en  aura 
douze,  car  à  chaque  valeur  de  c  répondent  deux  valeurs  différentes  de  y. 
Ces  fonuules  nous  seront  utile»  pour  la  solution  du  pi*oblènie  général. 


§  3. 

Vropriéiê  générale  île  la  foiidiofi  ratiorutelle  y,  qtU  satinfait  à  nue  éqiudion  (le  la  Jorme: 

tîy    dx 

J'y  ~  *  Jx  ' 

Soit  pour  abréger 

y{l-y*)\\-c'Y)  =  J',j   et    \{\-x*){\-c*x*)z=Jx, 
réquatiou  (125),  à  laquelle  il  s'agit  de  satisfaire,  j)rciulra  la  forme 

(127)  ';^  = .  ')' . 

^         ^  J  y  Jx 

où  y  est  supposé  fonction  rationnelle  de  x\     Soit 

(128)  Z/=V'-«^ 

la  fonction  cherchée.  Si,  en  réduisant  ipx  h  sa  plus  simple  expression,  la 
variable  x  y  entre  élevée  jusqu'à  la  «""  puissance  inclusivement,  nous  dirons 
pour  abréger  que  iffx  est  une  fonction  rationnelle  de  x  du  degré  ii.  Sa 
forme  générale  sera  donc 

^^"^"^^  V'-^  —  yy,  +  n,^v  +  n,x* -\ h  /^A*-'-^  ' 

le  mimérateur  n'ayant  pas  de  diviseur  connnun  avec  le  dénominateur,  et  les 

deux  coefticiens  A^  et  B^  n'étant  pas  nuls  à  la  fois. 
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Cela  posé,  si  Ton  considère  x  comme  fonction  de  ?/,  Téquation  y^::^\px 
donnera  pour  x^  /t  valeurs,  qui  seront  nécessairement  inégales,  en  supposant 
y  arbitraire.  Il  est  évident  que  toutes  ces  valeurs  de  x  satisferont  également 
à  réquation  différentielle 


En  désignant  donc  par  x  et  x'   deux  d'entre  elles,  on  aura  en  même  temps 


Donc,   en   égalant  ces  deux  valeurs  de    -.,    ?    on  aura 


dy 

-J'y 

dx 
Jx 

deux 

d'en 

dy 

-l'y 

d.T' 
'Jx^ 

3urs  de 

dy 
^'h 

da^ 

Jx' 

dx 
'  Jx 

(130)  x' 


Une  telle  relation  aura  donc  toujours  lieu  entre  deux  racines  quelconques  de 
réquation 

y  =  xpx. 

Il  est  facile  d'en  tirer  une  équation  algébrique  entre  x'  et  x.     En  effet  Tin- 
tégi'ale  complète  de  cette  équation  est  en  vertu  de  l'équation  (36) 

œJe  4-  ej.v 

e  étant  une  constante.    Maintenant  x  et  x'  étant  tons  deux  racines  de  l'équa- 
tion y  =  ^pXj   on  aura 

y=ipx,   y  =  ipx\ 
donc 

(131)  ipx'  =  ipXj 

et  puisque  y  est  variable,    cette  équation  doit  nécessairement  avoir  lieu  pour 
une  valeur  quelconque  de  x.     On  aura  donc  immédiatement  ce  théorème: 

Théorème  IX.     „Pour  qu'une  fonction  rationnelle  y  de  x^   du   degré    a, 
puisse  satisfaire  à  une  équation  différentielle  de  la  fonne 

dt/    (Lv 

J'y  ~  *  Jx  ' 

il  faut  que  cette  fonction  y   reste  invariable,   en  mettant  pour  x^  fi   valeurs 
différentes  de  la  forme 

u;Je-\-  eJiV 
1  — c'^e^x^ 
e  étant  constant." 
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Ce  théorème  nous  conduii'a,  comme  ou  va  voîr,  de  la  uiaiiière  la  plus 
simple  à  l'expression  générale  de  y.  11  s'agit  seulement  de  déterminer  les 
valeurs  <î(mvenables  de  la  constante  c;  car  celles-ci  étant  trouvées,  rien  n'est 
plus  facile  que  de  détenniner  ensuite  toutes  les  autres  conditions  nécessaires. 
Occupons-nous  d'abord  de  la  recherche  de  cette  constante. 


§  4. 

IMimmiudiLm  d4*  tontes  les  racines  d4>  l'A<pt(itkm  y  •=.  ift.r. 

Faisons  pour  abréger 

nous  aurons  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir  (1«31), 

(133)  yj{ex}  =  xffx, 

où  le  signe  du  radical  .ix  est  évidemment  arbitraire.  Je  remarque  mainte- 
nant que  cette  équation,  ayant  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  .r,  sub- 
sistera encore  en  mettant  Ox  pour  x.     On  aura  donc 

ip  {0{0x)'\  =  yj{dx)  =  ipx. 
En  mettant  de  nouveau  Ox  au  lieu  de  x  et  ainsi  de  suite,  on  aura 
y=:ztl)X  =  iff{6x)=ziif{e^x)  =  ip{d^x)z=  .  .  .  =zip(0''x)  =  etc.j 
oïl  l'on  a  fait  pour  abréger 

d*x=:edx,  e^x=ee^x, . . .  etc.  e'*xz=ee'*''x. 

De  là  il  suit  que  toutes  les  quantités  de  la  série 

(134)  Xj  Ox,  e^x,  .  .  .  d"x,  .  .  . 

seront  des  racines  de  l'équation  y  =  xffx.  Maintenant  cette  équation  n'ayant 
qu'un  nombre  limité  de  racines,  savoir  /i,  il  faut  nécessairement  que  plu- 
sieurs des  quantités  de  la  série  (134)  soient  égales  entre  elles.  Il  s'agit  de 
savoir  si  cela  serait  possible.  Pour  cela  il  faut  d'abord  avoir  l'expression 
générale  de  d".r  en  fonction  de  x  et  e.  Kegardons  pour  le  moment  e  connue 
variable  indépendante.     Alors  on  aura  en  vertu  de  Téquatitm  (132), 


jle'^w)  ../(««-Kr)     •     Je  ' 
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En  mettant  dans  cette  équation  successivement  n —  1,  n —  2,  ...2,  1  au  lieu 
de  /^,  et  en  supposant,  ce  qui  est  permis,  que  les  radicaux  J{B''x)^  J(0*~^x) 
.  .  .  /f{Ox)^  /tx  ont  les  mêmes  signes  dans  deux  équations  consécutives,  on 
aura  sur  le  champ 

d(6^a;)  dx     ,        de 

J{e''x)         Jx     '        Je 

Cela  posé,  déterminons  d'après  les  règles  du  paragraphe  4  du  chapitre  I 
une  fonction  rationnelle  e„  de  e,  telle  que 

de^  de 

n 


Je^  Je 


on  am'a 


n 


Mais  si  l'on  fait 


on  a 


donc 


d{6^x)  dx     ,     de, 

"J(ë^        ^    '    Jen 


, xJe^  +  enJx 

1 — c^eix^ 


dx'  dx     I     de„ 

Jx'         Jx    •"  Jen 


d(e'*x)  dx' 


J^S'^x)         Jx' 
Cette  dernière  équation  donne  la  suivante: 

_x'Je'+J^' 

^  ^  —  ~i—~^/^x^  ' 

oh  e'  est  une  constante. 

Pour  détenniner  cette  constante,  faisons  e  =  0;  on  aura  alors  e^=zO 
et  Je„=l.  Donc  la  valeur  de  x/  deviendra:  x'  =  Xj  et  par  suite  celle  de 
O'^x  sera 

^  '^/~  1  — 6-V^> 

Mais  ayant  dx  =  x,,  on  aura  encore  d''x  =  Xy  donc 

xJe'  -\-e'Jx 

Cette    équation    devant    avoir   lieu   pour   une   valeur   quelconque    de    a-,    ne 

pourra   subsister  à  moins   qu'on   n'ait   séparément    e'  =  0,  z/e'=:l;    donc   on 

aura 

e^'x  =  x\ 
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c'est-à-dire 

(135)  <,»^^-^^.  +  <;»j-. 

Telle  sera  Texpression  de  (9 "a?  pour  une  valeur  quelconque  du  nombre  entier 
n.  Comme  on  le  voit,  elle  a  la  forme  que  doit  avoir  une  racine  quelconque 
de  l'équation  y  =  7px. 

Cela  posé,  soient  O'^x  et  (9"*'*^"x  deux  quantités  de  la  série  (134),  égales 
entre  elles;  il  en  existera  toujours  d'après  la  remarque  faite  plus  haut.  On 
aura  donc 

mais  O'^^^'x  est  évidemment  la  même  chose  que  (9"(6"'ir),  donc  en  mettant  x 
pour  O'^Xj  il  viendra 

(136)  e''x  =  x. 

Une  telle  équation  doit  donc  toujours  avoir  lieu,  quel  que  soit  x.  Si  elle  a 
lieu  eifectivement,  il  est  clair  que  la  série  (134)  ne  contiendra  que  n  termes 
difl'érens,  car,  passé  (9"~*a:,  les  termes  se  reproduiront  dans  le  même  ordre, 
puisqu'on  a  (9"'*^^x=(9x,  O'^^^x^d^x  etc.  Si  l'on  suppose,  ce  qui  est  per- 
mis, que  n,  dans  l'équation  d''x  =  x^  a  la  plus  petite  valeur  possible  pour 
la  valeur  donnée  de  «,  il  est  clair  également  que  les  n  quantités 

(137)  X,  ex,  0*x,  .  .  .  e'^'x 

seront  nécessairement  diiférentes  enti*e  elles.     Car  si   l'on  avait  par  exemple 

il  en  résulterait  0^x  =  Xj  ce  qui  est  contre  Thypothèse,  attendu  que  jn  est 
moindre  que  n. 

11  s'agit  donc  de  satisfaire  à  l'équation 

0''x  =  X. 

En  y  substituant  l'expression  de  (9 "a:,  donnée  par  la  fonnule  (135),  il  viendra 

1— cV*.r* 


Or  il  est  impossible  de  satisfaire  à  cette  équation  pour  une  valeur  quelccm- 
que  de  a?,  à  moins  qu'on  n'ait  séparément  les  deux  équations: 

(138)    •  e.  =  (),    ^6^=1; 

et  récipnxjuement,  si  ces  équations  sont  satisfaites,  l'équation  tf"a!  =  x  le  sera 
également.  Or  je  dis  qu'il  sera  toujoui^s  possible  de  satisfaire  à  ces  deux 
équations  à  la  fois. 
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Je 

D'abord  si  n  est  impair,  les  deux  quantités  e„  et  -^-  seront  des  fonc- 
tions rationnelles  de  c,  comme  nous  l'avons  vu  chapitre  1  §  4.  Si  donc  on 
désigne  par  e  une  racine  quelconque  de  Téquation 

(139)  e„  =  0, 

il  suffit,  pour  satisfaire  à  l'équation    Je^z=l^    de  détenniner  le  radical   Je 
de  telle  sorte  que 

(140)  ^'  =  J7^ 

après  avoir  mis  le  second  membre  de  cette  expression   sous   la   forme  d'une 
fonction  rationnelle  en  e.     C'est  ce  qu'on  voit  en  remarquant  que  si  e„  =  0, 

la  quantité  //e„  =  ±y(i  —  ^^(1  —  c^e,^)  ne  pourra  avoir  que  l'une  des  deux 
valeurs  -f- 1 ,  —  1. 

Si  au  contraire  n  est  un  nombre  pair,  on  a  vu  que  Je^  sera  une  fonc- 

^  Je 

tion  rationnelle  de  e,  de  même  que    .—  \-^'      En    désignant    cette    dernière 

1       c  e^ 

par  f„,  on  doit  avoir,  en  vertu  des  équations  (138), 

(141)  f„  =  1. 

Or  je  dis  que  si  e  est  une  racine  quelconque  de  cette  équation,   on   aura  à 
la  fois  e„=:0,  Je„=l.     En  effet  ayant 

on  en  tire  en  carrant, 

1       e^  =  1       c  e„ , 
et  cela  donne 

e„  =  0, 

car  r^  est  différent  de  l'unité.     Or  ayant  e,,  =  0  et  f,,  rz=  1 ,   on  aura  évidem- 
ment  Je^=:\\   donc  etc. 

On  pourra  donc  satisfaire  à  la  fois  aux  deux  équations 

et  l'on  aura  toujours  v}  valeurs  différentes  et  convenables  de  e^  car  en  vertu 
des  formules  (51,  55)  les  équations  e„=:0,  f„=l  seront  du  degré  7?*  en  o. 
11  s'agit  maintenant  de  choisir  les  valeurs  de  e  qui  rendent  toutes  les 
n  quantités  x^  6x^  .  .  .  0'*~^x  différentes  entre  elles,  car  cela  est  une  seconde 
condition  à  laquelle  doit  satisfaire  e. 
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Or  pour  cela  il  suffit  de  rejeter  toutes  les  valeurs  de  e  qui  pourraient 
doiuier  d^x  =  x,  où  fi  est  moindre  que  n.  On  pourra  toujours  supposer  u 
facteur  de  n.  En  effet  soit  A-  le  plus  grand  conunun  diviseur  de  fi  et  /?, 
on  pouri^a  trouver  deux  nombres  entiers  ,u'  et  n'  tels  que 

Or  réquation    0^x=^x  donne 
donc 

mais  en  vertu  de  (9**x  =  x,  on  a  encore 

donc  enfin 

e''x  =  x] 

donc,  si  0^x  =  Xj  on  aura  encore  0^x  =  x^  où  k  est  diviseur  de  n.  Donc 
il  suffit  de  rejeter  toutes  les  valeurs  de  e  qui  pourraient  satisfaire  en  même 
temps  à  ces  deux  équations 

où  /t  est  un  facteur  de  w;  et  il  faut  nécessairement  les  rejeter  toutes,  car  si 
l'on  a   d^x  =  x^  on  a  nécessairement  0'*x  =  x. 

Ainsi  on  déterminera  aisément  une  équation  en  r,  dont  toutes  les  raci- 
nes donneront  des  valeurs  convenables  de  cette  constante.  Si  n  est  un  nom- 
bre premier  impair,  ou  a  u  =  1  ;  donc  la  seule  racine  qu'il  faut  rejeter  de 
celles  de  Féquation   e„--=0,  est  celle-ci 

e  =  0. 

On  aura  donc  ri^ — 1  valeurs  convenables  de  e.  Car  l'équation  e^  =  0  est 
du  degré  n*. 

Il  y  a  une  remar(|ue  essentielle  à  faire  sur  les  quantitt's 

X,  Oxj  fl-x,  .  .  .  ô**~^u:, 

c'est  qu'on  aura  toujours  en  même  temps 

En  effet,  on  a  (43) 


mais   e„  =  0,    jf  ^^^  ==  1 ,    donc 
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^n— m ^m  • 


On  aura  également  (42) 


donc  à  cause  de  e„_^  =  —  e„,  on  aura 


•«-/   t/—         m      ■  éJ  O-M  • 


'n — m 


En  substituant  ces  valeurs  de  e„__„,  -/e„_m  dans  l'équation 

fin— m, y, ^^~J^n—m  H"  ^»  -w  -^^' 

1  —  c*é?*_«a?« 

on  aura  précisément  la  seconde  des  équations  (142). 

Si  l'on  multiplie  entre   elles  les  valeurs   de    d"*x   et   6''~"'ic,    le   produit 
sera  rationnel,  et  Ton  trouvera 


(143)  d"'ic.d"-'"u:  = 

On  aura  de  même 


X        <?„, 


X    ■■""*  C     dimJb 


.2 


2xJe 


(144)  «'"^+«"-'"^=r-^..«,.. 


Ces  formules  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 
D'après  ce  qui  précède,  les  n  quantités 

sont  différentes  entre  elles,  et  racines  de  Téquation  y  =  ipx.  Le  degré  /tt  de 
cette  équation  est  donc  égal  à  n^  s'il  ne  sui'passe  pas  ce  nombre.  Nous 
verrons  plus  bas  qu'il  suffira  de  considérer  le  cas  où  a  =  n.  On  j>^iiTa 
même  supposer  n  premier. 


§  5.       . 

J)étennination  de  toiUes  lea  vcdeurs  île  y  qui  'pourront  réjwmlre.  aux  mêmes  vtiteurs  d4'is  racine», 

lorsquon  en  connaît  une  sexde. 

Pour  simplifier  la  solution  du  problème  général,  voyons  d'abord  si  plu- 
sieurs valeurs  différentes  de  la  fonction  y  et  du  module  c  pourront  répondre 
aux  mêmes  racines  de  l'équation  y  =  ipx.  Rien  n'est  plus  facile  que  de  dé- 
terminer toutes  les  valeurs  de  //  et  r/.  En  effet,  soit  iffz=-i  où  j)  et  q 
sont  des  fonctions  entières  de  z  sans  diviseur  commun.     En  désignant  par 
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m 

toutes  les  racines  de  l'équation 

on  aura 

p—qy  =  (a  —  by){z  —  x){z  —  x'){z  —  x'')  .  .  .  (z  —  x^-'^), 

où  a  et  6  sont  des  constantes.  Soit  maintenant  y'  une  autre  Valeur  de  y 
qui  répond  aux  mêmes  valeurs  de  x^  x\  x"  .  .  .  j  on  aura,  en  désignant  par 
p'  et  q'  les  valeurs  correspondantes  des  fonctions  p  et  q^ 

/  —  q'y'  =  {a'  —  h' y')  (z  —  x){z  —  x')  (2  —  x")  ...  (2  —  x^--\ 
donc 

p  —  qy  g— ^ 

p'-qy  —  a'-b'y'' 

En  attribuant  à  z  une  valeur  constante,  il  est  clair  que'  cette  équation  don- 
nera pour  y'  une  expression  de  la  forme 

(i«)  »  -  ^  • 

où  a,  /?,  a\  ft'  mut  des  constantes.  £n  désignant  maintenant  par  c"  le 
module  qui  répond  à  y\  on  aura  en  même  temps 

dy'  ,  djR         dy  tlae 

y(i"l.yiy(n^c''«y'^  ~  *  I/u?  '   j'y  ~^  jx' 

donc 

£n  substituant  l'expression  de  y'  en  ?/,  on  aura  les  équations  nécessaires 
pour  déterminer  y\  c'\  b'.  Ce  problème  est  précisément  le  même  que  celui 
du  paragraphe  2.     On  voit  donc  qu'une  seule  solution  de  l'équation 

dy  djt 

Jy  Jx 

en  donnera  sur  le  champ  cinq  autres,  qui  seront  en  général  différentes  entre 
elles.     La  fonction   y   aura  toujours  deux  valeurs  correspondantes  au  même 

module  e! ,  savoir  v  et   -^  • 
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§  6. 

Solution  complète  du  problètne  dans  le  cas  ou  pi:=.n. 

Supposons  luaintenaiit  que  Féquatioii   yz=z\px   ii'aît   d'autres  racines  que 
celles-ci  : 

a?,  dx^  0*Xj  .  .  .  tf*--^x, 

ce  qui  arrive  toujours  lorsque  /t  est  un  nombre  premier,  comme  nous  le 
verrons  plus  bas.  On  aura  alors,  û  p  et  q  signifient  la  même  chose  qu'au 
paragraj^he  précédent, 

(147)       p  —  qy  =  {a  —  by){z  —  x){z  —  ex){z  —  e^x)...{z  —  e'^'x). 

£n  attribuant  à  z  une  valeur  particulière,  on  aura  une  expression  de  y  dans 
laquelle  tout  est  déterminé,  excepté  trois  quantités  constantes.  Nous  allons 
voir  qu'on  pourra  toujours  les  déterminer  de  sorte  que  l'équation  différentielle 
proposée  soit  satisfaite..  Pour  cela  considérons  deux  cas  selon  que  n  est  un 
nombre  impair  ou  non. 

Cds  I.     Si  n  est  un  nombre  impair.     Faisons  dans  ce  cas  n  =  2,u-|-l. 
Alors  l'équation  (147)  donne,    en  attribuant  à  z   la  valeur  particulière  zéro, 

a'  —  h'y  =  —  {a  —  hy)x.ex.e^x  .  .  .  d'^a;, 

d'oÎL 

, .  .  „>  a'  -\-  a  .X  .9x  .B^x . . .  6*fx 

^      '  y  ~~  V+bT^.dx .e*x... e^fx ' 

£ii  remarquant  maiiitenaut  qu'en  vertu  de  l'équation  (143) 


il  est  clair  que  l'expression  précédente  de  y  sera  une  fonction  rationnelle  de 
X  du  degré  2/x-|~l;  ^l^i^c,  puisque  cette  fonction  reste  invariable,  en  met- 
tant pour  X  les  2  ^  -|-  1  valeurs 

X,  ex,  e^x  . . .  e^^xj 

ce  qui  est  évident  à  cause  de  6^'^'*'^x=^Xj  on  conclura  que  l'équation  (147) 
a  lieu  en  mettant  pour  y  cette  fonction  et  pour  jp  et  ig'  les  valeurs  corre- 
spondantes en  z.     Cette  équation  pourra  s'écrire  comme  il  suit: 

(149)     p  —  qy  =  {a  —  hy)  {z  —  x)  {z  —  Ox)  {z  —  O^^x)  {z  —  e^x)  {z  —  e^^-'x)  .  .  . 

.  .  .  {z  —  0f*x){z  —  e''^'x). 
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Cela  posé,  faisons 


1           1       1           1 
a:=l,    —  1, 


et  désignons  les  valeurs  corraspondantes  de  y  par 

«7  /^ï  r^  ^' 

Comme  on  a  pour  ces  valeui-s  de  x^  Jx=zO^  il  s'ensuit  en  vertu  des  deux 
équations  (142)  du  paragraphe  4,  que 

1  C*X*6i 

d'où  l'on  voit  que  les  facteurs  du  second  membre  de  l'équation  (149)  seront 
égaux  deux  à  deux,  en  faisant  abstraction  du  premier  facteur  z  —  x.  On  a 
donc 

p  —  qa=:^{a  —  ba)  (1  —  z)  .  p*, 

/  i>-î^=(«-/>/î)(i-i-e).p'% 

(150)  < 

p—qy  =  {a  —  by){l  —  cz).(f''^, 

p  —  qâ  =  {a  —  bâ){l^cz).ç'"\ 

où  (fj  p',  p",  p'''  seront  des  fonctions  entières  de  z  du  degré  fi.  Maïs  puis- 
qu'on doit  avoir 

(151)  {q*  —p'){q*  —  c'Y)  =  r'{l  —z'){l  —  c^z% 

les  équations  précédentes  font  voir  que  les  quatre  constantes  a,  /9,  y^  â  doi- 
vent être  les  mêmes  que  celles-ci:  • 

+1,  -1,  +|,  ->, 

et  si  cette  condition  a  lieu,  les  quatre  équations  (150)  en  dcmnenmt  évidem- 
ment une  de  la  forme  (151),  et  par  suite  on  aura 

en  vertu  de  ce  qu'on  a  vu  dans  le  paragraphe  1  de  ce  chapitre. 

Comme  il  suffit  de  connaître  une  seule  valeur  de  y,  nous  pouirons  faire 
par  exemple 

(153)         «=i,  /î=-i,  y=y,  ^=-y 

Cela  posé,    il  nous  reste  à  satisfaire    à    ces    équations.      Or   si    l'on    fait 

pour  un  moment 

73* 
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(154)   <px=x.êx.e*x . . .  e"^x  ==  .y  -^(f',-''^(i^7;'):^(^*-*JV    , 

rexpression  de  y  deviendra 

d'où   Ton    dëduîra,    en   remarquant   que    (p{ — x)=.  —  (px^    et   faisant   x=l, 

—  i,  —  »  —  ) 

a'  +  ay(l)  a'-ay(l)      ^^_''y^^)  «-«y(|) 

«-&'+6y(ï)'  /'-//-Ay(î)'  ''-^,+^^0:^  ^-A'_A9,(:;-)' 

donc  en  vertu  des  équations  (153),  on  aura  - 

a'  — è'  +  (a  — J)9(l)  =  0,   a'  +  ô'  — (a  +  &)<^(l)  =  0, 

»'-|-+(«-|).(|)=o,«'+J-(«+A),(i)=o. 

11  est  impossible  de  satisfaire  à  ces  équations  à  moins  que  Tune  des 
quantités  a\  h'  ne  soit  zéro.  Faisons  donc  a'  =  0,  on  aura  en  même  temps 
i  =  0.     Donc  deux  des  équations  précédentes  donneront 

l=<^(i)  =  c'.y(A 

d'où  \\m  tire  la  valeur  de  c\  savoir 
La  valeur  de  y  deviendra 

a  wx 

Quant  aux  valeurs  de  ç)(l)  et  de  ç)        h  on  aura  en  vertu  de  Texpression  de  yj-, 


1\  1      l—e'e*l  —  c'e*         l  —  c*e* 

-    •    •    • 

9..    1    1  ■«  9  -t  d 

c  /  c 


VI   .  I—  c«V+i     l—ë^    '  l—el  1—e* 


2  *  -/i 


donc 


et 


^(  c  )~"c*A'+iy(l)' 


c'  =  c^--'[9.(l)]S    9(1)  =  ^:^ 
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Pour  avoir  enfin  la  valeur  du  coefficient   f,   il   suffit  de  faire   a:  =  0,    après 
avoir  différentîé  l'expression  de  y.     On  aura 

d.T  —^^  ^^^^  •  •  ^^y(l) 
mais  comme  on  a 

^^  =  f  ^'*^- , 
il  en  résulte,  en  faisant  a:  =  0, 

d.r  —  ^  *' 

donc  on  pourra  faire 

D'après  ce  qui  précède  on  pourra  maintenant  énoïKier  le  théorème  suivant: 

* 

Théorème  X.  ,,8oit  e  une  racine  quelconque  de  l'équation  Cj^^iz=0, 
mais  qui  ne  puisse  être  racine  d'une  autre  équation  de  la  même  forme 
«j^^j  =  0,  où  2w-|-l  est  diviseur  de  2jU-|-l.  Cela  posé,  si  l'on  détermine 
la  fonction  y,  le  module  r/j  et  le  c^oefficient  f,  d'après  les  formules 


C  ^^^  f?     ^9^3    •     •     •   ^M 


y  = 


y^,  (1  — cVx«)(l— c«e|a:«)(l— c««|a;«)  . . .  (1— c»«»«») 


c'=c"'+* 


(l-««)(l-«|)(l-«i). ..(!-«•) 


(156) 


(1  _  e*e*)  (l  —  e*e\)  (1  —  c»e«)  ...  (1  —  <•»«*)  /  ' 


C       6a6««aa     ^^ 


on  aura  toujours 


c2t/  <£r 


y(l  -y»)  (1  -  c'«y«)  y(i  ~  ^^)  (1  -  cKx^) 

en  déterminant  convenablement  le  signe  du  second  membre." 

Connaissant  ainsi  un  système  de  valeurs  de  y,  c\  «,  on  en  aura  cinq 
autres,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  paragraphe  précédent,  à  l'aide  des 
formules  du  paragraphe  2.  A  chaque  valeur  de  e  répondent  donc  six  sy- 
stèmes de  valeurs  de  y,  c\  s.  On  aura  même  douze  valeurs  de  y,  car  à 
chaque  valeur  de  c'  répondent  deux  valeurs  différentes  de  cette  fonction. 
Nous  reviendrons  plus  bas  à  la  question  du  nombre  total  des  solutions  qui 
répondent  à  la  même  valeur  de  jj. 

Pour  donner  un   exemple  des   fommles   ci-dessus,    soit   /i  =  1 .     Puisque 
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dans  ce  cas  2/i-|-l  =  3  est  un  nombre  premier,  on  pourra,  eu  vertu  de  ce 
qu'on  a  vu  plus  haut,  prendre  pour  e  une  racine  quelconque  de  l'équation 
«3  =  0,  excepté  la  racine  zéro.  Cette  équation  est,  en  vertu  de  la  formule 
(53),  qui  donne  l'expression  de  ajj,  du  huitième  degré,  savoir: 

0  =  3  —  4(1  -f-  c^)e^  -f  6c«e*  —  c^e\      • 

La  quantité  e  étant  une  racine  quelconque  de  cette  équation,  on  aura 

du  ^   dx     ' 


V(l  -y^)  (1-c'V)  V(i-^*)  {i-c^x^) 

si    l-«*  V  lA    2  «V^  œ(e^-x^) 

\1 — c^e'l  .  ^   c!     ^   ^         y^'     1  —  c^e^x^ 

Puisque  e*  est  déterminé  en  c  par  une  équation  du  quatrième  degré,  le  mo- 
dule c'  pourra  l'être  également.     Cette  équation  est 

(c'— c)*=4y^(i— y^)i 

L'expression  générale  de  y,  donnée  plus  haut  (156),  est  sous  forme  de  pro- 
duit. Rien  n'est  plus  facile  que  de  décomposer  cette  fraction  en  fractions 
partielles.     En  effet,  puisque  les  racines  de  l'équation 

yc 

sont  les  2/i-|-l  quantités  suivantes 

X,  Ox,  e^x  . . .  e^^x, 

la  somme  de  ces  quantités  sera  égale  au  coefficient  de  »*'*,  divisé  par  celui 
de  z*^"*^*  et  pris  avec  le  signe  — ,  donc 

donc,  en  vertu  de  l'équation 

'  1  —  c  eS^x^ 

on  aura  l'expression  suivante  de  y: 

.---V       /       .       2Je,x       .       2Je^.x       .  _,       2Je^.x    \    V^     (— l)'«+i 

(157)    .y— [^-hïH^ï^ï^-l-YZI^i^-t  r  1  —  e^e^x^ j  '^i^'  eV| ^77^ ' 

Cflw  n.     Si  n  est  un  nombre  pair.     Faisons  n  =  2^.     Puisqu'on  a 

1 — f!  eS,x^  I — c^ei.v^ 
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on  aura,  en  faisant  m  =  fi, 


—  • 


Cette  égalité  ne  peut  subsister/  à  moins   que   e^   n'ait  une  des  deux  valeurs 
zéro  où  rinfini.     Cela  donne  lieu  à  considérer  séparément  ces  deux  cas: 

A.     Si  e^  =  ^,   on  aura 


ex 


£n  substituant  (9"x  au  lieu  de  x,  on  aura 


cO^x 

Les  racines  de  l'équation  y  =  xpx  deviendront  donc 

X,  ±-^y  ex,  e^x, . . .  Of'-^x,  ô^+'x,  d^+'x, . .  ..e^f'-'x, 

pa;r  conséquent  on  aura 

(158)    p-'qy=:.{a^hy){z-x)\z^-l-)^{z-6x){z-0^-'x)  .  .  . 

...(2_tf''-»a;)(2  — «"*•«). 

En  désignant  par  a'  et  b'  les  coefficiena  de  z*''"'  dans  le»  deux  fonc- 
tions entières  2>  et  ^,  on  aura 

a'  —  h'y=  —  (a  —  hy){x±  ^^  +  «x + tf '"-'a;  -| 1-  ^/^»a;  -j-  d"*'* 

L'expression  qu'on  en  tire  pour  y  sera  évidemment  une  fonction  rationnelle 
de  X  du  degré  2,i/,  et  puisqu'elle  reste  invariable  en  mettant  pour  x  les  2, a 
quantités*) 

x,  Ox,  e^x, . . .  e*^''x, 

l'équation  (158)  aura  lieu  en  mettant  pour  y  cette  valeur  et  pour  p  et  q 
les  valeurs  correspondantes  en  z.       • 

Nous  allons  voir  qu'on  aura  une  valeur  convenable  de  y  en  faisant 

a=b'  =  0. 
♦)    On  a 
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Cela  donne 

a'  1 


y=-r 


b  .     1      .         2^6.»        .  2^<^ 


expression  qui  est  évidemment  de  la  fonne 

Pour  déterminer  la  valeur  de   A^  remarquons  que  si  l'on  fait   x^=^\^  y 

doit  avoir  une  des  valeurs:   ±1,    ±  -r*    Soit  par  exemple  3/=l,  pour  x=l, 

on  aura 

1 


(160)  A  =  ^^^- 

Cela  posé,  faisons  dans  l'équation  (158)   x=l.     En  remarquant  que  a  =  0, 
on  aura 

if  étant  une  fonction  entière  de  z,  car  pour  x  =  1  on  aura 

1— c'^i 

En  changeant  le  signe  de  z  dans  l'équation  précédente,   on  aura,   en  remar- 
quant que  2  est  une  fonction  paire  et  p  une  fonction  impaire, 

q-\-p  =  {l^z){l±cz)(f'\ 
Cela  donne 

2*— />*  =  (1— z*)(l  — cV)(ppO'- 

Maintenant,  puisqu'on  doit  avoir 

(161)  (ç*  —p^)  {q'  —  c'*^*)  =  (1  —  2*)  (1  —  c*2*)r^ 

cela  fait  voir  que  la  fonction    q^  —  c^p^   doit  être  un  carré  parfait      Or  on 
pourra  toujours  déterminer   c'   de   manière    que    cette  condition  soit  remplie. 

Faisons  dans  l'équation  (158) 

• 
1 
x=     .    -^ 

on  aura 
donc 
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Si  donc  on  désigne  par  a  la  valeur  de  y  qui  répond  k   x=  -- ?    les 

racines  de  Téquation  a=iyjx,  c'est-à-dire  de 

p  —  «2  =  0, 

seront  égales  entre  elles  deux  à  deux  ;  donc  p  —  a  </  sera  un  carré  parfait. 
En  changeant  le  signe  de  z^  on  aura  i^-f-^î?  ^^^  P^^  conséquent  sera  éga- 
lement un  carré;  donc  en  multipliant,  on  aura 

p*  —  a*q^=  ^% 

où  t  est  une  fonction  entière  de  z.     En  faisant  donc 


a 


l'équation  (161)  aura  lieu,  et  par  suite  on  aura 

dv  dz        .      p 

J  V  Jz  q  ^ 

c'est-à-dire,  en  changeant  2  en  x 

dy  dœ 

J'y  ~^  Jx' 

Poin-  déterminer  le  coefficient   «    on   aura  d'abord,    en  veitu  de  la  der- 
nière équation, 

%  /\ 

ê  =  -^    )    pour   x  =  0. 

Mais  l'expression  de  y  donnera 

donc 

_     1 

'~y(l)' 

Le  numérateiu*  de  la  fraction  qui  exprime  la  valeur  de  y  est  décomposé 

en  facteui-s;  savoir  si  l'on'  fait  y=    ,  ,   on  a 

On  pourra  facilement  décomposer  de   la  même   manière    le   dénominateur  q\ 

connue  on  va  le  voir. 

En  divisant  les  membres  de  la  fonnule  (147)  par  y,  il  viendra  à  cause 

de  a  =  0: 

74 


586  PRÉCIS   D'UNK  THEORIE  DES  PONCTIONS  ELLIPTIQUES. 

f-  —  qr=—b{z  —  x){z  —  ex){z  —  e'x).  .  .  (z  —  B'^-'x). 

Cela  posé,   soit  â  une  valeur  de   x,    qui  rende  y  infini,    c'est-à-dire  une  des 
racines  de  l'équation  q'  =  0.     On  aura 

q  =  b{z  —  â){z  —  0â){z  —  e'â)  .  .  .  {z  —  e^'^'â). 

11  suffit  donc  de  connaître  une  valeur  de  â.     Or  une  telle  valeur  est     - 

V+c 

En  effet,  puisqu'on  doit  avoir  y  =  ^^   et  remarquant  que 

_  a' 1 

on  aura 

r  =  xJ^ex-^0'x-\ [^0'^-'x  =  O. 

Soit  pour  une  valeur  quelconque  de  x 

on  aura  évidemment,  en  remarquant  que   d^'*x  =  Xj 

Or  je  dis  que  si  l'on  fait 

1 

x=    _:-_-, 

y +c 
on  aura 

Pm  =  0, 

pour  une  valeur  quelconque  de  vi.     En  effet  on  a  d'abord 

donc  en  mettant  d^x  au  lieu  de  ce,  et  remarquant  que   ê'*x  =  ±  —  ? 

En  faisant  maintenant 

1 

x  =  -      ~.  -f 
V±c 

on  aura 
et  par  suite 
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On  pourra  donc  faire 

'=^■ 

En  remarquant  que  q'  =1   pour  x  =  Oj   on  aura,    en  mettant  dans  l'expres- 
sion de  2,  x  au  lieu  de  z, 

î'=('-i)(i-;)('-.^)---(>-..;-m)- 

D'après  ce  qui  précède  on  pourra  énoncer  ce  théorème: 

Théorème  XI.  „Soit  e  une  racine  quelconque  de  Téquation  c^  =  ^ ,  mais 
qui  ne  satisfait  pas  en  même  temps  à  deux  équations  de  la  forme  6„  =  0, 
Je^=lj  oîi  m  est  facteur  de  2,u.  Cela  posé,  si  Ton  détermine  les  trois 
quantités  y^  c\  e  par  les  formules 

e      1  I     1     I        2  Je.  a       ,       2Je^.x       .  ,       2z^^^_-i..r 


j^  *— r2f'«_i,r5*  ' 


(162) 


on  aura  toujours 

dy  e.dx  ^^ 


alors 


y(i  -^^)(i  -c'v^)     y(i  -X*)  (1  -c»^») 

Le  cas  le  plus  simple  de  cette  formule   est   celui   oh   ft=  1.     On  aura 


f  =  ±c|l±^l  =  l±c. 


-  =(l±c)     -.-  • 

V(l-y*)(l~c'V)  y(l~.r*)(l— c«x*) 

Après  avoir  déterminé  par  le  théorème  précédent  un  système  de  valeurs 
pour  y,  c\  f,  on  aura  cinq  autres  solutions  à  l'aide  des  formules  du  deuxième 
paragraphe  de  ce  chapitre. 

B.  Si  e^  =  0,  le  radical  Je^  ne  pourra  avoir  que  l'une  des  deux  va- 
leurs -|- 1  ou  — 1;  mais  il  faut  ici  prendre  //e^  =  — 1,  car  si  l'on  avait 
en  même  temps  e^  =  0,  Je^=zl^  il  en  résulterait  0^x  =  x^  ce  qui  n'est  pas. 

Mais  comme  on  a 

74* 
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1  — c*é?^»r* 

cela  donne 

ef'x=  —  x^ 

et  en  mettant  d^a;  au  lien  de  x, 

Les  racines  de  l'équation   y=.\^x   seront   dans   ce   cas   égales  deux  à  deux, 

mais  de  signe  contraire,  et  par  conséquent  y/x  sera  une  fonction  paire  de  x. 

En  faisant 

V 

on  aura 

(164)  p-qy  =  {a-  hy)  (z»  -  x*)  [z*  -  ((?x)»]  [««  -  ((?»x)«]  .  . .  [z*  -  {B^-^xY]. 

Si  l'on  fait  z  =  0,  et  qu'on  désigne  les  valeurs  correspondantes  de  p  et 
q  par  a'  et  h\  on  aura 

a'  —  Vy=i±{a  —  hy){x.ex.e^x  .  .  .  ^^-'a:)^ 

ce  qui  donne  pour  y  une  expression  rationnelle  du  degré  2ju.  Comme  dans 
les  deux  premiers  cas,  on  démontrera  aisément  qu'il  sera  toujours  possible 
de  déterminer  les  constantes  a,  i,  a\  h'  de  telle  sorte  que  Téquation 

dy   dx 

J'y  Jx 

soit  satisfaite,    en   attinbuant    au  module    c'    et   au    coefficient    f    des    valeurs 

convenables.     Je  vais  c(msidérer  seulement  le  cas  le  plus  simple,  oîi    u=z\. 

On  aura  alors 

a'  —  l'y  =  (_«"}-  hy)x\ 

et  par  suite 

En  mettant  cette  valeur  dans  Téquation 

dt/  dx 

J'y  Jx 

on  trouvera  facilement  une  solution,  savoir 

(165)  y  =  ^'   «'  =  ^'   ^  =  (l+c)f^- 

Connaissant  ainsi  une  solution,  on  en  déduira  les  cincj  autres  par  les  for- 
mules du  deuxième  paragraphe,  de  sorte  que  l'équation 
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dy   dœ 

J'y  Jx 

pourra  être  satisfaite  des  six  manières  suivantes: 
(166)  c=ïHi->     -^-,  >  ---. 


§  7. 

HAdAuaticm  du  problème  cf^nArcd  au  cas  où  le  degrA  de  la  forvctimi  ratiofmellé»  y  est  titi 

nombre  premier. 

Soit  maintenant  y  =  if;x  une  fonction  rationnelle  quelconque  qui  satisfait 

à  l'équation  différentielle 

dy  dx 

■  =  é  —  •     • 
J'y  Jx 

Comme  on  Ta  vu  dans  le  paragraphe  3,  Véquation 

y  =  xpx 
aura  toujours  n  racines  de  la  forme 
(167)  V,  ex,  e^x,  .  .  .  O'^-'x,   où    d"x  =  aî. 

Cela  posé,  désignons  par  x'  une  nouvelle  racine,  différente  de  celles-ci,  de 
sorte  que 

iffx'  =  tpx=y. 

On  a 

tff{d'*x)  =  yfTj 

donc  aussi 

ip{0'*x/)=tpx'  =  j/: 

Il  suit  de  là  que  les  n  quantités 

(168)  x\  ex\  6W,  .  .  .  e^-^x', 

qui  sont  différentes  entre  elles,  seront  racines  de  Téqtiation  dont  il  s'agit  Or 
toutes  ces  n  racines  sont  différentes  des  racines  (167).  En  effet,  si  Ton 
avait  d^x'izrd^x,  il  en  résulterait 

c'est-à-dire 

ce  qui  est  contre  l'iiypothèse.      Le   degré    u    de    ré(]uation    j/  =  yfx   est    donc 


590  PRÉCIS  D'UNE  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 

égal  à  2w,  ou  plus  grand  que  ce  nombre.  Dans  le  dernier  cas,  si  Ton  dé- 
signe par  x"  une  racine  différente  des  2n  racines  précédentes,  on  aura  en 
même  temps  celles-ci: 

x%  ex\  e^xr. . .  e^^x\ 

qui  seront  différentes  entre  elle^  et  des  l'acines  (167,  168).  Donc  a  sera 
égal  à  3n  ou  plus  grand  que  ce  nombre.  En  continuant  jusqu'à  ce  qu'on 
ait  épuisé  toutes  les  racines,  on  voit  que  fi  doit  être  un  multiple  de  w,  et 
si  Ton  fait  en  conséquence 

^  =  m  .71^ 
les  fi  racines  se  distribueront  en  m  groupes  de  n  ternies  chacun,  savoir 

X,    dx,    d^x  .  .  .  d-"'cc, 

x\  ex\  ew  . . .  e^'-'x', 

(169)-  ,      7        .     . 


Cela  posé,  soit 


a;^"-^>,   dx^''-'\  e^x^""-'^  .  .  .  «"-^a?^"-*). 


P 


p  et  q  étant  des  fonctions  entières  de   z,    sans  diviseur  commun.     On  aura 

(170)     p  —  qy  =  {a  —  hy)  [z  —  x){z  —  dx)  (z  —  B^x)  .  .  .  (z  —  d"-*a;) 

^{z—x'){z  —  Bx'){z—B*x')  .  .  .  {z  —  B'-'x') 


X  (2  —  a;<"-'>)  {z  —  da:'— «)  (z  —  «»»;<—*>)  •  •  •  (z  —  »»-»a;<"-*>) , 

et  d'api'ès   ce   qui    a   été    exposé   dans   le  paragraphe   précédent,   on   pourra 
trouver  une  fonction  rationnelle,  y,  =^ia;,  telle  que  les  racines  de  l'équation 

soient  les  n  quantités 

X  m         tfX ,         (/       X  m         »        •        •        V  ^  • 

et  que  yi  satisfasse  à  une  équation  différentielle  de  la  forme 

Faisons 

p' 
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p    et  q    étant  de»  fonctions  entières  dn  degré   /j;   on  aura 

(172)  11'  —  q'y,  =  {a'  --  b'y,) (z  —  x)  {z  —  Ox)  ...  (2  —  «""  'x), 

a'  et  h'  étant  des  constantes. 

En  mettant  au  lieu  de  x  successivement  les  m  valeurs 

et  puis  multipliant  entre  elles  les  équations  qui    en    résultent,   on    obtiendra, 
en  ayant  égard  à  l'équation  (170), 


(173) 


J  ^t  ^.  *  f  ..  '  _' 


oîi 

sont  les  valeurs  de  la  fonctionnai,  qui  répondent  aux  valeurs 


JU   •      .A/      B      •      .     .     M/ 


de  x. 

Cela  posé,  attribuons  à  x  deux  valeurs  particulières  a,  /?,  telles  que 

en  désignant  par 

«1 ,  «jj ,  .  ,  .  a,^ ,  />! ,  /5g ,  .  .  .  /:i,^ 

les  valeurs  de  2/j,  y^,  .  .  .  y„,   respectivement  correspondantes  aux  valeurs  a 
et  /î  de  a:,  l'équation  (173)  donnera 

i  2=^''(/-A2')(y-^.<)  .  •  •  KV'-M\ 
OÙ   il'    et   A"    sont   deux   constantes.      En    divisant  •  /?   par   ç,    on   voit   que 

^  z=ztpz  sera  fonction  rationnelle  de   -,=  u/.2.     En  mettant  x  au  lieu  de  2, 
7  « 


on  aura 


P  P 


donc 


-4' 

-4  =  -. ,,-   étant  constant. 


On  voit  donc  que   y  .pourra  être  exprimé  par  une  fonction  ratioimelle 
de  yi  du  degré  m. 
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Eu  combinant  maintenant  l'équation  (171)  avec  celle-ci: 

dy  dx 

J'y  ~^  Jx' 
qui  doit  avoir  lieu,  on  aura 

(176)  -      '^y '=1..    -_J^^.__  . 

donc  la  fonction  y,  rationnelle  en  y^  et  du  degré  m,  doit  satisfaire  à  cette 
équation.     Réciproquement,  si  cette  équation  a  lieu,  l'équation 

dy  dx 

J'y  ~^Jx 

• 

subsistera  également,  car  la  fonction  yi  est  détennînée  en  x  de  manière  à 
satisfaire  à  la  formule  (171).  Ainsi  le  problème  général  est  réduit  à  satis- 
faire de  la  manière  la  plus  générale  à  l'équÉttion  (176).  Or  ce  problème 
est  précisément  le  même  que  celui  que  nous  traitons;  seulement  le  degré  de 
la  fonction  y  en  yi  sera  7/i,  tandis  que  y,  comme  fonction  de  a?,  est  du 
degré  m.n^  qui  est  plus  grand  que  m.     On  pourra  donc  appliquer  à  l'équa- 

tion  (176)  le  même  procédé  qu'à  l'équation    ^  =  «—-5    et    il    est   évident 

qu'on  parviendra  ainsi  à  l'expression  générale  de  y^  car  les  degrés  des  fonc- 
tions successives  vont  toujours  en  décroissant 

Supposons  maintenant  que  le  degré  fi  de  la  fonction  y  en  x  soit  un 
nombre  premier.  Puisque  j[i  =  m.nj  on  a  nécessairement  r/i  =  1 ,  u  =  n. 
Par  suite 

On  connaît  l'expression  de  y^  en  x  par  les  formules  du  paragraphe  précé- 
dent. En  substituant  l'expression  de  y  en  y^  dans  l'équation  (176),  on  dé- 
terminera à  l'aide  des  formules  du  paragraphe  2  toutes  les  solutions  pos- 
sibles. 

En  vertu  de  ce  qui  précède  on  p)urra  donc  énoncer  le  théorème  suivant: 

Théorème  XII.  Soit  y  une  fonction  rationnelle  de  x  d'un  degré  quel- 
conque /t,  qui  satisfait  à  l'équation  différentielle 

dy  (Le 

on  pourra  toujours  décomposer  fi  en  deux  facteur3  n  et  m,  dont  l'un  n  est 
un  nombre  premier,  tels  qu'on  ait 
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y(l-y;)(l-cîyî)  V(l-x*)(l-c».f*) 


et 


y(i-^^)(i-c.'v)     *i  V(i-//î)(i-c-;^;)' 

y  étiiiit  une  fonction  rationnelle  de  y^  du  degré  m,  et  y^  une  fonction  ration- 
nelle de  X  du  degré  n. 

Si  donc   on  désigne   par    7i,  w^,  //jj,  .  .  .  /^^    des    nombres    premiers    dont 
le  produit  est  ^,  et  qu'on  fasse  pour  abi-éger 

j(x,  c) = y  (1— X*")  (1 — c^x^), 

on  pourra  faire 

(ly      dyv       dyy_i ^^  .  .  .  *       '^'^ ^^f 

y^  étant  une  fonction  rationnelle  de  x   du  degré  n^ 
Vt      •         - yi     -       -       Wi, 

2/3 y»    -     -     y*». 


^k",        ---        -        -        -    yy_i  -       -       n^^i , 

En  vertu  de  ce  théorème  la  solution  du  problème  général  est  ramenée 
au  cas  où  le  degré  de  la  fonction  y  est  un  nombre  premier.  On  aura  tou- 
tes les  solutions  qui  répondent  à  ce  cas  par  les  formules  du  paragraphe  pré- 
cédent, et  ainsi  le  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  au  conmience- 
ment  de  ce  chapitre  pomra  être  regardé  comme  résolu. 


§  «. 

tfur  la  forme  de  la  fonetion  »/. 

Dt'sigiioiis  par  x^  x'  x"  .  .  .  x'''  '*  les  nicine.s  de  rtkjnutioii 

y=i^x. 

Si  l'on  fait   ifjz=      i  p  et  q  ëtaut  des  fonctions  entières  de  2,  on  aura 

(177)         p  —  qy  =  {a  —  hy) (2  —  x)(z  —  x') (z  —  x")  .  .  .  (z  —  u:"^")> 

75 
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a   et   6    étant  des  constantes.      Cela   posé,   soit   a   une   racine   de   l'équation 
^  =  0,   on  aura  en  faisant  x  =  a^ 

(178)  p  =  a{z  ~  a)  {z  —  a')  {z  —  a'')  ...  (2  —  a^''^). 

Soit  de  même  (3  une  racine  de  Téquation   yrrz^.     Cela   donnera,    en  faisant 
x  =  (i  après  avoir  divisé  les  deux  membres  de  Téquation  (177)  par  y, 

(179)  q  =  h{z  —  P){z~  fi'){z  —  (i")  .  .  .  {z  —  p^-'\ 
Ces  valeurs  de  ^  et  g  donneront,  en  mettant  x  au  lieu  de  2, 

oîi  A  est  un  coefficient  constant,  qu'on  détermine  en  remarquant  que  si  Ton 

fait  a:  =  1 ,  y  doit  avoir  une  des  valeurs   ±  1 ,  ±  — r  • 

Mais  il  y  a  deux  cas  à  considérer  séparément  :  savoir,  il  pourra  arriver 
que  Tune  des  deux  quantités  a  et  A  soit  égale  à  zéro,  et  dans  ce  cas  Tune 
des  racines  des  équations  y  =  0,  y=l  sera  imlle  ou  infinie. 

Cas  premier^  si  b  =  0.     On  a\ira 

(181)  p  —  q7j  =  a{z  —  x)  {z  —  x')  .  .  .{z  —  fl;<^-*>), 

et  p  sera  du  degré  ^,  et  <;  seulement  du  degré  fi —  1.     En  égalant  le  coef- 
ficient de  z^~^  dans  les  deux  membres,  on  aura 

(182)  a'  —  b'y  =  ~a{x-^x' -^x'' -] [-  x^-% 

a'  et  i'  étant  des  constantes.     Maintenant  si 

, xJe-^  eJx 

est  une  racine  de  y=ztf;Xj  la  quantité 

œjle  —  ejJx 

1 — p*g*A'* 

le  sera  également;    donc    si  ces    deux  quantités   sont   différentes   entre   elles 

pour   toutes   les    valeurs    de  6,    /ti    sera    un    nombre    impair,    et    en    faisant 
^  zz=  2n  -f- 1 ,  on  aura 

/ioo\        /        r/                   /       I  2œJe.        ,        2xJe^        ,               ,        2xJe^      \ 

(183)   «-fty=-«[«^+i^»^+i^,i^»V»-+---+i_,«,,,.)- 

Maintenant    si   Ton    fait    a?  =  ±  1 ,   ±  — ,    on    doit   avoir  y  =  ±l,  yz=±-~  ^ 

c  c 
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d'où  il  est  facile  de  conclure  que   a'   sera  égal  à  zéro.      Donc  y  sera   une 
fonction  impaire  de  â?,  et  de  la  forme 

(184)  j,=^^(l  +  ^i^+...+_J_^). 

Cela  fait  voir  que 

g  =  (l_c»6Î2*)  .  .  .  (l_c«e;z»). 

Pour  avoir  ^,    il   suffit  de  faire  dans  l'équation  (181)  ir  =  0,    ce  qui  donne 

^  =  az(z*  — ej)  .  .  .  (z^  —  e% 
donc  on  aura 

(185)  y  =  a    .  <^î-^^)(^'--^^).--(^î-'^) 


{\—c^e\x'^) (1  —  c^e\x^)  ...  (1  —  c^eW) 

Telle  est  donc  la  forme  de  la  fonction   y   dans   le   cas  où   le   degré   de  son 
numérateur  est  impair  et  plus  grand  que  celui  du  dénominateur. 
Si  pour  quelque  valeur  de  e  les  deux  quantités 

xJe-\-eJx      xJe  —  eJx 
1 — c*«*ar*        1 — c*«*.r* 

étaient  égales,  on  aurait 

ez=0,   ou   6  =  ^. 

Soit  d'abord  e  =  ^,  on  aura  x'  =  ±—  >   et   par   suite   le  second  membre  de 

ex 

l'équation  (182)  sei'ait  une  fonction  impaire   de   x,    dont   le    degré   serait  un 
nombre  pair.     Ou  trouve  que  cela  donne   a'  =  0;    donc   en  faisant   ^  =  2v, 

/ton\  aI      .     1      I         2xJe.    '     ,  ,        2j?£:/^»_i      \ 

(186)  y=^(^±^+  i_^,î^ï+  •  •  •  +r--.».;  ,.i)' 

et  par  suite  y  sera  exprimé  en  prtKluit  de  facteurs  comme  il  suit: 

a(l-Jî*«)(l-<îî.r«)...(l-,ï'^») 
Vioi  ;  •' ~.r(l  —  c»«î«»)(i  —  c»eîx»)  .  ..  "(1  — cV»_,.r=')  ' 

Si  au  contraire  e  =  0,  on  aura  en  même  temps 


•C     —  "^^  JC  • 


Donc  dans  ce  cas  y  sera  une  fonctîcm  paire  ,  de  x.  Mais  alors  le  degré  du 
numérateur  doit  être  le  même  que  celui  du  dénominateur,  comme  il  est  fa- 
cile de  s'en  convaincre;  par  conséquent  l'expression  (187)  appartient  à  y 
toutes  les  fois  que  le  degré  du  numérateur  est  un  nombre  pair  et  en  même 
temps  plus  grand  que  cehii  du  déncmiinateur. 

75* 
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Cas  second^  si  a  =  0.     On  aura  alors 

p  —  qy  =  hy(z  —  x){z  —  x')  ,  .  .  [z  —  x^^^^^). 

En  raisonnant  comme  ci-dessus  on  trouvera  aisément   (^ue    dans    le    cas 
où  fi  est  un  nombre  impair,   y  sera  une  fonction  impaire  de  x  de   la  fonne 

(^loo;  y  — a       -  .^(^ j  _  ^x)  (^|  JI  .^.»)    ,    (^.  _  .^ï) 

Si  /i  est  pair,  y  sera  une  fonction  impaire  de  x  de  la  fV)rnie 


§  9- 
De  la  fonction  ^v^+i. 

Nous  avons  vu  (chapitre  1  paragi^aphe  4)  que  Téquation  différentielle 

peut  être  satisfaite,  en  mettant  pour  y  une  fonction  impaire  de  x  du  degré 
(2/^-|-l)*  qui  s'évanouit  avec  x.  En  la  désignant  comme  nous  l'avons  fait 
à  l'endroit  cité  par  Xg^^+i,  et  faisant  pour  abréger  (2/£-|-l)* — 1=2»,  cette 
fonction,  en  vertu  de  ce  que  nous  venons  de  voir  dans  le  paragraphe  pi'écé- 
dent,  doit  avoir  la  forme  suivante: 

et  on  aura  en  même  temps 

/ini\  a{       I       2Je..a:       ,       2  le^.x       ,  ,       2./^„.j?     \ 

(191)      a.,,,,  =  4(x+j_-^,'^,^,+  j_^|^,-,  +  .  .  .  +ï_,.,.^,)- 

Pour  déterminer  les  coefficiens  a  et  A^  faisons  .^  =  1.     On  tnmvei^a  alors 
Si  Ton  fait  x  infiniment  petit,  la  première  fonnule  donne 


•^^ïii+l d^iS^  •  •  •  6^X, 


mais  l'équation  différentielle  donne  dans  ce  cas 

i^e;,  +  i  =  (2/l  +  l)3î, 

par  suite 
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ael el .  .  s  el=i 2/t -(-  1. 

De  même  si  Ton   fait   x   înfinîment   grand,    la    seconde    expression    de   J^a;,+i 
donne  x^^^i  =  Ax^  mais 'dans  le  même  cas  l'équation  dîft'érentîelle  donne 


donc 

Connaissant  A^  on  aura  ensuite 

(193)  e\e\  .  .  .  el=  ^'^  J^  ,    a  =  (.''==c«'*'+^^ 

Les  quantités    «j,  e,,  .  .  .  e„    oiit  entre  elles   des   relations  remarquables 
que  nous  allons  développer,     Cîonsidérons  Téquation 

Les  racines  de  cette  équation  sont  les  (2^a  -f~  1)*  quantités 

X  Jei  +  €i  Jx      X  Je^  +  e^  Jx  x  Je^  +  e„  z/»r 


•  • 


'      \  —  c^e\x^         \  —  c^elx'^  X  —  c^eW 


JW  ^  ...jj 


Soit   dir=Y       «  2   2    Tune  quelconque  de  ces  racines,  les   2/i -|- 1  quantités 

X,   Oxy  e*x  .  .  .  ê*''x 

seront  encore  des  racines  et  différentes  entre  elles,   si  Von  prend  j)our  e  une 
quantité  qui  n'est  pas  racine  d'une  équation 

oh  27n^'-\-l  est  facteur  de  2/j-\'l.     Soit  de  même 

^     xJe'  -f-  /Jx 

une  autre  racine,  on  aura  encore  les  racines  suivantes: 

e,x,    eix,  .  .  .  d^'.r, 

qui  seront  différentes  enti'c  elles. 
Cela  posé,  faisons 

on  aura  en  général 
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quels  que  soient  les  nombres  entiers  m  et  k.  En  mettant  O^x  pour  «,  on 
aura 

donc  toute  quantité  de  la  forme 

e\e''x 

sera  racine  de  Téquation  y  =  tpx.  Je  dis  maintenant  que  si  l'on  attribue  à 
fc  et  m  toutes  les  valeurs  entières  moindres  que  2  ^  -f- 1 7  ^^  valeurs  qui  en 
résultent  pour  la  fonction  djô^x,  seront  toutes  différentes  entre  elles.  En 
effet,  si  Ton  avait 

il  en  résulterait,  en  mettant  d*'*"*"*"^'«  pour  x  et  remarquant  que  0*^^^x=Xj 

eie^'x  =  e\x, 

en  posant  7^'  =  wi  -f-  2^  -|-  1  —  m\ 
Gela  donne 

en  posant  fc"  =  2^ti-[-l — k-\-'k\  c'est-à-dire 

e^'x  =  exx, 

et  par  suite 

Maintenant,  puisque  2,u-[-l  ^^t  iin  nombre  premier,  on  pourra  faire 

fcV  =  (2i»+l)/9+l, 
donc 

c'eat-à-dire  que  O^x  serait  une  des  quantités 

X,  Ox,  . . .  e^f'x, 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

L'expression   0\0'^x  a  donc  (2// -|- 1)*    valeurs   différentes   et  par  consé- 
quent ces  valeurs  seront  les  racines  de  l'équation 

Soit  maintenant 

x'  =  e\x,  x"  =  e\e''x,  x'"  =  e''x. 

On  aura,  en  regardant  e  et  e'  comme  variables, 

dx'  dx     .    j^  djp* 

Jx*         Jx     •"    '  Je 
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En  mettant  dans  la  première  formule  x"'   au  lieu  de  »,  x'  se  changei*a  en 
»",   donc 

(Le"  _  (i^"    ,    ,  de' 

J^"~Jx'"'^     Je'' 


donc 


dic"  (Le      t    -,  de'    t         de 


=-j.  +*s;+ 


m   -  1 


et  si  Von  fait 


Ja"        Jx     »       Je'    »        Je 


,   de' deit*  de  r/é?^  ^ 

^éj'        ^é?*'  Je        Je^  " 

dus" (Lv  j^    deit'     ,    </^M, 

J^'  ~  ~JJ  '    T/7/  +  17^  ' 


Si  donc  on  fait 


(^^^)  ^"'*  —  ~l-c-^e>ié'.'« 


««  Jek  +  «ik'  -V^ 


on  aura 


dx"  dx    .     de^^k 

Jx"         Jx  "^  J^m,k 


d'où,  en  supposant  que  e^  et  éî^t'  s'ëvanouîssent  avec  e  et  e', 
(195)  x"  =  :^fM +^^^^  =  (?î  (?-x. 

Toutes  les  racines  de  Téquation  y  =  ir,^+i  pourront  donc  être  rcprësentées  par 
cette  même  fonnule. 

Donc  pour  connaître  toutes  les  racines,    il   suffit   d'avoir   la   valeur  des 
deux  quantités  e  et  e\  qui  sont  deux  racines  de  Téquation 

Toutes  les  racines  de  cette  équation 

lesquelles,  par  ce  qui  précède,  sont  les   (2^-|-l)*   quantités 

sont  donc  exprimées  par  la  fommle 

en  donnant  à  m  et  X:  toutes  les  valeurs  moindres  que  2^-}"l-     ^  ^*  facile 
de  voir  qu'on  pourra  exprimer  e„  ^  en  fonction  rationnelle  des  deux  quanti* 
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tés  e,  c';  doue  on  voît  que  toutes  les  racines  de  l'équation  iC2^+i  =  0,    pour- 
ront s'exprimer  rationnellement  par  deux  d'entre  elles  et  par  le  module  c. 

Si  Fon  veut  exprimer  x^^^i  à  l'aide  des  fonctions  ô^x  et  6x^  un  poun-a 
le  faire  d'une  manière  fort  simple.  En  effet,  en  remarquant  que  le  dernier 
terme  d'une  équation  est  le  produit  de  toutes  ses  racines^  on  aura  sur  le 
champ 

(196)        a;,^^,=z=c^^*+*^  .x.ex.e'x...  e'^x 

x0ix.0,0x.e,e^x  . . .  e.e^f^x 
y.e\x.e\ex.e\e^x  . . .  e^e'^^'x 


y(.e\^x.eYex.e\^e^x  . . .  ei^e^^x. 


On  a  aussi 

(197)  ,         x,,^,  =  27.-Vî  f -  f  "  ^*"*"''^- 


§  10. 

JJe  l* équation  .iJa^+i  —  O. 

D*après  ce  qui  précède  les  racines  de  l'équation  iCj^^j  =  0  sont  exprimées 
par  e^j^  en  donnant  k  m  et  k  toutes  les  valeurs  moindres  que  2^-|-l.  Une 
de  ces  valeurs  est  zéro,  savoir  Cqq. 

En  divisant  le  numérateur  de  la  fraction  ir^^+i  par  x',  ou  aura,  en  éga- 
lant le  quotient  à  zéro,  une  équation 

(198)  P=0, 

du  degré  ^fi^-^-^fi.     Je   dis  que  cette  équation  peut   être   résolue    à   l'aide 
d'équations  du  degré  2,u-[-2   et  du  degré  2fi. 

Soit  p  une  fonction  quelconque  symétrique  et  rationnelle  des  quantités 
^M  ^«?  •  •  •  ^2/*-  En  mettant  pour  e»,  Cg,  .  .  .  e^^  leurs  expressions  en  fonc- 
tion rationnelle  de  e^^  p  deviendra  de  même  une  fonction  rationnelle  de  cette 
racine.     Faisons 

(199)  p  =  <pet, 
on  aura  évidemment 

(200)  (pei  =  (pe^  =  (pe^=  '  '  -  :=(pe^^y 

équations  qui  auront  lieu  quelle  que  soit  la  racine  e.     Cela  posé,  mettons  e^^ 
au  lieu  de  e,  il  est  clair  que 
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e^j  e^y  .  •  .  e^^ 


se  changeront  respectivement  en 

Donc  on  aura 

(201)  H>e^^  =  ^etm^=  •  •  •  =^^^^m,t^' 

Formons  Téquation 

(20^>^    I  (i^  — y^i)(i^  — 9^^o,i)(/>  — y^'i,i)(i>  — y^^^i) . . .  (/>  — </>%,i) 

îo?  în  •  •  •  Î2/«+i  «eront  des  fonctions  symétriques  et  rationnelles  de  (fe^^ 
V\i^  •  •  •  V^^-2u,i'  ^^  ^^^  pourra  les  exprimer  rationnellement  en  c.  En 
effet,  il  suffit  d'avoir  la  valeur  de 

(203)  (ye,)*-|_(yeo,.)*H +(y«»..i)*  =  P*.  • 

En  vertu  des  équations  (200,  201)  cette  quantité  pouiTa  s'écrire  connue  il 
suit  : 

+  (y«o,i)*  +  {<peo,,y  +  {(peo,,y  H \'{9^o,,^y 


Or  le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  rationnelle  et  sy- 
métrique des  racines  de  l'équation  P=0;  donc  on  poun-a  exprimer  p^  ra- 
tionnellement par  les  coefficiens  de  cette  équaticm,  c'est-à-dire  par  c. 

On  voit  donc  que  les  coefficiens  de  l'équation  (202),  (/o?  îi?  ï»?  •  •  • 
seront  des  fonctions  rationnelles  de  c.  Donc  une  fonction  symétrique  quel- 
conque des  racines 


^17     ^8  7     ^8  5     •    •    •    *'*/4 


pourra    se    détenniner    par    le  module    0,    à   l'aide    d'une    équation    du    degré 
2a-|-2.     C^ela  posé,  faisons 

(204)  (e  —  61)  (e  —  e,)  .  .  .  (e  —  6,^)  = 

Les  coefficiens  Poj  Pi^  pi,  -  .  •  iV-i  ^^i"^^^*  ^^^  fonctions  rationnelles  et  symé- 
triques de  c'i,  ^j,  .  .  .  (?2;«;    donc,    connue  nous  venons  de  le  voir,    on   pourra 

76 
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les  déterminer  à  Taide  d'équations  du  degré  2^-|-2.  Ainsi,  pour  avoir  les 
racines  de  Téquation  P=0,  il  suffira  de  résoudre  des  équations  du  degré 
2,a  et  2,a-|-2. 

Ce  qui  précède  est  susceptible  d'une  application  importante.  Le  module 
c\  exprimé  par  la  formule  (156),  est,  comme  on  le  voit,  une  fonction  ration- 
nelle et  symétrique  de  e,  6^,  63,  .  .  .  e^^.  Donc,  en  vertu  de  la  propriété 
démontrée  précédemment,  on  pourra  déterminer  le  module  c'  en  c  à  l'aide 
d'une  équation  du  degré  2,a-|-2.  Cette  équation  ne  paraît  guère  résoluble 
algébriquement,  excepté  lorsque  2/i-|-l  =  3.  Dans  ce  cas  elle  sera  du  qua- 
trième degré. 

En  appliquant  le  théorème  XII  à  l'équation 

4^^i±i-=(2u4-l)-^, 

on  aura,  en  remarquant  que  le  degré  de  la  fonction  i»2^+i  est  (2//-|-l)*,  et 
2^a  -}-  1  un  nombre  premier, 

^^J^i/i  +  l  __  2^+i  -'^'^-zzz:(2u4-lV—  , 

y  étant  une  fonction  de  x  du  degi-é  2/i-|-l,  et  x^^^^  une  fonction  de  y  du 
même  degré.     On  aura 

y—'Yc''(i—  c^e\c^)  (1  —  c^elv^)  .7.  (1  —  c«€^.r«) 


et 


^       _  .>+^  i/ie^'-i/') (^'1  -y^) . .  (^'ji -y^ 


'''^'~    Vc      (l-^'VV)(l-<^'V|y*)...(l-c'«e>«) 


^Z'  +  i 


\y      ^2      *      *      *      ^  IL* 


e'  est  déterminé  de  la  même  manière  en  cf  cjue  e  l'est  en  c.  Donc  si  l'on 
change  c  en  c',  e  se  changera  en  «'.  De  là  il  suit  que  l'équation  entre  les 
modules  c'  et  c  doit  rester  la  même  si  l'on  change  simultanément  c  en  c' 
et  c'  en  c. 

Puisque  c'  dépend  d'une  équation   du   degré    2//.-|-2,    on   pouiTa  donner 
à  la  fonction  ^,  2a-|-2  valeurs  différentes. 
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§  11- 

Des  travsfoi*tnatlo7i8  diffAreiites  qui  rAjKnuleid  à  un  vivme  degré,  de  la  fùiidum  y. 

Soit 

et 

(205)  -  "^'^^  =f     '^^     . 

Supposons  fi  premier  et  d'abord  ,a  =  l.  Dans  ce  cas  le  module  c\  en 
vertu  des  formules  du  paragraphe  2,  aura  six  valeurs  différentes,  et  la  fonc- 
tion y  en  aura  douze. 

Si  /i=:2,  on  aura  toutes  les  solutions  possibles  en  combinant  les  deux 
fonnules  (163,  165)  avec  les  six  formules  du  paragraphe  2,  ce  qui  donne 
18  valeurs  différentes  du  mcnlule  c. 

Si  l'on  fait 

\—c         2ic  2V— c 

ces   18  valeui's  s'obtiendront  en  mettant  dans  les  six  fonctions 

±,,  ±',  ±('-|M',  ±[\±yj\'.  tCipr.  ±[\+^-' 

les  trois  quantités  r, ,  o,,  fl,  au  lieu  de  e. 

Si  fi  est  un  nombre  piTuiier  impair  âw-j-l,  on  aura  d'abord  2h-|-2 
valeui-s  du  module  c'  qui  i-époiident  à  la  fonue  suivante  de  y: 

_  c"+l  .r(«»  —  .r«)  («î  —  a;»)  . . .  {e*  —  x*) 

y~   yc'    {\—c*e*x*){\  —  c*e\a:*)...{\—c*elx*)' 

Or  de  chaque  valeur  de   y   de  cette  formç  on  déduit,  en  vertu  des  six  for- 
mules du  pai*agraphe  2,  cinq  autres  valeurs  de  la  fonne: 

1+^^  i  +  yV?     1— Vc'   1+yV?     1  — V"— y  l+yV^V 

1  +  V— V    1+yV— 7 


7^     -  ? 


1-V— V    l+yV-c' 

auxquelles  répondent  respectivement  les  modules: 


70* 
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1      n—yc'y     n-\-yc'y     /i  +  y=:7'\«     n—y—c' 


,      I ~  \    1      I T-  I    >       I    -      ~.-^-—-  !',,._, 


i  +  Vc-'/      \i  —  yc'l      \i  — V— c'/      \i  +  V- 


On   aura  donc    en    tout    6(2n-|-2)  =  6(/i -f- 1)    valeurs   différentes   pour 
le  module  c.     On  en  aura  un  nombre  double  pour  la  fonction  y. 


§  12. 

RéHolvtkni  de  l* équation  y  -=.  iff,T. 

L'équation  algébrique  rj=z\fjx^  oh  tpx  est  une  fonction  raiionnelle  quel- 
conque de  x^  satisfaisant  à  une  équation  différentielle  de  la  forme  (205), 
jouira  de  la  propriété  remarquable  d'être  résoluble  par  rapport  à  a:  à  l'aide 
de  radicaux.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  démontrer  à  l'aide  de  la  forme  des 
racines  de  cette  équation.  D'abord  si  le  degré  ft  est  un  nombre  composé 
=  71  .rii  .n^  .  .  .  Hyj  on  pourra  faire  comme  nous  venons  de  le  voir  dans 
le  §  7: 

y  =  ^yyyj     yr=^y-.iyy-l,    '    '    -^8  =  ^1^1»     3^1  =  V ^7 

^yj  V^K_n  •  •  •  V^i7  ^/^  désignant  des  fonctions  rationnelles  respectivement  des 
degrés  n^,  Wy_i,  .  .  .  Wj,  w,  ces  derniers  nombres  étant  premiers.  On  aura 
donc  la  valeur  de  a:  en  y  à  l'aide  de  la  résolution  de  v  -f-  1  équations  des 
degrés  n,  w^,  .  .  .  n^  respectivement.  Il  suffit  donc  de  résoudre  l'équation 
y  =  ipx  dans  le  cas  oîi  le  degré  fi  est  un  nombre  premier.  Si  iii=2,  on 
aura  l'expression  de  x  par  les  règles  connues.  Soit  donc  ,a  impair  =2/#-|-l. 
Alors  les  racines  de  l'équation  y  =  y;x  seront  les  2a-|-l  quantités 

X,  ex,  e^x  . . .  e^^x. 

Cela  posé,  soit  â  une  racine  imaginaire  de  l'équation 
et  faisons 

v=x^â .ex-{~  r  .e'x  -\ [-â'^^.e'^x, 

v'  =  x-\-â.0'^x^â\0^'^'x-\-  .  .  .  -^â'^.Ox. 
En  substituant  pour  les  quantités  O'^x  leurs  valeuivs 

et  remarquant  que 

U  X  -^  '    s"  2      8      ' 

1    -  <*'r.;.r* 
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il  est  clair  qu'on  aura 

p  et  q  étant  des  fonctions  rationnelles  de  .r.  Cela  fait  voir  que  vv'  et 
^v+i-j-.^'V+i  sont  des  fonctions  rationnelles  de  r;  or  je  dis  qu'on  pourra 
exprimer  ces  quantités  en  fonction  rationnelle  de  y.  En  effet,  en  vertu  de 
la  fonne  de  v  et  v',  il  est  clair  que  si  Ton  fait 

les  deux  fonctions  ipx  et  fx  ne  changeront  pas  de  valeur  si  l'on  met  pour 
X  les   2;t-|~l    quantités 

Donc  on  aura 

Ces  expressions  des  quantités  vv'^  î;«/'+i_j-.î;'«m+i  «ont  des  fonctions  ralion- 
nelles  et  symétriques  des  racines  de  l'équation  y  =  tffX'^  donc  on  pouira 
les  exprimer  rationnellement  par  les  coefficiens  de  cette  équation,  c'est-à- 
dire  en  y. 

,  Faisons  donc 

vv'  =  s 

s  et  t  seront  des  fonctions  rationnelles  de  //.     On  en  tire 

«A'+l 

*  -m       /  4% 


-V/f+i/f- 


s 


On  connaît  donc  la  fonction  r.  Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  v^ ,  ?', ,  v^ , 
.  .  .  v^^^  les  valeurs  de  v  qui  répondent  respectivement  aux  racines  1,  ft^  c^*, 
c^*,  .  .  .  J*^   de  l'équation   fy*^+*=l,    on  aura  sur  le  champ 

ce  qui  est  l'expression  générale  des  racifles. 
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On  aura  ainsi  une  classe  très  étendue  d'équations  algébriques  de  tous 
les  degrés  qui  seront  résolubles  algébriquement.  Nous  n'entrerons  pas  ici 
dans  des  détails  sur  ce  sujet,  mais  nous  l'envoyons  nos  lecteurs  à  la  se- 
conde partie  de  ce  mémoire,  où  nous  en  donnerons  des  développemens 
étendus  à  cause  des  belles  propriétés  des  fonctions  elliptiques  qu'on  en  peut 
déduire. 

Comme  cas  particulier  on  pourra  remarquer  l'équation 

^f^  =  y^ 

où  x^  désigne  la  fonction  rationnelle  de  x  du  degré  /f*,  qui  satisfera  à  l'é- 
quation 

dXfjL  (hô 

On  en  pourra  donc  toujours  tirer  la  valeur  de.  ce  en  î/  à  l'aide  de  ra- 
dicaux. Si  //  est  un  nombre  impair,  on  pourra  donner  aux  racine^s  cette 
fornie  très  simple: 

1  -  -  ' 

^ = -  \p^y + (^1 + 2i ^yY  +  (i>2 + it^yY  +  ^  •  •  +  (p^^-i + î^'-i ^yYA^ 

où  j?i,  ^2,  Pg  .  .  .  sont  des  fonctions  entières  iv^paires  de  y  du  degré  //,  et 
9.1  j  2»  7  Î3  •  •  •  des  fonctions  paires  de  y  An  degré  /t  —  3.  p„  et  q^  seront 
déterminés  par  l'équation 

K-3ï.(l-/)(l-cy)=(y*-e»)^ 

où  e^  est  une  constante,  savoir  une  racine  de  l'équation  x^  =  0. 


CHAPITRE  V. 

Théorie  générale  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  par  rapport 

au  module, 

A  l'aide  des  théorèmes  que  nous  avons  établis  dans  les  chapitres  pi-écé- 
dens,  nous  pourrons  maintenant  donner  la  solution  de  ce  problème: 

jjEtant  proposée  une  fonction  elliptique  cCun  module  quelconque^  exprimer 
cette  fonction  de  la  manière  la  plus  générale  en  J! autres  fonctions}^ 


PliËCIS  DUNE  THEORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  607 


§  1. 

Comlltiofi  générale  ixnir  la  iramtoniuition. 

Soit  proposée  une  intégrale  de  la  foniie 


/ 


rdx 
Jx 


on  demande  s'il  est  possible  d'exprimer  cette  intégrale  par  des  fonctions  al- 
gébriques, logarithmiques  et  des  fonctions  elliptiques,  dont  les  modules  sont 
Cj,  Ca,  .  .  .  c^,  en  sorte  quW  ait: 


/ 


I 


Jx 

oh.  A^^  A^^  .  ,  ,  A^  sont  des  constantes,  Xi,  a;,,  .  .  .  x„  des  fonctions  algé- 
briques de  X,  et  V  une  fonction  algébrique  et  logarithmique;  i//i,  ip^^  .  .  ,  tp^ 
désignent  des  fonctions  elliptiques  ayant  respectivement  Cj,  Cj,  .  .  .  c,  pour 
modules. 

Cela  posé,  cette  équation  donnera  en  vertu  de  la  formule  (86): 

les  quantités 
de  même  que 

-^lyi  ^i!/2  -^»y3  Jm!/m 

Jx  Jx         Jx  Jx 

étant  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Si  Ton  suppose,  ce  qui  est  permis,  qu'il  soit  impossible  d'exprimer 

Jx 

par  un  nombre  moindre  des  fonctions  r/^i,  t^^,  ...  i/'„,  il  est  clair  qu'aucune 
des  quantités  y^,  ^^^  .  .  .  2/m  ^^^  pourra  être  constante. 

On  doit  donc  avoir  séparément,    en    vertu    du    théorème    démontré    dans 
le  premier  paragraphe  du  chapitre  précédent, 


/ 


(It/^  (Ix         (li/^  (ix  dy^    dx 

Al/i  ^  J^^     Ji!/i  *  Jx^  J^t/^  "^Jx 


oh  fj,  f,,  .  .  .  f„  sont  des  constantes.     Cîela  doinie  en  intégrant. 
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sauf  une  constante  qu'il  faut  ajouter  à  chacune  de  ces  équations.    On  pourra 
donc  énoncer  ce  théorème: 

Théorème  XIII.  Une  relation  quelconque  entre  des  fonctions  elliptiques, 
ayant  c,  q,  Cg,  .  .  .  c„  pour  modules,  ne  pourra  subsister  à  moins  qu^on 
n'ait  entre  les  fonctions  correspondantes  de  la  première  espèce,  cette  relation 

(206)  tD(x,c)=:  — tD(yi,Ci)  =  — c9(y,,c,)=  •  .  .  =  — cD(y„,c,.), 

oîi   fi,  f^î  •  •  •  ^m  sont  des  constantes  et  y^  y^^  »  -  >  J/n»  des  fonctions  ration- 
nelles de  la  variable  x. 

On  pourra  donc  encore  satisfaire  aux  équations  suivantes: 

(S{Xi  ,  c)  =  c'  (D{Xj  Cl), 

/207)  /    6){x,,c)=e"œ{x,c,), 


Xi,  Xa,  .  .  .  a:„  étant  des  fonctions  rationnelles  de  a: ;  ou  bien,  si  Ton  désigne 
par  ç  et  c'  les  modules  de  deux  quelconques  des  fonctions  entre  lesquelles 
on  a  une  relation,  on  pourra  toujours  satisfaire  à  l'équation 

(208)  Gi{x\c'y=em{x,c), 

en  supposant  x'  fonction  rationnelle  de  x^  ou  x  fonction  rationnelle  de  x\ 
Cette  équation  donne 

^^^^)  T(y;c')  ^  *  J(.^)  * 

Soit  maintenant  x'  fonction  rationnelle  de  ce;  si  r'  désigne  une  fonction  ra- 
tionnelle quelconque  de  x\  on  pourra  transformer  r'  en  une  fonction  pareille 
de  x.  En  la  désignant  par  r,  on  aura  donc  r'=zr.  Donc  en  multipliant 
l'équation  diftérentielle  ci-dessus  par   r',   on  aura,  en  intégrant 

(210)  ■      f4^,  =  ef-^. 

^        ^  J  J(a-,c)  J  J(«,c^ 


'•) 

Quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle  r,  on  pourra  toujours,  connue  on  sait, 
exprimer 

iV 

par  des  fonctions  elliptiques   des   trois   espèces   avec   le   module  c.      On   aura 
donc  ce  théorème: 


/rdii 
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Théorème  XIV.      Si   une    fonction    elliptique    (juelconque    yx,    ayant    c 
pour  module,  peut  être  exprimée  par  d  auti-es  fonctions  dont  les  modules  sont 
^, ,  Ci,  .  .  .  c„,    on   pouiTa  toujours   exprimer  la  même  fonction   (px   par  des 
fonctions  elliptiques   d'un  même  module  c,  c  étant  l'un   quelconque   des  mo- 
dules Cj,  c,,  .  .  .  c„,   et  cela  de  la  manière  suivante: 

oh  7/  et  r  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 


La  continuation  d'après  un  manuscrit  inédit. 


En  vertu  de   ce  théorème    tout   ce    qui    concerne   la   transformation    des 
fonctions  elliptiques  par  rapport  au  module  se  réduit  à  exprimer   l'intégrale 

■j/,-\   pfti*  des  fonctions  elliptiques. 


§  2. 

Tratisforrfiation  des  fonctions  de  la  première  et  de  la  secomle  eupèce. 

Supposons  d'abord  que  ipx   soit  une  fonction  de  la  première  espèce,   de 
sorte  qu'on  ait 


/ 


Dans  ce  cas  la  fonction    r    se  réduit  à  une  constante,    et   on   aura  par  suite 

(212)  â)(y,c')  =  é.fi)(a:,c), 

où  y  est  rationnel  en  x.     Cette  équation  est  la  même  que  celle-ci: 

dy       iLv 

jQhc'j  —  '  j(7,cy 

Nous  en  avons  donné  la  solution  dans  le  chapitre  précédent.      Passons   aux 
fonctions  de  la  seconde  espèce: 

77 
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On  aura  alors 

(213)  ^-'(i^,c')  =  '/i('^)- 

Comme  rj  est  une  fonction  rationnelle  de  x,  l'intégrale  du  second  membre 
paraît  contenir  des  fonctions  de  la  troisième  espèce,  mais  nous  vendons  qu'on 
peut  toujours  la  réduire  à  une  expression  de  la  forme: 

où  c  est  une  fonction  algébrique  de  x.  Il  y  a  un  moyen  bien  simple  de 
prouver  cela,  savoir  en  différentiant  l'équation 

par  rapport  au  module  c.     Cette  équation  revient  à  celle-ci: 

En  la  différentiant  par  rapport  à  c  et  remarquant  que  les  trois  quantités  y^ 
c\  €  contiennent  cette  quantité,  on  aura 

,  de'  Ç  y*^y  _\^y         ^       de   r     (Lr     ^^       Ç  x-dx 


mais  on  a 


*)dx 


Ç  Jt*d,r  _      1         .r(l— j»)    ■        1        /•(!  — j 

J  (1  —  c* jr») J(j:, c)~c*  —  l'     J(x,c)     +1— c»J       J(a:,c)     ' 

r  y*dy  _     1       y(l-y»)  . l_  [{l-y^dy 

J(l-c'^y»)J(j,;c')  —  c'*-l'j(y,c')^l-c"J      J(^,c') 

En  substituant  on  aura 

et  de  là  en  mettant  pour  cD(y,c')  sa  valem-  écD(^^,c), 
(214)  cDo(y,  O  =  Aw[^r,  c)  +  5aîo(x,  c)  +^9, 

où  Ton  a  fait  pour  abréger 
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Or  on  pourra  parvenir  plus  directement   à  l'expression   de    cDoG^?^')?    sa- 
voir en  décomposant  la  fonction  rationnelle  y^  en  fractions  partielles. 
Soit  X  —  a  un  facteur  du  dénominateur  de  i/j  on  aura 

(216)  y^zzz:^-^— -I —  +  S, 

où  -A  et  jB  sont  des  constantes.     En  faisant   ?/=  -     >    on   trouve   d'après  les 


règles 

connues 

(217) 

1      ^   • 

jB  = 

— 

(f"a 

(y'a)"  ' 

(tp'ay 

Or  si 

Ton 

met 

dans  r 

équation 

dy 

f- 

~\ 

—  au  lieu  de  ?/,  il  viendra 

(2 18)  (1  —  x^)  (1  —  c'a^*)  (c;)'a:)*  =  s^  [{ipxy  —  1]  [(ipxY  —  c'^ 

=  5*(</)x)*  —  é*(l  +  c'*)  (<^a:)*  +  ê«c'*. 
En  y  faisant  x:=-a  on  a  yx  =  0,  donc 

(1  —  a})  (1  —  c^a})  {(f'ay  =  €*c'^ 

De  même  si   Ton  diflférentie   l'équation  (218)  par  rapport  à  ce  et  qu'on  fasse 
ensuite  x=:a^  on  aura 

2{l—a'){l  —  c'a')(p'a.(p'a—[2{l']-c')a  —  4c'a']{(p'ay  =  0] 
on  a  donc 

i        L  -  ('-«')  (i  -  ""î!)  _  i 

(219)  <^'""''  "  '-7'         —    ' 

'         (y'a)*~  «V*  -  — -»• 

En  vertu  de  ces  valeurs  de   A   et  de   Ji   il  ast  facile  d'avoir  l'expression  de 

ry*  .//^.'\'     ^^^  effet,  en  multipliant  l'expression,  de  y*  par     -.-,.=€  y /      n  ' 

'77*  ' 
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îl  viendra 


Or  si  Ton  différentie  la  fonction 

.r  —  a 

on  trouvera 


f, 


donc  la  première  des  intégrales  du  second  niembi^e  de  l'équation  (220)  est  la 
même  chose  que 

J  ^  ^  J(x,  c)  X  —  a  a  —  a:  \   i    /    \  \ 


Donc  Vexpression  de    /    f/     ,<    deviendra 


1^) = .7. 1  ^  -  '■<''»(-.  ") + "*'»•(-.  ')  ! + '/4v 


) 


Eii  désignant  donc  par  «i,  a,,  .  .  .  a^  tontes  les  racines  de  l'équation 
—  =  0,    on  aura 

y         ' 

'        V   '    /  I  a, — œ    '    ttj  —  œ    '  •    a^  —  .r^ 

oîi  h  est  une  quantité  constante,  savoir  la  valeur  de  y  pour  x=:-}y. 

Cette  formule  répond  à  une  fonction  rationnelle  y  du  degré  //,  savoir 

y=:k^^ ~ "^^ (^  — Q^2)(^  — «3)  .  .(^  — g^)  , 

^  (ar  —  ttj)  (a?  —  (ïg)  (a*  —  Os)  . . .  (œ  —  a^)  ' 

mais  il  y  a  deux  cas  qu'il  faut  considérer  séparément:  il  pourra  ar- 
river que  l'une  des  quantités  a^  et  a^  sera  infinie.  Soit  d'abord  a^  =  j^. 
Alors  on  aura  k  =  0.  Dans  ce  cas  la  fonction  y  sera  une  fonction  impaire 
de  Xj  dont  le  numérateur  sera  d'un  degré  moindre  que  celui  du  dénomina- 
teur.    Si  fi  est  pair,  on  aura  en  mettant  2^  pour  /i, 

_  <i  -  /??^')(i-/?|x«) . . .  (i-^_,5*) 

y  _  *      ^^  _  d«.r«)  (1  —  ^|.r«) "  .  .(l  -  (î»a-«)  '  ' 
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et  la  fomuile  (221)  deviendra 

(222)     ,e'^(0„iy,r')  =  2fic:-iD,{x,c)-2r*^^^,  +  cî|  +  '  '  *  +i(®(^'^) 

+  2x .  J{x,  e)  {  -^-^,  +  -^  -Jl,^,  +  •  •  •  +  i-iV,. 
Si  fi  est  un  nombre  impair,  on  aura  en  mettant  2//-J-1   pour  //, 

/ogov  (1  — r2af.r3)(l  —  r^a|jr«)  . . .  (1  —  ^«^^«^^^a^    af  .aj...a* 

et  la  fonnule  (221)  deviendra 

(224)     éc''iù„iy,c')  =  {2f,-\-l)e*(B,{x,ç)-2c'*{a\-\-al-\ \-nl)S}{x,r) 


+  2x,</(x,r)  }-  i,  +  --,_^,+  .  .  .  +,-^;,.j- 


Supposons  maintenant  a^,  =  0.  On  aura  alors  k  =  }^.  La  fonction  y  sera 
impaire,  mais  le  dénominateur  sera  d'un  degré  plus  petit  (jue  celui  du  nu- 
mérateur.    Pour  îivoir  les  fonnules  qui  répondent  h  ce  cas,  il  suffit  de  mettre 

dans  les  deux  équaticms  (222,  224),  au  lieu  de  x.     C^ela  donne 

) 


Gi{x,  c)  =  -\-j-0-^  =  -{-  m{z,  c), 


J{z,r) 


Donc  en  substitiiant  dans  la  formule  (224)  et  mettant  z  =  r, 

(225)     f  «'*«)„(.y,  c')  =  {2u  -\-  1)  c'(D„{x,  c)  -  2e'{al  +  «*  H 1-  a'^)ai{x,  r) 


c^o?  ,  fî^rt?  ,  ,  r*a* 


Ij'expression  de  y  sera,  en  vertu  de  la  formule  (223), 

•^  ~  af.al . . .  a;;  ■  (i  —  r>a^r^j  (1  —  r^aj-r^) .  .  .  (1  —  ehi^.r^)  ' 

Pour  donner  un  exemple  soit 

r/ =     -    '  ,    ?y  =  (l-l-^)i    ,'      --'    fzrzl-f-r; 
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alors  on  a  //=2,   et  la  formule  (222)  donnera,  pour  ^=1, 

—  /       /\        <^(1  +  ^)-^  /        \il  +  c      /       V         1  +  r     xJia'yC) 


§  3. 

Transformation  des  fondions  de  la  troisième  espèce. 

Soît  maintenant 


En  mettant  pom-   --.-,-^i   sa  valeur   «-77 — r-j    on  aui'a 


(226) 


/7(y,  c',  a')  =  f  / -r; ^  ' 


Pour  réduire  le  second  membre  aux  fonctions  elliptiques  il  faut  décom- 
poser la  fraction  rationnelle    ^   en  fi-actions  partielles.    Soit  donc  d'abord 

OÙ  il  est  clair  que  k'  est  une  constante.     Pour  déterminer   il^,  ^j,  .  .  .   on 

aura  d'abord 

j.        {a  —  ût) 
A  =  ^ —       pour   X  ==  a, 

a  —.y      ^ 

donc 

.         dœ 

dy  ' 
or  on  a 

*^(y,c')  =  -2-^(a;,c), 

donc  en  faisant  ce  =  a  et  remarquant  que  la  valeur  de  y  deviendra  alors  a', 
on  aura 

et  par  conséquent 
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En  substituant  on  aura  par  conséquent 

(227)  /     =jfc'+-     ;,        M.K,<-)   ,:A:..,c-)    ,;,-/[«„,«) j. 

En  désignant  de  même  les  racines  de  Téquation   a'-|-^  =  0   par  b^  K^  .  .  . 
i„,   on  aura 

En  aioutant  ces  valeurs  de     7 et      ,  ,  -    on  aura  celle  de   -,v — i*    Mais 

il  suffit  de  considérer  la  fonnule  (227).     En  la  nuiltipliant  par     .     -,-  et  in- 
tégrant,  il  viendra 

(228)  ./(«',  e')/fj^(,;„j  =  *.a.(x,  0)  +  SJ(a,  o)/(--~|^_-^  • 

Cela  posé,  ayant =  -^— -  ^  ?    on  en  tire 

^       '     •/  fl  —  X        a*  —  ^'^ 

De  même  on  aura 


(II/ 


Donc  la  formule  (228)  donnera  en  substituant 

(229)         l  *'""<^"'''"''  + ■""'•'''/(-■■-'.t-S,.') 


^) 


Les  intégrales   (jui  entrent  encore  dans    cette    formule    seront,    connue    on    le 
voit,  exprimables  par  des  logarithmes. 
On  aura  par  conséquent 

(230)  ^^^'  '^  ri(y,  c\  «')  =  K  eo(^,  c)  +  -2:  ^^^''  '^  /7(x,  c,  a)  +  ?;'. 

Il  est  à  remarquer   que    cette   formule    ne    contient   pas    de    fonctions    de    la 
seconde  espèce. 

La  fonction  de  la  troisième  espèce  77(y,c',a')  est  donc  ainsi  réduite  à  la 
fonction  de  la  première  espèce  cD  (x,  c)  et  à  fi  fonctions  de  la  troisième  espèce. 
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Or  je  (lis  qu'on  pourra  toujours  exprimer  les  /t  fonctions  du  second  membre 
pur  une  seule.  C'est  ce  qui  est  facile  à  prouver  à  l'aide  des  formules  établies 
dans  les  cliapiti'cs  précédens.  D'abord  si  l'on  détermine  une  quantité  a  de 
sorte  que  l'équation 

i/xy  -  (cpxy  [J(x,  c)]'  =  {x'  —  al)  {x'  -al)...  {x'  -  a^)  {x'  -  a') 

soit  satisfaite,  fx  et  (px  étant  des  fonctions  entières  de  x,  dont  l'une  e^t 
paire  et  l'autre  impaire,  on  aura  sur  le  champ,  en  vertu  de  la  fornmle  (104), 

Donc  en  substituant: 

(231)     -^n(D,c\a')=(k,  +  k,)i!l{x,e)  +  ^^y^n{x,c,a) 


+  .-_^,„gj/l±.r4(|f){. 


Quant  aux  coefiiciens  des  puissances  de  x  dans  les  deux  fonctions  fx  et  yx, 
ils  sont  déterminés  par  les  fi  équations  suivantes: 

fa^  -{-  (pa^ .  J{a^j  c)  =  0, 


auxquelles  il  faut  ajouter  celle-ci: 

fa  -j-  </)  a .  ^  («,  c)  =  0, 

pour  déterminer  le  signe  du  radical   J(a^c). 

On  peut  encore  réduire  les  fonctions  du  second  membre  de  l'équation 
(230)  d'une  autre  manière:  on  pouiTa  les  exprimer  par  Tune  quelconque 
d'entre  elles,  connue  nous  allons  le  voir. 

Soit  a  Tune  quelconque  des  quantités  a^,  a^,  ...  a^.  Alors  connue 
elles  seront  les  racines  de  l'équation 

a'=y  =  yj{x),' 

elles  auront,    en   vertu   de  ce  qui  a  été  démontré  dans  le  troisième  paragra- 
phe du  chapitre  précédent,  toutes  la  fonne 

aJ{e,e?)  -\-e.i(a,c) 
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OÙ  e  est  une  coiistuiite  indépcudjinte  de  a.     Soit  donc 


a 


1— 6-*é?âa^ 


on  aura  en  vertu  de  la  fonnule  (112) 

:^(«"''')./7(.,.,a„)=t'^"^-'7(.,c,a) 


a«  N    '     '       /  ^^ 


+ /?„  «)(x,  c)  +  ^^'';  '  '-"^  n{:x,  c,  .„) + log  5„ . 

La  formule  (230)  deviendra  donc  en  substituant 

(233)       -^';;;"')  /y(y,c',«')-(^^  +  A  +  A+  •  •  •  +/y,_.)r«(;r,o) 

+ ,«  -'^'''  "^  /y(x-,  c,  «)  +  -s-  •  %  '-  '"^  yy(x-,  c,  e„) 


-f- 1;'  +  log  S,  -^\ogS^-\ P  log  /S^_i . 

Je  dis  maintenant  que    ^  "     "'  -   //(i^,  c,  e^)    se  réduit   à   zém.      En  eifet,    si 

l'expression  de  a„  est  racine  de  Téquation  a' — yz_-r:0,    elle  le  sera  encoi'e  en 
mettant  —  e^   pour   e„ .      Si    donc    a    est    un  nombre  impair,    les  termes    (pii 

composent  rexpressiôn    JS*--""  "^  n{/^c^e^    sont    deux-à-deux   égales    et    de 

signes  contraires.     Si  u  est  un  nombre  pair,  l'expression  dont  il  s'agit  se  réduira 

à  un  seul  terme         '  ^  Hi^i  ^)  ^O»    ^^^^    ^    ^"^^  ^^^^  ^^^   1  infini.      Si   <j   est   nul, 

ce  terme    le   sera    de  même.      Si    e:=  J,    la  valeur  con'espondante  de    a„    est 

1 
±       ,    donc  en  vertu  de  la  formule  (115) 

ca  ^  ^         ^ 
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XXIX. 


THEOREMES   ET  PROBLEMES. 


Journal  fUr  die  reine  and  angewandte  Mathematik,    herausgogeben  von  CrelU,   Bd.  2,  Berlin   1827. 


Théorème.     Si  la  somme  de  la  série  infinie 

est  ëgale  à  zéro  pour  toutes  les  valeurs  de  x  entre  deux  limites  réelles  a  et 
/3,   on  aura  nécessairement 

de  sorte  que  la  somme  de  la  série  s'évanouira  pour  une  valeur  quelconque 
de  X, 

Problème.     En  supposant  la  série 

fx^=^aQ-\'a^x-\~a^x^-\'  •  •  • 

convergente  pour  toute  valeur  positive  moindre  que  la  quantité  positive  a, 
on  propose  de  trouver  la  limite  vers  laquelle  converge  la  valeur  de  la  fonc- 
tion fx^    en  faisant  converger  x  vers  la  limite  a. 

Théorème,     Si  l'équation  différentielle  séparée 

a  dx  dy 

où  «,  (i^  Y^  â^  b^  a  sont  des  quantités  réelles^  est  algébriquement  intégrable, 
il  faut  nécessairement  que  la  quantité  a  soit  un  nombre  raiionnel. 
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Problème.     Trouver  une  intégrale  algébrique  des  deux  équations  séparées: 

dx  y  3  dy 

ys  +  3^^  -fT^*  ~"  ya  —  3y^  +  y*  ' 

r^*y3  dy 

yï'+^^^i      yiir;^v_j_^4  * 


Journal  fiir  die  reine  nnd  augewandte  Mathematik,  herausgegeben  von  CriUe,  Bd.  3,  Berlin   1828. 


Problème.     Le  nombre    a^  ^ — 1    peut  il  être  divisible  par  u^j   fi    étant 
un  nombre  premier,  et  a  un  entier  moindre  que  a  et  plus  grand  que  l'unité? 


ERRATA. 


Page     50.      Dans   la   première   et   ra\  aut-deriiière  formule  les   signes  des  seconds  mem- 
bres doivent  être  changés.- 

Page  154,   dernière  ligne,  an  lieu  (U   ,    Ihez     - 

Page  163,    dernière  ligne,    ait  Uni  de   hy^^^,    lisez  hy^f^'K 

Page  185,   ligne  3,  en  descendant,    an  lira  ik    3[/'(l  l)  +  11 .  i],    lisez    3[/'(ll)  +  11 .  J  J. 

Page  192,   ligne  13,  en  descendant,    an  lien  île   e  ,    lisez  e 


n  n 


Page  237,  ligne  12,  en  descendant,  an  lieu  de  d'-=.  —  a  sin  y  —  ^  «^  sin  2(f-\-\ct^  sin  3yî  —  •  •  • 
lisez    ô'  •=!  —  (cf  sin  (p  —  \a'^  sin  2 r/)  -[-  ^  a*  sin  3 y»  —  •  •  •  ) 

Page  239,  ligne  G  et  7,  en  remontant,  au  lieu  d^  lorsque  k  est  ëgal  a  zéro  ou  compris 
entre  0  et  +  oo,  et  lorsque  k  est  compris  entre  0  et  -  1,  lùez:  lorsque  k 
est  compris  enti'e  0  et  -|-  oo,  et  lorsque  k  est  égal  a  zéro  ou  compris  entre 
0  et   -  1. 

Page  265,  ligne  13,  en  remontant,   an  lieu  de    Fa,    lisez  Fa. 
Page  277,  ligne  3,  en  descendant,    au  lieu  de   y.rz=  - 


,.  t  1 

lisez    wxzn ^  • 

n  A 

Page  313,   lignes  3  et  4,  en  remontant,  an  lieu  de  v^  en  d—^r, ,    lisez   Vr^  en  d-^Vr^  . 
Page  343,  ligne    10,    en    descendant,     le    numérateur    du     dernier    facteur    doit    être 

1. «i 

[m  0}  —  (ft  —  i)  o)  t]  * 

Page  357,  ligne     8,  en  descendant,  au  lien  de  ^'-^-^^-  ^    Usez   a*  +  /^* — 1. 

Page  419,  ligne  3  et  4,  en  descendant  Effacez  les  exposans  2. 
Page  458,  ligne  9,  en  remontant,  an  lieu  d^e  c',  lisez  partant  c". 
Page  582,  ligne  12,  en  remontant,    an  lieu  d^  y(l  —  e^  e*  z*)  .  .  .  (1 — c*^Jx:*), 

lisez    (—  iy+^y{l  —c^e^z^)  .  .  .  (1  _c*^*2«). 
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Page  582,  ligne  7,  en  remontant,   au  lieu  de  >         -     ..,,_,*  '^  y, 

I .  o  •"  r    r     .  .  .  r- „ 

f—  iy+*      .  1 

Page  582,   ligne  3,  en  remontaiït,    au  lieu  de    \   ^     — i ,    lisez  -  -  ^ ,  • 

V        V^     •     •     •     «M  t?       C           •     •     •     Cm 

Page  586,  ligne  5,  en  remontant,    au  lieu  de   —p-—-  ,    li^z  - 

m 

Page  586,   ligne  3,    en  remontant,  au  lieu  de    -               .*_       .  ,  lisez             — ^  - 

y(+c)(i±cfi)  y+c(i±c«i) 


Page  589,   ligne  3,   en  descendant,  au  lieu  de  -  ^^  > 

Iqpyl  — c*        c^yc'^  —  l 


Page  G 13,  ligue  9,   en  descendant,    axi  lieu  de   a„^0,    lUez  a^  =  J. 


V 


